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Resumo

Foi efetuado um desenvolvimento tedorico do problema de otimizagao da al
titude de foguetes langades verticalmente, con51derando—se 0 empuxo como va
riavel de controle. Constatou-se que o problema & do tipo "bang—bang" de
Mayer. A partir dos resultados assim obtidos, foi deduzida a sequencia Stima
de controle e, com base nessa sequen21a, foi desenvolvido um algoritmo nume
rico, fundamentado em diferengas finitas, para a resolugao do sistema otlml
zado. Foram apresentados, a seguir, resultados e conclusoes ccrrespondentes
a8 um exemplo de aplicacaoc, no qual se considerou um-foguete hipotético.

Numerical Solution of Altitude Optiﬁization of Vertical Launched Rockets.
Abstract

Theoretical analysis of the problem of alritude optimization of vertical~-
ly launched rockets was performed, considering thrust as a control variable.
The problem was shown to be of "bang-bang™, Mayer type. From these results,
the sequence of optimal control was obtained and a2 numerical algorithm, based
on finite differences was developed in order to solve the optimized system.
Subsequently, results and conclusions, concerning an example of hipothetical

tocket, were presented.

1. INTRODUGAD

0 objetivo deste trabalho & calcular a
altitude m3xima que pode ser alcangada por
um foguete langado verticalmente, utilizan
do como varlavel de controle o fluxo de mas
sa atraves da salda da tubeira do motor e,
como varidveis de estado, a welacidade (v},
a altitude (h) e a massa {m). Supde-se para
os cadlculos o problema na sua forma mais re
al possivel, nao se fazendo nenhuma  hipdte
se simplificadora.

0 problema de otimizacac da altitude de
foguetes foi proposto por Goddard em 1919,
As primeiras tentativas de solugao foram fei
tas por Hamel, G. em 1927, por Malina, F.J,
e Smith, A.M.0. em 1938, sem que se conside
rasse o problema da otimizacao do empuxo (Or
lando, 1979). Tsien e Evans (1951) apresenta
Tam uma solugao na qual, embora consideras
sem a otlmlzagao do empuxo, nio contornaram

os problemas decorrentesda caracteristica 1i-

. near do problema variacional, Miele (19587
apresentou uma solugﬁo que buscou vencer es
sa dificuldade, porem, para um caso part;cu
lar. Garfinkel (1963} apresentou uma_ solugao
na qual considera a atmosfera isotarmica,

Fonseca {1977) apresentou um tratamento teE
rice do problEma, onde verificou ser a solu
¢ao do tipo "bang-bang" de Mayer, ou 5e3a, a
varlavel de controle (fluxo de massa) so pe
de tomar, no caso otime, ou seu valor maximo-
ou entao zero, sendo a transigac entre esses
d01s valores feita pela chamada lei da varia
¢do singulayr de controle.

Neste trabalho, a partir dos valores oti
mos obtidos para o fluxo de massa, deduz-sea
sequencia otima que esses valores devem se
guir no decorrer do tempo e, a partir dessa
sequencia otima de controle, desenvolve-seum
algoritmo numerico para a resolugao do  sis
tema otimizado. -

2. TRATAMENTO TESRICO

2.1, EQUAQGES DO MOVIMENTO

0 movimento de um foguete langado vartl‘
calmente & regido pelo sistema’ de equagoes: -

v ()= —[uv, + B (M)~ D(v, b} - W (h,m)]
' (2.1.1)



A(t) =v (2.1.2)
ﬁ(t) = u (2-1-3)

_ Onde:

a) v & a velocidade do foguete; h a sua alt:L
tude; m a sua massa (funr;oes do tempo) ;
€ a velocidade de saida dos gases.
b) P(r) =[P, - Pi(0)] A, (2.1.4)
sendo: P a pressZo de saida dos gases; Py(h)
a pressao atmosferica _no ponto em que ofogue
te se encontra; A, a drea de saida da tube1
ra do motor.
e) D(v,h) =5 o (b) v2s C) () (2.1.5)
sendo: p (h) a den51dade atmosferica como fun
gao da altitude; s a area de referdncia.dofo
guete; Cp(M) o coeficiente de arrasto;
M = v/a(h) ¢ nimero de Mach; a(h) a velocida
de do som no ar como fungao da altitude.

2
d} ¥ {h,m} = mgyg ——— (2.1.6)
: (R + h)Z2
sendo: gg a acelerag_ao da gravidade na super
ficie da Terra, R’I ¢ rTalo medlo da Terra.

2.2, EQUACTONAMENTO DO PROBLEMA DE OTTMIZAGAO

0 que se deseja, em resumo, eestabelecer

como deverd ser variado o fluxe de massa de
corrente da queima do combustivel do foguete,
para_ que este, com uma dada quantidade de com
bustivel, atinja a maior altitude poss:.ve.l.
Em outras palavras, deseja~se minimizar o fun
cional.
J (w,h,m,u} = —h(tf) (2.2.1)
sujeito aos vinculos dados por (2-1-1,2,3) e
com as condigoes de contorme: v{0)=0,h{0)=0;
m{o)=m ;v(t.) =0; h (tf) = yalor-a ser max_l':_
mizado; m {t,.}) =m_ (valor conhecido}); e com
instante final, tf, livre.

A variavel de controle, u, est3a sujeita,
por limitagoes fisicas, ac vinculo tipo desi
gualdade: ' -

0susgdU

nax (2.2.2)

2.3. SOLUCAO DO PROBLEMA

Adicionando-se os vinculos ao funcional
(2.2) atraves dos multiplicadores de Lagrange,
tendo-se em vista a definigao de funcao Ha
miltoniapa (Pontryagin, 1962), chega-se a:

t t '
£, J £ [}i_iTx:|dt
tg 't

0

I (t,u,t) = ~h(ty) + Alx

(2.3.1)

sonde AT [A, Az A ] & o vetor dos mulriplica
«ores de Lagrange transposto.
Aplicando-se a condigao necessarla para

minimo, verifica-se que ela sera satisfeita
para:

ah (t.)

H (tf) = - Btf 3 A2 (tf) = 1 {2.3.2)
aH T : ‘
rrraai A (2.3.3a)
9H .

—53— 0 (2.3.3b)

£ facil verificar que:
Ay
H=~ (uvA+P-—D—W) ~2\hv+kmu (2.3.4)

e que, ao longo da trajetoria otima H = 0,

Com o auxilic de (2.3.4), aplicando-se a .

_«equagao (2.3.3a), obtém-se:

Fo N ro W '3 av -
Av aH/av m Dv J‘\h
. ~ ; B Ay PN
Al T PR, = h " Ph "h
A 3 3 {uv_+ P=- D)
\ m L m v a
. . (2.3.5)
' 3y

Onde utilizou-se a notagaoY =
) x 9x
Antes de se aplicar a segunda das equa
coes (2.3. 3), visto que a variavel de contro
le u possui um intervalo de variacao fechada,
efetua-se a seguinte mudanga de variavel:

u=7y senzm,wsR
max

(2.3.6)

Note-se que enquante w pode assumir qual
quer valer teal, u continua variando de zero
avy .° Verifica-se facilmenre que, em rela
(;.ao 3 mova variavel, a equag_ao (2.3.3b) man
tém a sua forma: .

N .

v
sH _ v A ' _
- { o Am) U ., Sen2w=0 (2.3.7)’

E tambem necessario gque:

62 [H + ax ]

dwl

¥
=

(2.3.8)

Considerando-se a mudanga de variavel

(2.3.6), essa condigao fornece:

X Va .
- |‘-L-— l] U2 cos 2wz0 (2.3.9)
_ m  m] max : s



Definindo A, vA/m<-Am =y (t) (2.3.10)

e, analisando-sc as equacgoes (2.3.75 e
(2.3.9), chega-se finalmente as conclusoes:
Ia) Para ¢(t) >.0, entac u* = U e (2.3.11)

b) Para $(t) < 0, entdo u* = 0 (2.3.12)

¢) Para y(t) = 0, entdo u* = u* (2.3.13)

s

Onde o sinal (*) significa controle otimo
e u* & a chamada lei de variagao singular de

controle,

0 _passo seguinte e a determlnagao da ex
pressao da lei de variacao singular decontro

le, ug

Calculando-se as derivadas de U(t), emre
1agao ao tempo, ate que se obtenha a derlva
da de ordem mais baixa na qual uét) aparece
explicitamente, e chamando-se d¢1¥(t}/ dtd a
essa derivada, para a mesma, pode-se provar
ser val1do que, enquanto dy/dt = 0, ela tam
bem sera nula. Da expressao dessa derlvadade
termina-se a expressao correspondente a u* .
Seguindo-se esse procedimento, verifica-se
que a derivada de ordem mais baixa na qual

u{t) aparece explicitamente & a desegunda or
dem. Calculando-se essa derivada, obtem-se a
seguinte expressio para a lei devariagao sin
gular de controle:

2
Cur {D-P)z +W(VA +VA,DV)+ m v (D +Wh Ph)
5 VAz
vm v (v, D,+D =P
_ A A vh "h "h) (2.3.14)
v,z
4 2
z=v¢eD +2¢y D +D-P (2.3.15)

3. OBTENCAO DE UMA FUNCAO COMUTADORA AUXILIAR
PARA A RESOLUGAQ NUMERICA DO PROBLEMA

Como se pode ver em {2.3.10); afungao co
mutadora do sistema, W(t), se apresenta como
fungao dos multiplicadores de Lagrange eisso
faz com que o uso de w(t), diretamente no pro
cesso de resolugao numérica; se torna 1nv1a
vel., O obJetlvo agora se resume em, atravas
de um processo matematico, eliminar os multi
plicadores de Lagrange, obtendo-se umafungao
independente dos mesmod que possa ser utili
zada em 1ugar de ¢(t), para a resoluqao nume
rica do sistema otimizado,

Conforme (2.3.13), a lei de variagao sin
gular de controle deve ser, aplicada, quandoa
fungao comutadora atingir o valor zero. V1u—
-se também que a fungao’ Hamlltonlana, H, & 1
denticamente nula ao longo da trajetoria 0t1
ma e, ainda, que dp{t)/dt = 0. As eql1agoes
pEt) = 0, dy(t)/at =0 e H = 0 formam um sis

=
tema de tres equagoes algebrlcas atres 1ncog-

nitas, tomando-se como incognitas osmult1p11
cadores de Lagrange. 0 sistema de equagoes
assim formado e homogeneo e, para que o Tmes
mo apresente solugzo nao trivial, o determ1

nante da matriz dos coeficientes deve ser nu
lo, isto e:

P-D-W
ve=v, : =¢A(t) (3.1
P-D- vA Dv

Entao, o sistema so apresentara solugao
nao trivial quando ocorrer a igualdade (3.1)
e isgo significa que apenas quando ocorrer es

- sa igualdade havera a possibilidade de se teT

y(t) = 0 e, portanto, a aplicagac do contro
le singular. Comparando-se o valor de P com
o valor de v, durante o processo de resolugao
numerica das equagoes dlferen01a1s do siste
ma, ter—-se-— &, entao, uma 1nd1cagao de quando
devera ser aplicada a lel de varlagao singu
lar de controle. Resumindo:

"- " o= * =
Se ¥, # v, aplica-se u 0 ouu L.
(3.2)
Se wA =v, - aplica~ge u* = u; (3.3

4, RESOLUCAOC NUMERICA

4.1. DEDUCAO DA SEQUENCIA GTIMA DE CONTROLE

.Para que haja movimento, em t = 0 ~ deve
ocorrer necessariamente u* =-t # 0. Entdo,
por (3.2) se Pp{0) # v(O), portanto, wA(O) #
# 0, tem-se u*(0) = U, . De uma rapida ama
lise, verifica-se que em t = Q3

B(0) ~ W(D’mo) “.1.1)
$,(0) = v, 20)

Mas, P(h) & uma parcela de carater corre
tivo da forga de tragaoc e, em t = 0, W(h,m)
tem seu valor maximo. Assim, no caso geral,
pode~se considerar P(0) < W(0,m } e, com is
g0 de (4.1.1): Vs (0) < 0, portagto nx*(O) =
= Uma . Esse valor devera ser mantido até que
a fungao comutadora auxiliar, Pps @ 2 veloci
dade, v, atinjam a igualdade. Quando isso a
contecer, conforme (3.3}, devera ser apllca
do, ao slstema, a lei da varlagao 51ncu1arde
controle. Como a aplicagac dessa lei mantém’
dyfdt = 0 e dqufdt2 = 0, a fungao comutadora
original {(t) sera mantida nula e com isso a
igualdade §, = Vv tambem sera mantida. Isso
significa que uma vez apllcado ag sistema o
cantrole sxngular, este devera permanecer 2
te que se dé o esgotamento do combustivel ou,
entao, ate que seu valor se anule, se IStO
acontecer antes do primeiro evento, pois, nao
tem sentido fisico a aplicagao do  controle
singular apds o instante em que este se anu
lou, visto ter sido constatado, em exemplos
de resolugao numérica, gque, apds esse instan
te, uf tornma-se negativo. Como a variavel de
controle, u, fﬂl definida como o negatlvo da
taxa de varlagan temporal de massa, isso 913
nificaria que a massa do foguete estaria au
mentando com o decorrer do tempo. Por outra
lado, se, apos O instante em que uf¥ se anu
lou, a aplicagao de u* = 0 for mantlda,entao
o foguete passaria a perder energia cinetica
sob a agao das forgas gravitacionais e de ar




rasto e, com o combustivel ‘restante teria no
vamente de vencer a forga gravitacional e au
mentar a velocldade, o que exc1u1rla estapos
s;b111dade, pois, pele raciocinieo intuitive
aclma, isso fugiria da solugao Stima {ver se
gao 6).

Concluyi-se, entao, que se ocorrer de u*
se anular, antes que o combustivel se esgo
te, deve-se, a partir desse instante, aplicar
novamente u* = [J Se o combustivel se es

max’ =
gotar durante a apllcagao do controle singu
lar, obviamente o proximo valor otimo a ser

tomado pela variavel de controle serd u* = Q
e, nesse caso a sequencia otima sera: { u* =

= Upay, U* = u*, u* = 0}. Se o combustivel
se esgotar durante a ap11cagao, pela segunda
vez, de u¥ = Uya.s entao a sequéncia otima
sera: {u* = Up.,, u* = u¥, u* = Uy, v*=0}
Se ocorrer que antes do termxng do combusti
vel, durante a segunda aplicagao deU* =Up
novamente ¥ = v entao, nesse instante, deve-
-se ter uma comutagio de controle de u* =
= Unays Para u¥ = u* e, se ainda agora, antes
de esgotar o combustivel, novamente u* se anu
lar outra vez, a comutagao de u* = u¥ para
u* = U .. serd aplicada e, ass1m sucessiva
mente. Genericamente a sequencia otima decon
trole &, entao, dada por:

{u* = Unays wko' u* u* = Upooy uk =

ve. u* = 0}

4.2. METODO NUMERICO

Como se comclui na segao anterior, o va
lor da varlavel de controle a ser aplicadoem
t=0¢gu*-= Upax- Esse valor deve ser subs
tituido nas eguagoes diferenciais do sistema
(2-1-1, 2, 3), a fim de se iniciar oprocesso
de resolugao numerica a partir de £ = 0, com
condlgoes iniciais v(0), h(Q), e m(O) Aequa
gao relativa a m(t), neste caso, e de solu
¢do analitica imediata. As equagoes rela;a
vas a v(t) e h(t) necessitam de integragaonu
mérica. 0 metodo que se utilizou para essafi
nalidade tem como base a chamada £drmula de
Adams (Salvadori e Baronm, 1966) e, para que
a mesma possa ser utilizada & necessario que
anteg se obtenha valores de v(t) e h(t) em
alguns pontos iniciais, o _que foi feito atra
vés de decomposigoes em series de Taylor de
v(t) e h(t), em torno de v(0) e h{0). 0 pro
cesso de resolugao se repete a cada comuﬁg
¢ao de controle, tomando-se entao como  ins
'tante inicial, agquele em  que se deu a comuta
cao de controle em questac. As 1nterpolagoe5,
necessarias durante a resolugao numérica,das
fungoes atmosfericas foram feitas atraves da
chamada formula de interpolagac de Gregory-
Newton (Salvadori e Baron, 1966).

Para maiores detalhes, sugere-se a leitu
ra da referencia Orlando (1979).

‘5. APRESENTACAO DOS RESULTADOS OBTIDOS  EM
EXEMPLO DE APLICACAO :

0 metodo foi aplicado para a resolugao
do problema de otimizagao, considerando-se um

foguete hipotetico. Obtidos os resultados pa
ra o caso otimo, foram feitos a titulo decom
paragao, calculos para a determinag&u da al
titude alcangada pelo foguete, com variagoes

do empuxo diferentes daquela deduzida como
sendo a otima.

0Os dados utilizados no experimento nuqé
rico foram os seguintes: m, = 350 kg; mg =
= 100 kg; s = 0,07 m?; Ag = 0,05 w?; Vy =

650 m/s; mpay = Umax = - 19,23 kg/s; P

= 101325 N/m?.

Admite-se a curva Cnh{M) xM abaixo, aqual
foi discretizada para valores de M espagados
de intervalos iguais a 0,02, obtendo-se wuma
tabela CD(M)x M, com a qual foi alimentada
a memoria do computador.
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Considerou-se, para a aceleragao da
vidade na superficie da Terra, o valor

= 9,81 m/sZ
valor Ry =

gra
B, =
‘e para o raio meédic da Terra, o
6,37 x 108 m.

0 grafico 2 apresenta as curvas, obtidas
a partir dos resultados computados pela apli
cagao do metodo, para a velocidade do fogue
te e para a fungao comutadora auxiliar em
fungao do tempo, como também acurva u* (t)xt.

Examinando-se este grafico, ve-se que a
partir de t = 0, com a aplicagEo de u* =Upy,
a velocidade, nula a pr1nc1p10, comega a au
mentar. Por outro lado, a fungao comutadora

auxiliar, assintotica em t = 0, diminui com
o decorrer do tempo. Esse comportamento faz
com que as duas curvas se encontrem em € =
=t _ = 7,6547 segundos. Tem—se, entao, nes
se Bonto, a igualdade ¢, (t 1) = v(t 1) =

v (t_.) e, portanto, conforme (3.3), aprlmel
ra comutagac de controle, de u* = Unaxs Para
m* = u* . Verifica-se que, a partlr dai, as
duas clirvas se sobrepoem, como ja era espera
do, uma vez que a aplicagac do contrele sin
gular mantem U (t)=0 e com isso a Lgualdade

by (t) = v (t).Note-se agora que o valor da
variavel de controle singular, u¥, diminu}
com o decorrer do tempo e, em t = t =

cl



= 14,6557 seu valor atlnge zero. Isso signi
€ica que nova comutagao de controle deve se
.dar nesse ponto, agora de u* = u; para u* =

=V .
A
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Novamente a velocidade do foguete passa
a aumentar, enquanto que 2 fungao comutadora
auxiliar diminui mais acentuadamente, fazen
do com que a partir desse ponto P, < v. Embo
ra apos algum tempo a fungao comutadora aux1
liar apresente oscilagoes, seu valor permane
ce, ainda, menor que o da veloc1dade, ate
que em t =tp = 19.7559 seg. sede oesgotamento
de combustivel. Nesse ponto, obviamente, ocoxr
re a vltima comutacao de controle de u¥ "Umax
para u* = 0. A partir dai, sob a agao das for
¢as de gravidade e arrasto, a veloc1dade pas
sa a diminuir ate que em t =ty = 55,2463 seq.,
finalmente se anula, com o que termina o me
vimento, cujo estudo e de interesse. Note-se
tambeém que a partir do imstante do esgotamen
to de combustivel, nac hia mais interesse mno
calculo de ¢A (t) e, dalenldlante, esga cur
va nao e mais representada no grafico.

0 grafico 3 apresenta a altitude de fogue-

te em fungao do tempo, tanto para asequencxa
otima de controle, como também para assequen
cias: {Upgy, 0}, {0,8 Umaxs 01, {0,6Upax,0} &
{0,3 Ugax, 0}.

No caso otimo foi atingida a alritude de
12160,60 metros, contra uma altitude - de

11079,72 metros paraa sequencia {0,6 Umast}'

sendo esta a sequenc1a que formeceu maior al
titude depois da otima, o que nos da uma d1
ferenga de 1080,88 metros.
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6. CONCLUSOES

Analisando-se os resultados obtidos em
exemplos de apllcagao, nos gquais foi conside
rado o mesmo foguete hlpotetlco com outras
quantldades de combustivel, chegou-se a con
clusan de gquando a quantldade de combustivel
£ tal que permite a comutagao de controle de
u* =Ugay para u* = u¥*, esgotando-se durante
a aplicacao de u*, dentre os casos deu = cte,
a maior altitude’e conseguida para u* = Upay
mantido até o termino do combustivel. i medi
da que se diminui o wvalor u = ete, tambem dl
minui a altitude alcangada. Isso nao con;g
ce quando se tem uma quantldade maiotr de com,
bustivel, cuja quELma permite que se tenha
outras tomutagoes de controle no caso otimo,
como se pode observar pelo grafico 3, que 2
presenta a sequencia Otima de controle:
{ux = Umax, u* = u#, u* = Umax, u# = 0\ on
de o término de combustivel se deu durante a
aplicagac de u* = Upgy pela segunda vez. No
ta—se que u = Up,, nao e mais, dentre os «ca
sos m = cte, aquele gue se faz com que seja
aringida a maior altitude. Dentre os casos
calculados, a maior altitude & agora atlngl
da para u = cte = 0,6 Upay.

Concluindo—se, para o0s casos anallsados,
quando se tem uma quantidade de combustivel
que se esgote antes que ocorra a primeira co
mutagao de u* = Up,, para u* = u; entao a
sequencia de controle otima sera, cobviamente,
{u* =Up,y, u* =0}. Se o combustlvel for au
mentado, permitindo, porem, _apenas uma Comu
tagao de controle, entao u = cte = Uoax de1
xa de ser otimo mas, dentro os casos u = cte
e o que resulta em maior altitude. Se, para
uma quantidade de combustivel ainda maior,



OCOTTET 1Ma DoVE comataggo de cnm:role, en

tap, u = octe = Upax 5¢ afasta ainda mais do
casp otimn, deixando de ser, demtre os casos
de 1 = cte, o gue formece maier altitude f£i
¥ impm:r:tm:l:te notar tambam que, embora 4
lei de wvariagao singular de controle seja da
da por mma STPTESSA0 relarivamente complexa,
Sua Tepresentacao grafica se aproxima muito
«le uma reta, o que pods s:.gm.flcar slmpllfl
.cagoes bastante cnmpensator:.as em uma p0551
vel mtilizacio pratica da orimizagao estud_a_
da.

Im aspsrto que se:t:a verificado e que tal
ver possa mudaxy 2 seqoencia aqui deduzida, co
mo sendo Dtima, e a possibilidade de, a par
. tir do imstante em que u* se anula, cont:l.nu
ar—se com 4 aplicacan de’uw* = 0. Entao, o ob
]21:1170 sera wverificar, atraves de :.ntegrat;au
numerica, a possibilidade de que as sequenclas
do tipo {u=T . ., u= ue, U= =0..., u=0}, as
quals foram, neste trabalho, exclu].das de se
Iem ot:l.mas., atraves de Taciocinio 1ntu1t1vo,
possam viT & se-10.
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