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. Resumo Lo TR

Apresentam—se resultados encontrades na literatura, cobrinde toplcos sobre
a teoria de conjuntos nebulosos, incluindo medidas entrépicas, minimizacio de
funcces de chaveamento nebuloso e aplicagdes de conjuntos nebulosos. A apresen
tacdo € uniforme, com exemplos, aplicacgbes e comentarios. Mostram-se resulta
dos obtidos pelos autores no estudo do problema de regras de decisao, coung tam
bem algumas aplicacoes. Apresenta-se também uma técnica para minimizacao de
fungoes nebulosas.

Tutorial: Fuzzy Sets and Applications. -

Abstract

In this report results found scattered in the literature are presented,
covering topics in the Theory of Fuzzy sets, including entropic measures,
fuz*y function minimization and applications of fuzzy sets. The presentation
is vaiform with examples, applications and comments, and some results obtained
by the authors in the study of decision rule 1nduct10n problems are presented
as well as some applications. A technique for fuzzy function minimization is

also presented.

1. INTRODUGAO

Na teoria de conjuntos de Cantor conside
ra-se uma colecdo ou conjunto de elementos
que podem exXemplificar conceitos, e estudam
-se entdae as operagoes validas, estabelecendo
leis que descrevem as propriedades gerais des
sas operagoes.

Sem uma 1nterpretagao semantica de conce1
tos inexatos € dificil saber queconceltos ine
xatos podem ser representados mais satlsfato
riamente que outros. Tal representacao foi ava
liada no artigo Zadeh (1963), onde ele descre
veu um certo tipo de conhecimento exato obti
do a partir de conceitos inexatos. =

Para obter uma descrigio mais precisa dos
conjuntos que s3o encontrados na vida real -
por exemplo: "o conjunto dos homens  velhos™
que ndo tém fronteiras bem definidas, Zadeh
(1965) estendeu o conceito de conjunto de uma
maneira simples e elegante, e denominou este
modelo "Conjuntos Nebulosos', Esta extensio
foi feita atribuindo um grau de pertencimentol

1
A palavra "pertencimento foi criada por um
dos autores para melhor traduzir a ideia de
"membership"” de acordo eom a Gramdtica Metodi
ea da Lingua Fortuguesa, Napoledo Mendes dz
Almeida, paragrafo 630.1, sufizo "mento”,
pdg. 397.

a cada elemento do conjunto 0 pertencimento
(ou o "grau de certeza’, como também sera cha
mado) de que um homem com 35 anos faga parte
do conjunto de "wvelhos" pode ser 0,7 por exen
plo; ou seja, diz-se que um homem com35 anos
tem grau de certeza 0,7 de ser velho. A esca
lha do grau de certeza "0,7" € arbitraria,

Desde o artigo de Zadeh (1965) muitos pro
gressos tém sido feitos no desenvolvimento da
teorla de conjuntos nebulosos e suas apllca
COES~ A mesma teoria tem sido ap11cada.amum1
tas areas da Engenharia. Tais conJuntos per
mitem modelar aspectos da comunicacdo humana
€ também tomar decisdes sob incerteza ou in
formacdo parecial. -

2. CONJUKTOS NEBULOSOS E SUAS OPERACGES

Como ja foi indicado, Zadeh (1965) carac
terizou um conJunto nebulose f(classe) A em
um conjunto ndo-vazio de pontos (objetos) X,
por uma funcio de pertencimento (caracterls
tica) Hy» que associa a cada ponto X € X um

numero real no intervalo [0,1].0valoruA(x)

representa o  grau de pertencimento de =
em A. Quando 4 € um conjunto no sentide da
teoria de Cantor, entao “A(X) pode tomar so

mente dois valores, O(zero) ou t(um). Entdo,
0 gue ira diferenciar um conjunto nebuloso de
um conjunto comum € apenas a funcdo de perten
cimento.
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Exemplo 2.1 - Conjuntos Nebulosos

0 Conjunto Nebuloso de tedas as pessecas
velhas pode ser representado por:

A= { (10; 0,2), (12; 0,3), (20; 0,4),

{25; 0,5}, (30; 0,553, (35; 0,6}

...} ; onde 10, 15, 19, Can tepresentmm.

as idades das pessoas.

Como se pode ver no Exemple 2.1 a forma
especifica da fungdo de pertencimento & im
tuitiva, ndo existinde ainda critérios esta
belecidos para a sua criacdo, apesar de exis
tirem varios trabalhos sobte o assunto (Zadeh
1975a, b e e).

Definicao 2.1 - Conjunto nebuloso vazio

Um conjunto nebuloso & vazie se, e somen
te se, a sua fun¢do de pertencimento ¢ iden
ticamente zero em Xig = {(x, By (x))}, onde

¥rek n (%) = 0.

I
Def1n1gao 2.2 - Igualdade entre dois conjun
tos nebulesos

Dois conjuntos nebulosos A e B sao
iguais, (A = B), se, e somente se, pA(x) =

uB(x) ¥xe X

Definig¢do 2.3 - Complemento

O conjunto nebuloso complemento do conjun
to nebulaso A & denotado por —A (ou as ve

(x)31,

zes A') e & definidopor: A"&{(x, My

onde:

(x) =1 = uy (x), ¥x e X.

‘Definicéo 2.4 ~ Subconjunto

Um conjunto nebuloso A esta contido ng
conjunto nebuloso B se, e somente se, ¥ x &
X,y (0 5wy (x).

Definicao 2.5 - Uniao

A uniac de dois conjuntos nebuloses A e
B com suas fungoes de pertencimento Y (x) e

Mg (x) &€ um conjunto C e € designado por C =

A U B, cuja funcdo de pertencimentec € dada
por:

Mo (x)

max [uA (x), Mg (x}] =

uy (x) v My (), ¥x ¢ X.

I
Definigao 2.6 - Intersegdo

A intersecao de dois conjuntos nebulosos
A e B com suas funcdes de pertencimento My

(x) e uB(x) € um conjunto D ¢ & escrita na

forma D = A l B, cuja funcdo de pertencimen
to & dada por:

B (x}] = My (x} A!

e (x) = min Ty (), u
Mg (x) ¥x e X. ' é

Definicdao 2.7 - Potenciacao '

A poténcia u £ R (conjunto dos  numeros
reais) de um conjunto nebuloso A 2 denotada |
por A% = AA ... A (o vezes) e € definida em
termos da fungioc de pertencimento de A pela;
seguinte relacao: i
1
i

pa (x) = [uA x)1%

A by GO, 060 L, @)

(o vezes), ¥ x € X. T

‘Se a = 2, w2 (8) = [y, (x)]?, ¥x e X (con

centracao) ou (muito A). :
8¢ oo = 0,5, uAn,s(x) = [uA x)]%%, ¥xeXx
(dilatacdo) ou (mais ou menos A}. '

Se a = 1,25, l.iA_t,zs (x) = [uA (x)]"”,’u‘xe.‘&;
(mais A). -

Se a = 0,75, w075 x) = [uA (x)]“’js,ﬁxex

(menos A}.

Definicdao 2.8 - Conjunte nebuloso normal

Um conjunto nebuloso A & normal se, e SO
mente se, sup u, () = 1; caso contrario, Aé

subnormal {sup = supremo).

Cbs.: As operacoes que seguem gao definidas
para conjuntos flnltos.

Definigdo 2.9 - Produto cartesiano

Se Aty esny An géo subconjuntos dos con !
juntos Xis +ee, Xn, respectivamente, o produ
to cartesiano de Az, ..., An, denotado  potr
Ay L0 x An, ¢ 'definide comoe um subconjunto
nebuloso de Xy ... x X e sua funcio de per

tencimento & dada por: (X1.I

uﬁlx e x—«ﬁn

s ser ¥ ) o=, () A ... huAn {x ), onde:

' Ay

(x) Au

H
A m A

Pefinicdo 2.10 - Relagaoe nebulosa

(xl) = min (uAk(Xn); UAl(x M.

Sejam K1, see, x, conjuntos nebulosos e
seja X = Xpx ... % X, entao uma relacao ne

bulosa m-dria R em X € um subconjunto nebulo
so de X. “ |
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Definicdo 2,11 - Composicdo

Sejam U, V & W conjuntos nebulososeR e §
relagoes nebulosas em UxV e vxw respect1va
mente; entio a _operagio de "composicdo" (max
min) de R e S € uma relacio nebulosa em UxW,

denotada por RoS e definida da seguinte mangi

ra:
(Ro8) (U, W} = V[S(V, W) A R(u, v)]=

v
max (min[S{v, w); R{u, v)]), onde v e V¥ s
¥(u, w) e Ux W, A fungao de pertencimento po
de ser escrita da seguinte forma:

Hpog (B W) = m;‘a’x nin [ug (v, w), vp (4, W},

o - ' N "

Exemple 2.2 - Composicdo
Sejam as relagdes R e £ dadas por matri
zes; neste caso, por exemplo,

R{u, v) S{v, w) (RoS) (u,w )
vl V2 w1 Wz Wy Wy
ur 0,3 0,8 vi 0,5 0,9 u;, |0,4 0,8
uwz |0,2 0,9) w2 [0,4 1 }Tu, l0,5 0,8

MR (uy, vi) A ug (w2, w) =0,340,5=
®in(0,3; 0,5} = 0,3

UR (uls Vz) A lls (VZg wl)

]

0,8 A 0,4 =
min(0,8; 0,4) = 0,4

v(0,3; 0,4) = 0,3 V 0,4 = max (0,3; 0,4) =
0,4 = (RoS) (ui, wi) = PRDS(ul; W)

Definigdo 2.12 - Projecdo
Seja R uma relacac nebulosa n-aria em X =
X% ... xXn; entdo, uma projecdo de R em ¥ =
X. X. % ...xX, & uma relacdo nebulosa k-~
1z 1z lk

aria Rq(xi1""" Xik) em X, que & definida

da seguinte maneira maneira:

Ry(X; 5 Xy vuey Xik) = VR (x1, .ury x)) =

Fxlx’ i, . xlk) ey

= max R(x,, —ees xn)
G A % Y € ¥ e sua fungdo de per

13 1z

tencimento € dada por:

uRq(xiy_’ Fiar ovee xik) = V”R(xl’ ""xn) =
(xi1’ X; 9 e xik) e Y

= max up(x1, «uey x )

(x- s X: 3 ssay X, ) EY
11 1z
wlk v

Definicde 2.13 - -'Extensao cilindrica:

Relagbes nebulesas distintas em Uix ... x
U, podem ter projegoes identicas em ...
1

=z U, . v © e . X

x

Dada umz relagdo R_em U, _ ... x U, ,
q 11X 1k

existe uma Unica relagio R (extensdo cilin

drica) em Uix ... x u (isto &, uma relacdo

que contém todas as outras relagoes cuja pro
jecdo sobre U iy " xU, eR )jmzconsequen
cia da Def1nlgao 2.13 a sua funcdo de perten
cimento & dada por:

g (Ug, «vus Unl) =k (uil' ceey U, )
q q

Algumas propriedades e proposigdes da ex
tensae cilindrica sdo dadas em Zadeh (1968 b)),
e Chang (1977).

2,2 - Medida de nebulosidade (entropia mnebu
losa)

A andlise da medida de nebulosidade na
teexia de conjuntes nebulosos foi feita por
De Luca e Termini (1971, 1972 a ¢ b, e 1974)
¢ Knopfmacher (1975). Seu significado, no en
tanto, é bastante diferente daquele da eantro
pia c13551ca, porque nenhum conceito probab1
listico é utilizado.

Seja I um conjunto nao-vazio e seja L um
reticulade booleano; como ja foi citado, qual

quer mapeamento Jde T para L e chamado conjun
to nebuloso £ (Goguen, 1967).

Seja £(I) a classe de todos os mapeamen
tos de I para L. E possivel introduzir uma
estrutura de reticulado de £(I) pelas opera
¢des binarias "v" e "a", assoeiando qualquer
par de conrjuntos nebulosos £, g ¢ £(I) ass
conjuntos nebuloscs fvg e f gde E(I), defi
nidos da seguinte maneira: -

(fvg) (x) = max {£(=x}, g(x)} com £ = [0,1],
(fag) (x) = min {£(x), g(x)}.

Para tedo conjunto nebuloso, £ £ £(I), De
Laca e Termini (1971) introduziram uma medi
da de "grau de mebulosidade" que serd denota
da por d{f); esta deve depender somente dos
vaiores assumidos por f em I. A medida d(f)
pode ser, por exemploe usando a funcdo de
Shannon 5 {x} = -x log,x - (1-x) logy (1-x)}
esta:

A N
d(f) = k I S(f(xh))
h=1
Definicio'Z.ih - Entropia nebulosa normaliza
da

A entropia nebulosa & chamada "entropia
nebulosa normalizada" quando, em d(f}, postu
la-se o valor de k = 1/N; entda, tem—ee en

1
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tropia ndnﬂosa notmalizada = u(£) &
g %~ Z S(f(s ). Este nome € apenas  apro
priadoh;;rque se dela tomar-se ¢ logaritmo
na base Z{dois), tem~-se:
0 ulf) sS1¥fe (1)

Algumas propriedades-adicioﬁéis‘ ; mais

detalhes podem ser vistoes
(1975).

em EKnopfmacher

2.3 = Modus Ponens nebuloso

Definicao 2.15 - Grau de certeza oo fo -

"Regras de Decisdo" sdo semelhantes  as
"regras de producdo' usados por vdrios auto
res, tais como: Shortfliffe (1973, 1975)?
Shortliffe et alli (1975), Capocelli e De:
Luca (1973), Waterman (19747, Rlcherler
(1975) e Coulon et alli(1977). O esquema ge
ral é: h

3
CONDICAO w=» DECISAQ ;

isto &, se uma situacfo satisfaz uma condil
gdo, entdo a regra designa para ela uma DECI;
820 (que pode ser valida, 1nva11da ou naoi
ter validade pratica). A idéia & paralela I
do comando "se ... entdo"” em linguagens de!
programagao, 1

0 grau de certeza € aqui deflnldccomoum'
numero do intervalo [0,1] que determina o
grau de confiabilidade (confianga) que se tem’
em uma "regra de producac" ou "regra de deci:
sao”. -

Definigao 2.16 — Grau de certeza global

Sejam X3, X2 --as x 03 graus de certe;

za das Yegras ¥i, Tz, ««s, ¥.» que tenham a

mesma decisdo; o grau de certeza global de:
T1s sesy Ty ¢ dado por:
— A o,
u(R) = 1-172, onde Z2 I logy (i-x,)%
. i=t >
Definigao. 2.17 - Modus Ponens
(nebuloso)

Composicional

Sejam P e R relagces nebulosas no conjun
to U, e Q uma relagac nebulesa no conjunto W.

0 mosus ponens composicional é definide
por Zadeh et alli (1975) da seguinte maneira:

{a) Se x & P, entdo y € Q, representado pot
(x, y) € (P' @ Q).

(b) Se x & R, entdo y € Ro (P' @ Q), onde P'
€ o complemento de P; F'é a extensdo cf
lindrica de P' em W; Q &€ a2 extensaa ci !
lindrica de Q em U; Mpag (u) =1

min {1, uP(u) + i (u) + € soma limitada,

Q

t

1
Shafer (1976) chamou a esta formula ’peso

de evidéneia®. ',

[AERYS ¥ 277u R t k]

e d g3 de 1 .;'r‘r" H

[wid  FOLR:

ou seja, 0 Ex @y s 1, ¥ %, yeE [0,11; e
Yo" € a operacdo de composigao,
Defini¢do 2.18 - Modus pomens composicional

wodificade (Silva e Souza

19823

Sejam P e R rela¢des nebulosas no conjun
to U,

0 modus ponens composicional medificado
e definido da seguinte maneira:

e Q uma relacao nebulosano conjunto W.

(a) "Sex & P, entéo kY v &€ Q", representa
' do por "(x, y) & F(k X5 Y5 )“ onde
se adm;te que P' e § _ sdo-: dados po:;

arrays ' de duag dimensoes, cujos elemen
tos 520 os valores dzs Tespectivas fun
coes de pertencimento representadas, por
s € Feoo

1] 1]

(b) "Se x é R", portantoc "y & RoF (k, xij’
L

i Yij '

|

A fungao

i .
: yk se X £ ¥y

I

F (k, x, y) = 1 x :

I = = =D_i

{ 1 se k X =y ‘

I

Cox-y)k se x > y

!
i !

A associagio de um grau de certeza a uma ]
regra nebulosa “se ... entdo" parece ser um;
passo natural. 0 efeito de "k", através do’
operador F, & modiiicar a fungao de pertenci
mento do cunjunto nebuloso que representa a
conclusdao. Isto pode ser feito associando um
grau ds certeza ao conjunto nebuloso conclu
sao, admltlndo que o grau de certeza da pre
missa € 1 (um). A modificacdo considerada tem
de ser consistente com a causada pelo opera
dor F na Tegra de decisao {(producds) necbulo
sa "se ent3c" e agir independentemente sobre !
cada valor da funcao de pertencimento P. A |
consisteéncia desejada pode ser expressa pelo
fato de se considerar um operador wmeodifica
dor g:[0,1] x ¢ -+ [0,1]. {(onde @ & medido pe
la sua funcao de pertenc1mento) tal que pa
ra qualquer K ¢ [0,1] e quaisquer relagées ne
bulesas P e Q tenha-se:

gk, F(1, x5, y;0) = Fk, x4, v ).

ii

rl k T
Yo ¥ ke [0,1]
i !
‘ I 0 ¥y, =1lek-=0,
i : i
€ consistente com a funcae F(k, %, y).

]
!
i
A funcao: g(k,=yi) =

Silva (1982) utilizou a regressio linear
€ o modus ponens medificadono problema de es
timativa de produtividade, como

!
|
l
!
!

A

componentes

de métodos de previsao de safras, usando um !

banco de regras montado a partir de seéries
historicas de produtividade

climiticas. . N

e de variaveis

-
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3. MINIMIZACAO DE FUNCOES DE CHAVEAMENTG NE
BULOSO

0s conceitos basicos para minimizacao de
funcbes de chaveamento, ou seja, a  dlgebra
da Boole e o seu relacionamento com a teoria
de circuitos de chaveamente, poderido ser en
contrados em Frederick e Peterson (1968),
Gerald (1970} e outros. ’

Serdo discutidas, nesta Secao, funcoes
de chaveamento nebulosas por meio de Algebra
nebulosa, Quem primeiro discutiu o problema
foi Chang (1977); depois, outros trabalhos
foram feitos como o de Sig e Chen (1972),
sendo os trabalhos de Kandel (1973, 1374 e
1977) os que mais se déstacaram.;. v

Definigao 3.1 — Algebra ‘Nebulosa

Uma dlgebra nebulosa & definida comwo um,
sistema algébrico :Z =<Z, +, ®, - », onde’
Z tem pelo menos dois elementos distintos e'
¥X, ¥, 2e 2 o sistema 2{ satisfaz ao SE.
guinte conjunto de axiomas:

1. Idempoténcia: X + x =X e X # X = X .

2. Comutatividade: x + y=¥% tXexX w y =
. ¥ % x.

j. Associatividade: (x * ¥) fzeax ¢ (y + z)
e(x-k:ﬂ*z:x*(y*z).i

4, Absorgao. X+ {(tryl=xexx{x«y)=

X. ;

5. Distributividade: x + (¥ * z) = (x + ¥)
' . e (x +a)
: x® {(y+tz) =xx y +
% + X ¥ Z,

6. Complementagio: Se x e Z —> 1 X ¢ Ze-

7. Identidades: (a! e+) tal que {¥x) x + e.=;

e +.X = X.
4 + '
(38! e) tal que (¥x) xreyx o

e, * X =X,

XKxyexxys=
X+73.

8. Leis de De Morgan x + y =

.

Note-se que, na algebra de Boole, tém-se
ainda: :
(¥x) (%) tal que x x x = D e x + x = 1

Serd considerada a algebra nehulosa para
o caso onde 2{ = < [0,1], +, %, - > e.onde

mn.n iworr n_u

7, i e serao interpretados como 'ma

ximo" {(max), "minimo" (min) e 'complemento™
(comp.). Nesta algebra tem-se: .,
\\
x + 9 = x x %0 = b
¥ x ¢ [0,1] - 0=0 -
Lx + 1 =1 x% 1 =x -
sbirogpa s - ') 1 wu
. R KA L T E.iﬁ )
L D CTe

—— N

Definicaep 3.2 - Formas nebulosas

Formas nebulosas, geradas por Xi, c.e,
X,» 530 definidas recursivamente como se se
gue; T ; .

(a) Os nmumeros "0" = "1" sao formas nebulo
sas. )

(b) lma varidvel x; € umz forma mebulosa,

(c) Se A & uma forma nebulesa, entio & tam
bém o e. ’

(d) Se A e B sao formas nebulasas, entdo:

A+ BeAys B também ossao,

(e) S3o formas nebulosas somente as obtidas
pela aplicacao finita de (a)a (d) acima,!

i
-Pefinicao 3.3 - Grau de perténcimento de uma‘
formz nebulosa {

0_ grau de pertencimento p{S) de uma for{
ma § € univocamente determinado pelas Seguln
tes regras:

|
1
j

1) U(S) = 0, se § = D;
2) () =1, se 5 = 1; ‘

i

3) u(s) = U(xi), se § = x;; ’ i !
) u(s) =1 - u(a), se s =% ; !
'5) u(8) = min [p(a), u(B}], se § = A 4 Bﬁ e
6) u{s) = max [u(a), u(B)], se 8 » A 4 B,

=Def‘inigao 3.4 - Clausula o . .

1

.-
Uma clausula € uma dlsJungao de up - Qu.
mais llterals, como (x1 + X2).

Def1nlgao 3. 5 - Frase

- Uma frase & uma con;uncao de um. ou mals
literais, como (xl * %2). -

S
DefInIgao 3.6 - Forma normal disjuntiva

56 S =Py + Pz + ... +P ,m3 1 e todo P
; i’
121is2m € uma frase.

]
H

i
© Uma forma S é umg forma normal dlsjunt1val
|
o
|

Definicdo 3.7 - Forma normal c¢onjuntiva

Uma forma § é.uma forma normal cdnjuntiﬁa“
se, e somente se, 5 = C; % Ca2x ... *Ck’ 2

z 1, e todo CJ 1= j £ k, € uma cldusula.

Definigdo 3.8 - Formal norms! minima

Uma forma normal disjuntiva & considerada
como uma forma de complex1dade minima se nao
houver: - . !

(1) qualquer outra forma equivalenté'que en
volva menor nimero de frases; v

(2) qualquer outra forma equivalente que "en
volyva o mesmo numero de frases, mas com
- 'menor numero total de.literais. - . .

i Aot o . B e o ot



Boole, ¥ & reduzido para yz e tem-se somente! ; : 3
um implicante primirio. Entretanto, na- dlge! ' Exemplo 3.3 - Seja F(xi, X2) = X1 + %1 X2 X2,
bra nebulosa tem-se dois implicantes prima! |, El Y X, Kz X2 = X Xz2. ‘
rios, xyz e Tyz. i X /

pressoes nebulosas.

Hoon ~w RS - . B - » 2 T g
QO SS0 N AR
e SR -
k--,’t-«.;’ .- : _,=5 - B %
A bhi P L I TR 4 - -
'Definicéo 3.9 - Implicante nebuloso ;{ X» Xp X3 = # Ry => Ry = x2 X2 X3, :
Uma frase ?j inclui outra frase ; 5e, e x1 ;{ X, Xy = yé R: => Rz = X1 Xz X3,
somente se, fj contiver todos os literais de X1 X2 X2 }é = X3 }% => R; = a4} Xz Xz,
£, e também w(f,) s u(fj). Uma frase nebulo ?{ Xz X2 K3 = A Q1 => Q1 = X2 X2 Xzs - -
sa £, € um implicante nebuloso de uma forma X1 X2 #2 X3 = F Qp => Qz = X1 Xz X3,
nebulosa F se, e somente se, J(fk) & (P} so R1 Q1 = %2 Xy X3 %2 X3 X3 = Xz X3 X3y,
bre todas as possiveis alternativas. . Rz Qz = X3 Xz X3 X1 ¥2 %3 = X1 Xy Xz X2, X,
. . . —— . PR !
Definicdo 3.10 - Implicante primérié‘ ;ébulo entao R ¥ Q = {kz ¥ X3, X1 X1 X2 X2 Xal.

so (LP.N.) - !

! . v
Um implicante nebuloso f, € um implican Teorema 3.1 (Briam, 1966). :

Uma expressao soma de produta F' = Py ~+1

te primirio nebuloso (LP.N.} se, e somente, -
p Ps + .o + Pr para a funcao F{X2, ~ X2, ssey!

se, ndo for incluido em nenhum outre impli
cante nebuloso de F. ) xn) € a soma de todos os IPNs de Flxi, Xz,)

|
(i.e. u(fj) 5 ”(fk) S p(F) <====>» k = j). ! ceas xn) se, e somente se:

[

Kandel (1973) mostrou que a forma de com' ' 1) nenhuma frase inclui qualquer outra, P. &
plexidade minima deve consistir emuma soma de’ i . L, ... J
frases representadas por implicantes primos'’ P‘ Yiej, ij,1,j5edt, 2€..., 2
(primdrios) nebulosos, a seme.hanga do ~caso!
classico (ndc-nebuleoso). =~

%
|
|
*l

+ © 2) o consenso nebuloso de quaisquer duas fra]
L ses, P, ¥ P,, ou naoc existe (P, ¥ P. =i
| -1 i’ L 3 i
3
]

Exemplo 3.1 — Comparacgao entre a dlgebra
nebulosa e a algebra de Boole

0), ou toda a frase que pertence ao con !
junto descrito por P, ¥ Pj estd incluida:
I

. : r ‘
2 R | = 1.
escrita como F = yz {x + X}, Na algebra  de’ em alguma outra no conjunto {Pk}- 1

Seja F = xyz + xyz; a funcdo F pode :ser

. -
Ji me sabe que, para minimizar fungdes Adiecionando xp xz a F(xp, xz) tem-se que,

booleanas (ndo-nebulosas), s&c aplicadas as F(xl, %2} = Xy + Xy Xz Kg + Xz Xp @ F'-Kl +

seguintes idéentidades: | X2 Xz, porque X1 Xp ¥ inclusive x3 Xav

() x +x=xexx=x (2)x &0 axex.la | Basead T a 2.1 tem-se o seguinte

=x; NV x+1=Tex0=20; G)x+xE =1t ° aseadg no -eoren = v !
;_(3) x + ; (& algoritmo (Kandel, 1873) que converte a fun,

cao de sua forma normal dlsguntlva para una

soma de IPNs,

' P

e x.%¥ = 0, 48 regras (1), (2) e (3) sao wer,
dadeiras .para a algebra mebulesa. Em geral,
nao se pode aplicar a identidade (4) para ex, .
' Algoritmo 3.1 — Gera implicanﬁés primdrios
| nebulosos

Defini¢ae 3.11 - Consenso nebuloso ou consen:
80 _interativo nebulosc Entrada: O conjunte de frases que representa
F(X1, K2y ey xn).

Sejam R e Q duas frases sobre o conjunt07

de variaveis nebulosas zj3, X wes X o 0 con . .
By R2s n = ‘S8aida: 0 conjunto de IPNs de F(x1, X2, .«s,

senso nebuloso de R e Q (R¥Q) £ definide co , X ). i
me o conjunto de frases {R,, Qi , onde R . B :
e

} =
xRy e Q= xiQ' (ou R = Ry e = xiQi) ¢ Passo | - Compara-se cada frase com todas as
x; € {x1, X2, «.:y X, 1 se frase R. Q incluia - ocutras da expressdo e remove-se
‘ ! qualquer frase que inclua qualquer‘
gutra frase. | i

conjungao xeJ para pelo menos um j, j & {1,
- |
2, «+es »}. Se o conjunto {RiQi} - vazio, Passo 2 - Adiciona-se o consenso mebuloso a.
todo par de frases da expressio,ve
rificando quais as frases ne con
senso nebulaso nao 1nc1uem qual
' quar outra.

f
Qualquer dos literais ou frases  repeti

das sao removidas do consenso nebuloso de R

diz-se que R ¥ Q =

e Q. ' . C

: ’ Do 0 processe € iterativo e termina quando,
Exemplo 3 2 - Sejam as expressoes: R = X3 X2 todas as possiveis operacgGes de consense fo,
Xz Xz € - Q= x1 K2 Xz X3 => R¥ Q= {xzx X2 - rem executadas. : {

1

X3, X3 X1 X2 X2 Xsl. . -
3y X1 ¥ X3 X2 X Lo Usando as regras da algebra nebulosa, a

fungdo mebulesa F de "n" varidveils pode ‘Serz

|IIC|1JJ_-.’,.(‘ #2111 linhg
: - e - [ -
F Larode 1T rs E " ‘\ ST
S WED Tt b B - : . v
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eserita na forma:

F(X1s X2, .- xn) = L )
kel
T R 'Hn“f

(mx;)
ieslk)

onde T e S(k) sao conjuntos indexados

da se
guinte forma; Xj = x .

j+n”

X1 4xl X2 +

Exemplo 3.4 — F'xy, X2, X3) =

X) Xz 3 + X1 X33 + X1 Xz X3 =

; Tx, + IIx. + MIx. +

i i 3 S j

; jes(1) jes(2  jes()

R T =g (nx;j)

Jes4) kel jeSk) !

onde n=3, T = {1, 2, 3, 4} e 5(1) = {1, 2,}

4}, s(2) = {1, 2, 6}, S(3) = {1, 3, 6} s(a)='
{1, 2, 3}

i

Todo implicante pode ser univocamente re,

presentado por uma llsta bindria de tamanho
2n.

Exemplo 3.5 - As frases =x; Xr X: Xa,'

XK1 X1 Xz Xz X3 & X1 X2 X3, em F(xy, %2, X3),

sdo representadas por 111100, 111110e111000,
respectivamente x; 2 X4 X2 = X5 € X3 E xg. §

Exemplo 3.6 — Aplicacdé do algoritmo

_Seja f(x3, %2, %3, Xu) = X1 X1 X2 X3  +!
X1 X1 ¥z Xu + X1 X) Xz X3 X4 e seja Ry =!
x1 ®1 Xz X3, Re = X1 X1 X2 Xy, R: = x1 Xy %2,
X3 %x4. Ry ¥ Ry = {ar, az)}, onde a1 = x; =3
¥z X3 X3 Xy € @2 = X %y Xz X4. R2 ¥ Ry =
lbl, bz}, onde by = x; ¥y Xz X3 Xy Xy & by =|
xx X1 X2 X3. i

As frases a1 e by incluem ms

frases ap '
e bz, respectivamente. '

f
Adicionando-se Ry ¥ Ry e Rz ¥ Rz a f(xl,,
X2, X3, Xy) e removendo as frases que inclueq
outra tem-se £{xi, x», x3, xk)-xl X1 Xz X
Xy xl Xz Xy + X3 X3 Hy Xy £ X) X, Xy X3 Seja
Ry = x1 %31 % X3, RS = %3 %] X2 %u, Rg = X3
X1 Xz XI“ Ry = x1 X1 %; X3, R 'i’R'? = {x3 x)
X, X3 Xs; X%; X1.%2},

A frase x; ¥X; % X3 X3 ¢ incluidana fral
se Xy X, X2. Adicionando Ry ¥ B a funcaa:
e removendo as frases que. 1nc1uem outra, tem
-se: ; o
f(x1, %2, X3, X4} = X3 X1 X2+ !
Definicdo 3.12 - Peso

'
%

- - B 3
0 peso da lista w € o numero de uns (1),
na lista de zeros (0) e uns,

Um procedimento sistematico para conse
gulr os IPNs pode ser feitoda seguxnte manel
ra:

Passo 1: Arranjam-se todas as frases em 'gru’
pos, tal que as do mesmo grupe  te
ham o mesmo peso. 0s grupos sao or
denados em uma tabela em termos de

" 1 seus pesos crescentes. Cada linhada
P R ) P SR T

[ T YW R T Y CIOR I N R P T

'Exemplo 3.7 - Seja

sinal (y). As frases representadas por (3),|
(38) e (243) sao eliminadas por (2), e a fra;
se (252) por (80}, respectivamente. Entao,j
F(x1, %2, %3, X3} = E(2) 17, 80, 192) = ¥3 +
X1 X3 * X3 Xy + x, Ty,

A definiciao de consenso nebuloso, dadai

tabela de frases consiste ma 1ista
binaria que representa a frase que
€ rotulada eom seus equivalentes de
cimais.

Passe 2: Compara-se toda lista binariado gru
po de menor pesoc com cada lista b1
naria dos grupos sucessivos; sempre
que p9551ve1 suprime-se a lista in
cluida que & comparada por-meio dec
axioma X + %j ="X. Repete-se iatw
comparando cadsz frase que ndo tenha
sido suprimida, em um grupe de peso
w, com toda frase, que nao tenha SL
do suprimida, nos grupos sucessores
de pesos w + 1 Wk 2, ... at€ quel
todas as possiveis aplicagoes do teo:
rema da inclusao tenham side esgota
das. 0 processo termina quando ne‘

nhuma ex2lusao for possivel. As fra -

ses restantes sao os implicantes ne
bulosos, que nio sao incluidos em
qualquer outra frase do conjunto,

F(xr, %2, X3 X4) =
X1 x; X2 32 X3 Xy + X3 Xz X3 x; Xy Xo + X2
X3 xa + X3 Xy + Xy Xy * XKz Xy + Xy X2 + Xa,
entdo F(X1, X2, %3, X4) = X1 X3 X3 K& X5 Xg &
K] Xz Xy Xy X7 Xg + X3y Xg Xy + X7 Xg + Xy X+
Xz Xy + K1 Xz + X9 = 2(2, 3, 17, 38, 80, 192
243, 252). : i

As listas bindrias, gque representam o3
implicantes da furgdo, sdo dadas por:
|

2 = 00000010 x7, |

3 = 00000011 X7 X8, j .
17 = 00010001 Xy Xg, ! S
38 = 00100110 x5 x¢ X9, E !
80 = 01010000 Xz Xas .
t92 = 11000000 X1 X2, HE
243 = 11110011 %) X2 X3 Xs X7 X4,
252 = 11111100 X1 X2 X3 X X5 Xs.

Usando o Algoritmo 2.1 obtém-se.a tabela
de implicantes. (Tabela 3.1). ot

As frases excluidas sao marcadas com o

anteriormente, n3o abrange todo o conjunto!
de implicantes primos nebulososde £(x;, ...,
n) mas um conjunto que consiste de todos os;

implicantes primos nebulosos essenc1als1

mais alguns implicantes primes que nao  sao
essenciais. :

1
1
§
" t
! !

\

\
\

!
: l
I i
|
| |
|
\ |
‘ l

indispensavel.
I
1

T N AR !me
N . ed

*Essenaial no sentido de zer
para a fungac f.
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TABELA 3.1

CONJUNTO DE IMPLICANTES

DECIMAL =x;y Z; X3 X4 X5 Xg. X7 Xy W
(2) 6 0 0 0 0 0 1 0 1t
(3) o ¢ 0 0 0 0 't 1t 2
(1 o0 0 1 0 o 0 .1 2
. (80) 0t 0 1t 0 0 0 0 2
(192) 1 1 6 0 0 0 o 0 2
(38) 0 0 t 00 1t 1 0 3
" (243) Tt 171t 0 0 t 1 6
(252) LSS S B S a0 s

Exemplo 3.8 - Em £(xx, X2) = x1 x2 + X1 Xa,

08 termos %1 X2 & Xy X2 Sao obv1amente im,
ambos sido es

plicantes primos de £(x;, x2);
senciais. 0 consenso, como definido orlglnal
mente, ira produzir x; Xz ¥ ¥p - X2 = Q.

Entretanto, o termo x; xi pode ser adi
cionado a £xy, x2), sem mudar a fungdo; es
te termo ndo inclui nenhum outro implicante
nehuloso de_f(xp, *2). Entao, f(xl X2) =
X)] Xz + X1 Xz + X3 X1, onde’ esta e a repre
sentagio de implicantes primps da funcio.

4. CONCLUSOES

O presente documento teve como meta des
craver resultados encontrados na llteratura
nas areas de teoria dos conjuntos nebulosos,

bem como descrever resultados obtidos pelo

autor ao aplicar o modus ponens modificade.

0 trabalhe tem tres objetivos princi

pais:
~- Dar uma wmotivacdo ao estudo de - algebra
de conjuntos nebuloscs (fuzzy sets).

~ Estimular as aplicacoes de "Fuzzy Sets"
a varias dreas de aplicacbes.

- Dar a motivacio ao estudo de minimizacdo
de funcoes onde as variaveis tomam valo
res no intervale [0,1].

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BRIAN, 5. C(Choise and Chance.
Dickenson, 1966.

CAPOCELLI, R.M.; DE LUCA, A.
deeiston theory.
23:446-473, 1973,

CHANG, R.L.P. Fuzzy Decision tree
algorithms. IEEE Transaction on Systems,
Man, and Cybernectics, SMC- SMC-7(1):28-35,
jan. 1977,

COULON, P.; AKMIN, Y.; LANEL, J.M.; MONGILS,
M. 4 laenguage to deseribe knowledge by a
network of procedures. Nancy,

Belmont

Fuzay sets and
Information and Control,

-

Universities of Paris, Centre de Recherche

in Informatique, 1977.

HOn T e et e

el |

* KNOPFMACHER, J.

DE LUCA, A.; TERMINT, §. A definition of a
nonvprobab1115t1c entropy, in the setting
of fuzzy sets theory. Information and
Control, 20:301-312, 1972b,

—— Algebraic prnperties‘of fuzzy gets.---
Journal of Mathematical Analysis and
Application, 40(3):373-386, 19 2{&.

ww— Alporithms aspects in thejg;s{ems
analysis. Seientig, 106:659-671, 1971.

Entropy of L-fuzzy sets. Information

and Contyol, 24:55-73, 1974, i

FREDERICH, J.H.; PETERSON, G.R. Introduction
to Switching Theory and Logical design..
London, John Wiley, 1%68.

GERALD, A.M. Monual of.logic cireuits. New
Jersey, Pretince Hall, 1970.

GOGUEN, J.A.L. Fuzzy sets. Journal at
hhtkematzcal Analysie and Application,
18(5):145-175, 1967.

KANDEL, A. A note on the simplification of
fuzzy switching function. Information
Setence, 13(2):91-94, 1977.

—— On minimization of fuzzy function.
IEEE Iransaction on Computer, C22(9):826
-832, sept. 1973.

== {n the minimization of incompletely
specified fuzzy functioms. Information |
and Control, 26:141-153, 1974. "

On measure of fuzzymess.
Journal at Mathemztical Analysis and 4
Application, 49(1):229-334, 1975,

RYCHERTER, M.D. The student production ..’
system. /4 study of encoding knowledge €n |
production systems. Pittsburg, Carnegle-
Mellon University, 1975. - ,

SHAFER, G.A. 4 mathematical theory of !
evidence. Princeton, NJ, Princetan !
University Press, 1976.=

SHORTLIFFE, E.H. Computer-based medical i
eonsultation MYCIN. Ph.D., Amsterdan, )
Stanford University Scholl of Medicine.
Division of Clinical Pharmacology, 1975.
(Artificial Intelligence Series, 2).

SHORTLIFFE, E.H.; STANTON, C.A.; BRUCE, C.V.;
THOMAS, C.M.; STANLEY, N.C. Ar Artificial
Intelligence program to edvize physicians
regarding antimicrobial therapy. i
Computer on Biomedical Research, 61544
560, 1973.

SHORILTFFE, E.H.; DAVIS, R,; AXLINE, 5.G.;
BUCKMAN, B.G.; GREEN, C.C.; COHEN, S.N.
Computer-based consultations in elinical
therapeutes: explanation and rule
acquigition capabilities of the MYCIN
system. Computers on Biomedical Research,
8:303-320, 1975. ;

81G, P.; CHEN, C.5. Minimization of fuzzy '
function. IEEF Transaction on Computer,
€21(1):100-102, jan. 1972, short notes.

-

YT




Eay I g . W e - SR s
:ﬁ v CCH C R PRV - ’ ’E : L LAY |
b3 e BTN T S Ty L A e e
:J (.: PR S L ).;'-11*}’&{\}‘&._!:.__“\". L S A A N A Y S
aF ' ¢ s A% FUREN ' _
SILVA, 0.0.; SOUZA, C.R. Changing the
fuzzy rule of detachment. INPE-2266~="
PRE/047, maio de 1982. - :
SILVA, 0.0. Indugéo de regras de deeisdo. = ', _ . o A
Sio José dos Campos, SP, INPE,maic ~de' | . ==~ Anilid R AR L ,
1979. (INPE--1492-RPE/Q36). S
SILVA, 0.0. Um método de estimativa de pro' : ;
dutividade agricola. Sio Jogé dos Cam: « - b i '

pos, SP, INPE, novembro de 1982, S
(INPE-2566-PRE/214). . 4 srenn

ZADEH, L.A. Fuzzy sets. Information and !
Control, 8:338-353, 19635,
o

—— Probability measure of fuzzy events.___,

' 5
i : Soneee Lddrens e i

)

I

;

|

Journal of Mathematieal Analysis and (BN E
Applications, 23(2):421-427, 1968b. ; :

The concept of a linguist variable and : |
its application to approximate reasoning
I. Information Setence, 8(3):211-249,
1975a. |

The concept of a linguist variable and |
its application to approximate reasening

I1. JInformation Seience, 8(4):307-357,
1975b. |

The concept of a linguist variable andl
its application te approximate reasoning
I1I. Information Science, 9(1):43-80,
1975¢c.

ZADEH, L3A.; FU K.S.; TANAKA, K.; SHIMURA,
M. Fuzzy sets and their Applications to
Cognitive and Decisioneg Processes.
Academic Press. New York, 1975.

|

1

i

{

i

|

|

|

WATERMAN, P.A. Adapiative production i
systems. Pittsburgh, Department of

Phychology, Carnegie Mellon University, |

1974.. ]

) I

|

!

|

|

|

|

I

|

1

S

i

|

\

!

. |
|

i

1

!

.

Sime utteapnine eslC Moo tEet hf.fi'in . __'E‘-i‘__

LRI S SRR A L e TR I ) R I T

Wk MAD RELS D TE V] . . i Lo S '

e o e

—




