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SUMARTO

Apresenta-se uma forma alternativa para a caracterizagao
de vetares, mum sentido abstrato. A conceituaggo fundamenta-ce .. prg
cesso de Cantor para a extens3do de conjuntos nmuméricos. Incluem-se, pa
ra exemplificacio, aplicagOes simples para a utilizagao em Ocrrrputdgao

e Analise NMumerica.



1 —m@

Na eleboracao de conceitos matematicos, podemse distin
guir duas correntes: a primeira recorre i intuigao e a segunda a um for
malismo mais rigoroso. A forma intuitiva fundamenta-se no processo usa
do por Cantor (Machuffe, 1940), para a criagao de conjuntos muméricos,
nmais campletos, a partir de conjuntos numéricos ja estabelecidos.O exem
pro classico deste método encontra-se na conceituagao de nimero real,ba
seando-se na impossibilidade de existir um nlmero racional p;ara repre
sentar /2. Assim originariamente (Dedekind, 1963) os nimeros reais fo
ram definidos como limites de sequéncias de nimeros racionais. A segun
da forma, de origem grega, foi empregada por Peano (Landau, 1951 e es
tobelece as entidades matemdticas a partir de um conjunto de axiomas.No

exemplo mencicnado da conceituagdo de nimero real, o metodo axiamatico

-utiliza-se de um conjunto de "regras” que constituem os cortes de

Dedekind (Rudin, 1964).

Do ponto de vista de aplicagac pode-se considerar a forma
intuiriva como a maneira direta de definigSo. O método axiomatico cons

titui, pela sua pripria natureza, um processo indireto de definigzo.

Neste trabalho, utiliza'r-se-é-'mna rec:-cn:réncia semelhante
a de Cantor. para a conceituagao de .vetores, de matrizes e de tensores,
dentro de um contexto abstrato. A definicao aqui estabelecida apresenta
a vantagem de permitir, ao pesquisador em Andlise Mumérica, a utiliza
¢3o dos espagos vetoriais abstratos camo extensao dos conhecimentos de

vetores da Fisica e da Geametria. O tratamento alternativo, pela forma



axiandtica, exige a introdugdo de espagos camo os de Hilbert, Banach e
Scbolev para o desenvolvimento dos métodos muméricos na resolugao - de

problemas, aumentando assim a camplexidade dos processos dedutivos.
Alguns exemplos de aplicagdes foram inseridos no final do
trabalho cam o intuito de dar ao leitor major familiaridade com a apro

ximacdo aqui sugerida.

2 ~ OUANTIDADES ‘CTASSIFICADAS

Historicamente, as limitacoes dos conjuntos muméricos (in
teiros, racionais, reais e camplexos) apareceram gquando se tentava ex

primir certas grandezas da Fisicz w0 a forga, a velocidade etc. Estes

tipos de grandeza requeriam, para sua total especificacdo, além de uma
parte "quantitativa® (mddulo) outra, de certa forma, "qualitativa" (di

T o=

recao e sentido) . Apareceram, assim, as primeiras quantidades classifi
cadas, cujos processos de tratamento, crmalizados pela Matemdtica, re
ceberam o name de Anadlise Vetorial.

B " Baseando-se nessa limitacBo, adotar-se-3o as seguintes de
finigoes como cojuntos numri cos "mais campletos"”.

Definigdo 1 - Entende-se por \_rétbr toda entidade oonstituida por
por duas partes, um "quantitativa", perteﬂcente a qualquer conjunto nu
mérico, e outra "qualitativa", que serd chamada propriedade, qualidade
ou classificagﬁo.i Adotar-se-a a representagaco simbdlica:

_\i.:qé - e
par_.a expressar que v & um vetor oonst-;ituido por um valor nmumérico, q, e

uma propriedade identificadora, &.



' ‘Defim‘:g'-'éo 2 ~ Dencmina-se versor o vetor cuja quantidade & unitd
ria para determinada propriedade. Ultilizar-se-3 a representacdo sinbd
lica: '

e=1 e
‘Definicio 3 -~ Denomina-se vetor nulo © vetor cuja quantidade g 2
nula para determinada propriedade. Representa-se esse vetor simbolica
mente por:

0=028&

O conceito de vetor, assim estsbelecido, & bastante  am
plo, englobando tambem quantidades classificadas , como por exemplo:
v =10 lapis,
idt_e"nt..n.:iﬂcado pela quantidade 10 e pei.o "qua}ificativo" lapis. Se a "qua
lidadc" fosse dezena de 18pis escrever-se-—ia: ‘
v = 1 dezena de 13pis,

sendc, neste caso, versor da qualiiiade dezena de lapis.

No caso em que a propriedade especifica uma orientagao(di

recdic ¢ sentido) o vetor, assim definido, pode representar um grandeza

fisica.

Fu temmos de teoria de conjuntos, a definicao aqui adota
da pode ser interpretada camo a grandeza que representa nurericamente o

‘moontetido” de elementos do conjunto especificado pela propriedade é.

A extensao do conceito estabelecido de vetor & imediata,

resultando, assim, mais duas definigOes.

¥



Definicdo 4 - Denomina-se matriz toda entidade constituida  por
‘uma quantidade e duas propriedades. Uma matriz escreve-se como:
2-q3,3,

Definicao 5 - Entende-se por tensor toda entidade constituida por

ua quantidade e trés ou mais propriedades. Pode-se usar a notagao:

thoa 96 % & %

A distingao aqui adotada & puramente formal, pois & pos
sIvel considerarem-se vetores e matrizes camo casos particulares de ten
sores, Neste tipo de abordagem, o tensor & considerado camo qualquer en

tidade uniclassificada ou multiclassificada.
A definicio, aqui proposta, apresenta uma intima ~emelhan
‘ca com a geragado de matrizes e de tensores por meio de diddicas e polia

dicas (Friedman, 1966; Mathews and Walker, 1970}.

3 - CPERACAO COM VETCRES - ADTGAC E PRODUIO POR ESCATAR

No Iestabelecimento das operagoes que envolvem vetores, -d_e_
ve-se novemente invocar a relacio entre eles e a teoria de cc;njxm:_os. As
sim, dados dois vetores
Vi=v18& e vy =v; &
cam propriedades distintas, a unifo resultante sera dada pela composi
gaos

v=wv) él U vy éz.

Quando dois vetores sao de mesma espécie (a propriedade



dos dois & a mesma), a unido deles transforma-se - mma adigdo. Note-
se que composicao & diferente de adicao. Sejam

vi=vi & e wy Tw &

esses vetores. A sam, v, deles serh expressa por:

v=v) +tw = (v; +w) &

Este Gltimo resultado permite definir o produto por esca
lar atraves da relagao:

v=av, ={(avi &

Dentro do contexto apresentado, a regra do paralelogramo
constitul uma regra para composicao de vetores, considerado © carfter
geamétrico, nao sendo uma forma.de adigao de vetores. Outro exemplo da
ooirposicao de vetores é:

v = 10 bananas U2 laranjas = 12 frutas

que mostra a flexibilidade do conceito estabelecido.

As regras de composigao sO tém sentido quando os vetores
530, de mesma nat.u':r:eza, embora de diferentes espécies. Diz-se yne esses
vetores s30 hanogéneos. Todos os exemplos acima envolvem camposigao de
vetores hamogéneos. Quando os vetores sao de natureza diferente (hetero
géneos) , por exemplo, um vetor ceamétrico e o vetor 10 bananas, o vetor
composto funciona como dois vetores isolados. Nestes casos, nao se esta

belecem regras-de oomposicao, enbora exista o vetor composto.

Quando o produto por escalar & definido podem-se usar in
distintamente as notagbes v =v& ou v =V e. Esta {iltima notagac &€ a

mais popular em Andlise Vetorial.



Essas operagles estendem-se também analogamente para ma

trizes e tenscres.

4 - OOMPONENTE DE WM VETOR SEGUNDO UMA PROPRIEDACE

Seja V; um conjunto de elementos com a propriedade &, cu
jo contelido & medido pelo vetor v, = vy &;, e seja &, una propriedade
considerada. Dencmine-se V{ a intersecgéio do conjunto Vi com o universo
E,, da propriedade &;. A medida do oconteldo dessa intersecgio, vi =

v] &, sera chamada camponente de v, sequndo &;.

Camo exemplo considere-se o vetor vy = 2 bicicletas & se
ja &, = roda. A interseccao do vetor dado cam o wniverso do coniunto de

rodas contém 4 elementos. Assim, v} = 4 rodas.

Um exemplo geamétrico permitird estabelecer a ligagao en
tre a conceituacdo aqui proposta e a ja estabelecida na Geometria. Seia
vy un vetor definido por um segmento de reta AB, orientado de A para B.
Seja &, uma direcdo e um sentido dados. Q conjunto de pontos Vi serad da
do pelas interseccdo de todas retas paralelas a €,, que cortam o segmen
to AB. A Figura 4.1 ilustra essa configuracdo geométrica. Do triangulo
ABC dessa figura resulta imediatamente v] = v; cos 6. A ocamponente de
vy sequndo & € v] = v, cos & &, resultado este que coincide com o da
Geametria. Na determinagao do camprimento AC pode-se considerar que a
reta r, deslocou-se para baixo e nela foram marcados todos os  pontos

b
de intersecgdo cam o segmento AB até ser atingida a posigao da reta r,-



.——ﬁfﬁz

Fig. 4.1 - Representagao geometrica do processo para a detenniné

cao da projegac de um vetor sobre outro.



Em analogia com esse Gtimo exemplo, a relagdo vi /v; @
por vezes denominada coseno diretor e & basicamente uma medida da influ
éncia quantitativa da propriedade. Dessa forma, do ponto de vista opera
cional, tanto a parte "quantitativa", como a “qﬁalitativa" participam

ativamente.
Quando v} = 0 diz-se que os vetores v; e ¥y sa0  Ortogo
nais, mantendo-se ainda, cam no Gltimo paragrafo, a nomenclatura usada

na Geometria.

5 - PRODUIO ESCALAR OU CONTRACAD

Sejam vy, =V €; e y;;_ =y, & dois vetores cuja Unica
propriedade camum! entre eles & &. Cornsiderem—se v = vié e v) = vié
oomo as respectivas componentes dos vetores segundo e. Define-se caw
produto escalar de v, por vp, Vi vy , cuja notagao &

< Vi, Vg3 » = ViV

Dessa definicdo a propriedade da comutatividade decorre imediatamente.

No caso particular em que & = &, tem-se:

<V V2> =ViVp

A extensdo do produto escalar para vetores conpostos €
uma consequéncia imediata da definigao. Assim, se v =U vy éi e u =usg,
v=7 u

onde & & a propriedade comm dos vetores, o produto escalar sera dado

1
A existéncia de propriedades camns a dois vetores nac requer a mlti

.classificacio. Assim 10 frutas & um vetor que pode possuir a proprieda
de "laranjas" e comum com outro vetor 8 "frutas citricas".



g
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=ujvi

y_J!_ = v:'[é as campcnentes de v, éi sequndo &.

g

A adogdo desse conceito para entidades multiqualificadas
(matrizes e tensores) requer certo cuidado, uma vez que s gquantidades
de mesma espécie sdo envolvidas no produto. Para exemplificar conside
rem-se as duas matrizes compostas:

V=UUv & b =Uv b

= 3idi i3 3733

~yuq & ad =Ugd
ki ki 1 % k "k k

(JLe

o groauto matricial (ou contracgao) das propriedades éi ecreve-se oamo:

-

=U U< v, > b. & .
3k ——J'-q-k jdk

11w

Pode-se notar cue, especificadas as propriedades — corres '
pondentes 1 cada quantidade, o produto matricial reduz-se a un produto
escalar. Essa notacdo evita os cuidados especiais que devem ser tamados

ca respeito & ordem de execugdo do produto P = y g como soma de ' produ

tos de linhas por colunas (Gantmacher, 1959). Este ponto serd retomado

cportunamente.

A redugdo do produto matricial a um produto escalar ja &
conhecida do tratamento de matrizes representadas por diddicas. A inclu
sdo das propriedades pode entao ser considerada como passo sequinte no

sentido de generalizagio do conceito.
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6 = VETORES QUE CONTEM INFINITAS COMPONENTES

Na Secao B'mstrou-se ocomo dois vetore;s sao cambinados pa
ra produzir um vetor camposto. A cambinagac de infinitos vetores permi
te que fungoes continuas, ou cam descontinuidade de primeira espécie,de
finidas mum intervalo (a,b), possam ser tratadas cam Os recursos da Ané
lise Vetorial. Seja f(x) uma func3o que satisfaz essas condigoes. Consi
derando-se cada posicao x do intervalo (a,b) camo uma propriedade dis
tinta, %, e cada versor x ortogonal a todos os demais do mesmo interva
lo, pode-se construir o vetor composto:
v=Uf x) x xe (ab)

x
O vetor, assim definico, sb tem significado no sentido de

distribuicGes (Lighthill, 1964) e ¢ versor X & representado por:

. A
X = [G(t—x)dti
= |3 |

onde & (t-x) @ a fungao delta de Dirac.

0 produto escalar para os vetores assim constituldos é

calculado por (Friedman, 1966; Mathews, and Walker, 1970):

b .
<y_1,v_2>=J f, ) £, (®) dx
a

Este resultado estd relacionado com a forma de camposigao

(Secao 3) associada a este tipo de vetores.
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9 = FORMA ESTRUTURAL PARA VETORES E MATRIZES

Para simplificar a notagao de vetores, pode-se eliminar a
explicitacio da propriedade, estando subentendido G o Indice da quanti
dade estd em corresponddncia biunivoca com a propriedade e ele  corres
pondente, que consta de uma lista ordenada. Esta forma apresenta ©  in

conveniente de requerer regras rigidas para sua implementacao.

Originélmente , 0s vetores e matrizes eram escritos em for
mas estruturais camw: linhas e colunas para vetores e formas retangula
res para matrizes. Nestas estruturas, a ordem convencionada era orienta
da da esquerda para a direita e de cima para baixo. Isto implicava uma
grande dependéncia posicional, requerendo operagbes adicionais, como a
ntransposicio, para coérencia da convengao adotada. Assim, © prcduto
escalar que deveria ser executado seguindo essa oriéntacdo  toarnava-se

neo comutativo. O esquema abaixo ilustra este fato.

>) m = [—* (4004)

(

-

Para consisténcia da camutatividade do produto escalar das
parcelas com a posigao invertida fazia-se ent3o necessdria uma prévia
transposigao. Assim, para coeréncia, definia-se o produto escalar pela
maltiplicacio de um vetor na forma de linha por um vetor na forma de co

I!_una.

Outra forma possivel para a omiss3o das propriedades é
convencionar, camo na RAnalise Tenmsorial, que a contracao & execuytada sO

bre o indice camm. Utilizando-se o mesmo exemplo da Segdo 5, escrever-
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se-ia com esta convegao:
pjk=<zj’9k>=lz_vjiqki

onde p,; & o elemento genérico da matriz P

Deve-se enfatizar que se os Indices carregam a informagao
scbre a propriedade, i.e., k =ky, ..., kn ao invés‘ de k=1, ...,n, inte
ressam apenas as naturezas i e k por exemplo, sendo indiferente a ordem
i k ou k i. Infelizmente, ndo se pode manter esta flexibilidade na imple
mentacdo em computadores. Neste caso, deve ser respeitada a ordem ik

ou k i dependendo da forma camo foram armazenados ¢s valores st

8 - ESPECOS VETORIATS ABSTRATOS

Qualquer colecao de propriedades distintas &;, ..., én o]
de ser considerada como um conjunto. Associando-se a essas proprieda
des quantidades pertencentes a um conjunto numérico cbtém-se — vetores
com a forma genérica:
v=Uqé. |

i ii
Fazerdo-se agora oS q assumirem todés os valores possiveis do conjunto
mmérico resultard uma colecao (finita ou infinita) de vetores, cujo

conjunto & chamado espago vetorial abstrato.

O mimerg n de propriedades & chamado dimensac do espago.

Quando n —> », diz-se que o espago & infinito.



Denauina-se base do espago vetorial qualquer conjunto -~ de
vetores que satisfagam, as condigoes:
a) Qualquer vetor do donjunto possui pelo menos uma propriedade  dis
tinta das propriedades de todos os cutros vetores do conjunto.
b) 0O oonjunto de vetores possui todas as propriedades distintas, as

quais caracterizam o espago vetorial.

Algumas consequéncias importantes resultam dessa concei
tuagéio: ‘
a) As caracteristicas do espago vetorial dependem essencialmente das
caracteristicas do conjunto_numérico a ele associado.

b) Somente sdo definidas operagres que resultem num vetor pertencente

ao espago vetorial.

9 - DEFINICEO AXTOMATICA DE ESPACC VETORIAL

A definicao axicmdtica (% wen and Wané, 1976) de espagos
vetoriais requer a existéncia de 3 elementos para a sua constituigao.Es
ses elementos sao: _

a) um grupo abeliano aditivo V;
b) um campo F; -

c) uma fungdo f: F XV —> V, chamada multiplicagcao por escalar.

A multiplicagdo por escalar deve satisfazer as relagGes:
£la,f (b,v)) =£(ab,v)
flatb,u) =f(a,u) + £(b,w)

fw(a,g+z) = f{a,u) + £(a,v}
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f(l,v) =v
para todo a,beF e todo u,veV. O vetor & entdo definido camo um elemen

to do espago vetorial.

Via de regra o grupo aditivo abeliano & constiuido pelo
campo F associado & operacdo adicdo. Com esta ressalva a definigdo axi
andtica implica necessiriamente que as propriedades do espago vetorial

sejam ditadas pelas cavacteristicas do campo F.

Camarando-se as duas definicoes vé-se que a adotada nes
te trabalho & mais flexivel, pois nao exige que © conjunto numérico as

sociado forme necessariamente um cangl.

Restriﬁgind&se 3 generaiidade da definigao ;ie espacc  ve
tox:ial, proposta neste trabalho, pela exigéncia de que a quantidade per
tenga a um campo F e que as operagoes adigao e produto por escalar  se
jam sempre possiveis, recuperamr-se as ceracteristicas da definigao axio

matica.

A definicdo tradicional tamb@m ndo permite a utilizagdo
de vetores heterogéneos por nao coﬁstitui_rem um grupo abeliano aditivo.
Considerando—-se apenas vetores honogél;leOS, a formulagac axiomatica en
gléba a composigdo e a adigio de vetores numa finica forma que constitul
a "regra de adicao" (denominada mais apropriadamente. "regra de composi

cao", neste trabalho).



10 = APLICACCES

A mais simples das aplicacdes em computacao estd certamen
te no controle de estoque para finmascomerciais. Tamando-se cada merca
doria camo a quantidade cbtém-se vetores v,, associados a cada espécie
diferente do estoque. Denaminando-se W, o vetor correspondente a verda
e u; o vetor correspondente a conpra da i-&sima mercadoria, a atualiza
cBo do estoque serd feita para cada item pela relagao:

(v.) atualizado =v, +u, — W,
—i - =i -

Outras aplicagdes semelhantes podem ser enccntrédas na
utilizagao da linguagaﬁ PL/I, cano por exemplo em Pollack and Sterling',
(1969). & importante cbservar ane para utilizagao como controle de esto
que, censo demografico ete., o conjuiito mumérico associado pode ser ©
dos numeros inteiros que obviamente nao constituem um campo. Em geral,
tamb@m sb a operacac adicao € utilizada nessas aplicagoes e os vetores

canpostos sao hetercgéneos.

En Andlise Numrica, a aplicacio principal, do material
aqui exposto, encontra-se na teoria das aproximagGes. Assim, & possivel
provar que fungdes, como polindmios, podem ser integradas, difereuci_q

das etc., "exatamente" por métodos numéricos (Zamlutti, 1981):

Outra aplicagao, mais simples, consiste no estabelecimen
to do critério para avaliacio da qualidade de uma aproximagzo, g(x), pa
ra a fungdo, f(x), dentro de um intervalo (a,b}, considerado o efeito

do conjunto de erros. Chamando-se r(x} a diferenca individualizada:



rix) = gx - fx, =xelab)
e considerando-se w(x) camo medida da inportincia relativa dessa diferen

¢a, uma avaliacao do conjunto de erros sera dada por:
E [g('xﬂ"= <yr x) X, !T.gw(x) x>

0 critério de utilizar a funcio g(x) que minimiza E [g(x)]
& oconhecido camo “"critério dos residuos ponderados" (Connor and Brebbia,
1978). Quando w{x)=r (x), esse critério & conhecido camo critério dos mi

nimos quadrados, utilizado no ajuste de curvas,
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