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RESUMO

No presente trabalho analisa-se o problema da ablagao unidimen-
sional em meios compostos por miltiplas camadas. E empregada uma tecnica
de elementos finitos que vsa uma formulagao Streamiline Upwind/Petrov-Galerkin
(SU/PG) com uma malha mével que se adapla a posigio da fronteira mével em
cada instante de tempo. A formulagiao SU/PG é usada para evitar as oscilagoes
causadas por derivadas de primeira ordem na equagao de energia. Sao resolvidos
problemas de ablagao com fluxos de calor que dependem do fempo e um exemplo
tipico de aplicacao aeroespacial de protegoes térmicas. Sao feitas comparagoes
com resultados de diferengas finitas recentemente obtidos através de uma técnica
de volumes de¢ controle com diferenciacao exponencial. A técnica da transfor-
mada integral generalizada (TTIG) é usada como uma solugao alternativa para
o problema da ablacao em meios de milfiplas camadas e para validar os resulta-
dos obtidos pelo método de elementos finidos. Os autovalores necessdrios para a
solugdo via TTIG s2o determinados simnltaneamente com as temperaturas trans-
formadas pcla redefinigio das equagoes iranscendentais associadas em equagoes
diferenciais ordindrias.



SOLUTION OF A ONFE-DIMENSIONAL ABLATION MODEL,

ABSTRACT

This work deals with ablation in multilayered one-dimensional me-
dia. A finite element technique using a Streamline Upwind/Petrov-Galerkin
(SU/PQG) formulation is employed with a moving mesh which adapts itsell 1o
the moving boundary at each time step. The SU/PG formulation is used to avoid
oscillations caused by first order derivatives in the energy equation. Ablation prob-
lems with time-dependent heat fluxes and a typical example in acrospace thermal
protection applications are solved. Critical comparisons are made with finite dif-
ferences results recently obtained through the control volume approach with ex-
ponential differencing. The generalized integral transform technique {GITT) is
used as an alternative solution fo ablation in multilayered media and fo validate
the results obtained ‘by the finite element method. The eigenvalues needed in
the GITT solution are determined simultaneously with the transformed tempera-
tures by rewritting the associated transcedental equations into ordinary differential
equations,
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A transferéncia de calor em regime transienie em um solido envol-
vendo a presenga de fronteiras mdveis, representa uma classe de problemas de
grande importancia tecnolégica. Exermplos de aplicagoes incluem a formagao de
ligas eutéticas, a fusdo de gélo e a conservagio de alimentos, entre outras. Na
arca cspacial, dentro desta classe de problemas, desiaca-se a ablacio que ocorre
emn vefculos espaciais de reentrada atmosférica e na tubeira de foguetes. Este
tipo de problema é nao -linear e envolve uma fronteira mdvel cuja localizagio é
normalmwente desconhecida “a priori®.

Entre os sistemas de protecao térmica para altas temperaturas os
mais eficientes sdo os ablativos, que mostraram ser uma solucio pratica, frequente-
mente indispensdvel para muitos dos problemas de reentrada de voos espaciais
tripulados ou ndo-tripulados. Os sistemas de protegao térmica por ablacio foram
empregados nos programas Apollo, Viking, X-15, Titan, PRIME, entre outros. No
caso de veiculos de reentrada, o escudo térmico chega a representar entre 20% a
30% do peso total do médulo de reentrada, motivando o estudo de novos sistemas
de protegao térmica.

O presente trabalho tem como objetivb formular e resolver problemas
unidimensionais de ablagio em uma placa plana composta por miltiplas camadas
e com temperatura prescrita na superficie.

No Capftulo 2 é feita uma revisio bibliogrdfica sobre os fendmencs
[isicus envolvidos na ablagao e a classificacao de certos materiais conforme as suas
respostas em ambientes de alta temperatura. Sao feitos comentarios sobre algumas
aproximagdces ¢ consideragoes no projeto de sistemas ablativos.

No Capitulo 3 é apreseniada a formulacso geral dos problemas que
scrao resolvidos nos Capitalos 4 e 5, juntamente com as hipdteses assumidas.

No Capftulo 4 é usado 0 método de elementos finitos para resolver
problemas de ablagdo em meios de mitltiplas camadas e com o fluxo de calor inci-
denle na superficic que depende do tempo. O método de elementos finitos foi usa-
do em conjunto com uma Gécnica SU/PG. (streamline upwind/ Petrov-Galerkin),
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particularmente apropriada para a resolugao de problemas de transporte difusivo-
convectivo, com forte preponderincia dos efeitos de convecgao . No fim do capitulo
830 Jeitos testes de convergéncia para algumas discretizagbes espaciais, e alguns
passos de integracao no tempo. Os resultados apresentados sao o fluxo de calor
rejeitado pelo processo de ablagao na superficie e os perfis de temperatura em al-
guns jnstantes de tempo. Sao feitas comparagdes com os resultados apresentados
na literatura e nota-se em um problema a divergéncia entre os resultados obtidos
por clementos finitos e os obtidos por diferengas finitas.

No Capitulo 5 aplica-se a técnica da transformada integral genera-
lizada (TTIG) 2 andlise de problemas unidimensionais de ablagic em meios de
miiltiplas camadas basecando-se em recentes avangos conseguidos em problemas
de ablagao em uma unica regido. A TTIG é usada para resolver um problema
apresentado no Capitulo 4, validar os resultados obtidos com elementos finitos e
explicar a divergéncia destes com os encontrados na literatura com diferengas fini-
tas. Testa-sc a convergéncia da solugao hibrida numérico-analitica para diferentes
ordens de truncamento dos desenvolvimentos em série.

No Capitulo 6 830 tiradas conclusdes e feitas sujestces sobre possiveis
desenvolvimentos que podem ser feitos como extensoes do presente trabalho.
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CAPITULO 2

REVISAQ BIBLIOGRAFICA

O desenvolvimento de sistemas de protegao térmica para altas tem-
peraturas ganhou uma grande motivagao com o progresso nos campos da ex-
ploragao espacial, em aplicagoes que envolvem o uso de veiculos de reentrada
atmosiérica e em sistemas propulsivos de foguetes. A necessidade de protegoes
especiais tornou-se ébvia quando protecoes térimicas convencionais mostraram-se
incapazes de absorver cargas térmicas em meios sujeitos a altas femperaturas.

O projeto de uma profecao térmica para altas temperaturas é um
procedimento complexo que envolve a interacao entre muitas areas técnicas. Em-
bora o principal resultado dos cdlculos seja a espessura necessiria do escudo
térmico, parimetros adicionais (gradientes de temperatura, perfis de temperatara
na face posterior, e 3 perda de massa com o tempo) 820 necessarios para outros
especialistas envolvidos no projeto.

O projeto de um veicnlo de reentrada esta associado com a integri-
dade do conjunto escudo térmico e estrutura. Num veiculo de reentrada o objetivo
do escudo térmico ¢ manter a estrutura numa temperatura compat(vel com a sua
capacidade em condigoes de operacao. Por outro lado, as tensdes na estrutura
devem ser compatfveis com as tensées admissfveis no escudo térmico para garantir
que n3o sejam induzidas falhas. Além disso, estando o escudo térmico e a es-
trutura sujeitos a grandes variagoes de temperatura durante a reentrada, tensdes
induzidas térmicamente podem causar falbas no escudo térmico ou mesmo falhas
estruturais sem considerar-se as tensoes indugidas por cargas externas.

Fin muites projetos é comum que o escudo térmico seja colado a
estrutura por intermédio de um adesivo rigido resistente a altas temperaturas.
Para um projeto de um escudo térmico deste tipo, é necessirio considerar-se as
seguintes possibilidades de falhas:

a) fatha devido aos gradientes de temperatura no escudo térmico;

b) falba no escudo térmico devido a incompatibilidades férmicas entre a
estrutura e o escudo térmico a2 medida em que a estrutura é aquecida;



4

c) falhas no escudo térmico devido as altas tensoes na estrutura relafivas s
cargas concentradas;

d) fathas na cola entre a estrutura e o escudo térmico devido a incompatibi-
lidades térmicas;

e) falhas no escudo térmico ou na estrutura devido a numa combinagio entre
cargas térmicas indugidas e cargas aplicadas.

Um dos fatores mais importantes em um projeto dessa natureza é
o grau de acoplamento enfre a expansao térmica do escudo térmico e a expansio
térmica da estrutura como uma fungzo da temperatura quando uma cola rigida ¢
utilizada. Se uma cola flexivel é usada, o problema de compatibilidade de tensdes
é reduzido e a exigéncia de uma compatibilidade entre as expansoes térmicas é
muito menor. Eatretanto, a disponibilidade de colas flexiveis em largas faixas de
temperalura é extremamente limitada. Pode-se concluir daf que a temperatura
méxima de resisténcia da cola é um dos principais vinculos de projeto.

Algumas consideracoes devem ser feitas no projeto de um vefculo de
reentrada atmosférica. Deve-se considerar os niveis de temperatura admissiveis
e o8 gradientes térmicos durante os periodos nos quais ocorre um aquecimento
aerodinamico significativo. Virias possibilidades de ugo de sistemas de protecio
térmica devem ser analisadas, assim como a compatibilidade com a estrutura e
com a cola, se for usada.

O sistema de protegio térmica é constituide por um escudo térmico
on por um dispositivo respansivel pela remogao de calor agindo segundo um
principio de dissipagio de calor. Os calculos térmicos ¢ dindmicos necessirios
seguem um ndmero de aspectos importantes que podem ser resumidos a seguir:

1) Andlise de trajetéria.
2) Célculo do campo de escoamento nao viscoso (ondas de choque).

3) Cdlculos de camada limite.

4) lnteragoes entre a superficie do-veiculo e a camada limite.
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5) Resposta no interior do escudo térmico.

O cdleunlo completo da resposta térmica transiente do veiculo durante
um determinado periodo de tempo, envolveria o cilculo acoplado de tedas as cinco
fases, onde cada fase forneceria as condigoes de contorno que dependem do tempo
para as fases adjacentes. As fases 3 e 4 nao possuem solugdes gerais, devendo ser
modeladas para resolver problemas especificos. Scmando-se a isto, nao existem
cédigos computacionais que facam o acoplamento entre as fases 3, 4 e 5. Existem
cédigos que acoplam as fases 4 e 5, mas estdo limitados a solucio unidimensional
para a resposta térmica no interior do material.

O acoplamento das cinco fases para formar um tnico cédigo com-
putacional ndo é vidvel. O cdédigo ndo poderia ser generalizado e levaria a um
grande custo computacional. Uma alternativa para superar estas dificuldades é
buscar uma solugao mais detalhada para uma ou duas fases, e solugoes aproxi-
madas para ag outras fases. O cédigo computacional resultante incluiria os impor-
tantes efeilos de acoplamento e daria uma solugao detalhada em pelo menos uma
fase do problema total.

Os sistemas de protecio térmica sdo convenientemente classificados
como absortivos ou radiativos, dependendo do principio bdsico utilizado para dis-
sipar a energia térmica incidente. Os sistemas absortivos sio classificados em
samidouros de calor, sistemas de refrigeracdo por transpiragao ou por filme, abla-
tivos e convectivos. Qutras possibilidades bésicas de sistemas de protegio térmica
530 08 materiais isolantes e o8 sistemas internos de refrigeragio convectiva.

O sistema de proteciao térmica por radiagio é um meio seguro para
uma larga faixa de condigoes de operagdo. O sistema é normalmente passivo e
nao envolve perdas significativas de massa. Os painéis radiativos sao eeparados
da parte protegida termicamente por meio de algum tipo de isolante (no caso do
Space Shuttle ntiliza-se cerdmica como isolante térmico) e podem ser aperfeicoados
com o uso de um sistema ativo de refrigeragao. Os sistemas radiativos foram o
principal meio de protecao térmica para o avido X-15 e para dreas submetidas a
um baixo fiuxo de calor em quase todos os veiculos espaciais tripulados. As suas
principais vantagens sao a simplicidade e a possibilidade de reutilizagao (muito
importante nos atuais vefculos espaciais). O princfpio de operagio é a rejeigio
de calor por radiagao utilizando-se para isso uma camada de material com alta
- emissividade $érmica e com a menor espessura possivel.
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Apesar de uma boa resposta para a quantidade {ota) de calor inci-
dente, os sistemas radiativos estao limitados a uma taxa maxima admissivel de
aquecimento (devido ao limite imposto pela temperatura de operagao ).

Entre os sistemas os mais eficientes estao os ablativos. Os sistemas
ablativos mostraram-se uma solu¢do prética, frequentemente indispensivel, para
muitos dos problemas de reentrada de voos espaciais tripulados e nao -tripulados.

Durante a década de 50 os programas de desenvolvimento de misseis
balisticos levaram a um grande progresso no campo da ablacao. Nessa época
comegaram a ser desenvolvidos nos Estados Unidos o8 misseis de médio alcance
Thor e Jupiter. O Exército desenvolvia um sistema de protecdo térmica por
ablagao para o missil Jupifer, enquanto a Forga Aérea mantinha o sumidouro
de calor para o Thor.

Em agosto de 1957, o missil Jupiter entrou com sucesso na atmos-
fera depois de percorrer 2.000 kin, levando uma carta do General Medaris para o
presidente Eisenhower, informando ter sido este o primeiro objeto recuperado do
espago. Com o sucesso obtido, a protegao térmica por ablagao foi definitivamente
aceita como o sistema mais eficiente em aplicagoes de reentrada. Houve entao uma
mudanca nos planos da Forca Aérea e um programa passou a ser desenvolvido em
conjunto com a General Eletric e a Avco. As duas empresas desenvolveram sis-
temas de protegao térmica por ablagao para o veiculo de reentrada RVX-1 usando
materiais diferentes. O primeiro protétipo a ser langado foi o desenvolvido pela
Avco que reentrou com sucesso em abril de 1959 depois de percorrer 8,060 km.
Posteriormente o protétipo da G.E. também obteve sucesso. O protétipo da Aveo
usava fibras de sflica contra as fortes fibras de vidro wsadas no RVX-1da G.E.. As
fibras de silica mantiveram-ee juntas ¢ sofreram um menor desgaste, como havia
sido previsto,

A protegao térmica por ablagao difundiu-se rapidamente passando
a ser empregada em diversos tipos de veiculos espaciais, tendo side utilizada nos
programas Apollo, Gemini, Viking, X-15, Titan, PRIME, entre outros.

Duranie a década de 70 foram feitos estudos com o objetivo de viabi-
lizar 0 uso de naves espaciais reutilizéveis. Em (1) s80 apresentados os resultados
de nm projeto de protegio térmica para o Space Shutle, baszando-se no uso de
~ isolantes de supeficie reutilizéveis (ISR). Nesta nova concepgi+ de um sistema de
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protecao térmica, uma camada de material ablativo é ligada mecanicamente a
uma camada de isolante térmico fixa 4 estrutura do veiculo. Fste procedimento
tem a finalidade de preparar o Space Shuttle para uma nova missio dentro de um
curto intervalo de tempo, permitindo ainda um maior controle de impurezas, o
que n3o poderia ser conseguido caso a camada de material ablativo fosse colada
diretamente 2 estrutura. Nos sistemas com ISR o material ablativo € colado 2 uma
placa ligada mecanicamente ao isolamento térmico do vefculo.

Em (1) sio mostrados os critérios de projeto utilizados tais como:
fatores de seguranga {entre 1,15 e 1,5); temperatuora da cola (533 K) e temperaturas
méiximas da estrutura (311 K no infcio da reentrada e 450 K no final). Também é
feita uma estimativa de custo que, para uma dada configuragio, considerando-se
os custos operacionaig e de produgio do material ablativo e penalizando-se o peso
da protecao térmica, resultou em 1,17 milhoes de dolares por voo.

Embora o Space Shultle represente um avanco significativo na reuti-
lizagdo de sistemas, para futuras aplicagOes serd necessdrio anmentar a eficiéncia
e a durabilidade de estruturas, de forma a viabilizar o uso comercial de v6os es-
paciais de reentrada. O aumento da durabilidade poderd ser conseguido com o
uso de superficies metilicas e com estruturas cada vez mais resistentes a altas
temperaturas.

Estudos feitos sobre 2s futuras necessidades de véos espaciais iden-
tificaram trés configuracoes bésicas para futures sistemas de transporte espacial:

1) Lancamento horizontal e aterrisagem horizontal.

O veiculo deve ter asas relativamente grandes para suportar o seu
peso com o tanque cheio de combustivel. Isto resulta numa baixa intensidade de
aquecimento e numa trajetdria de reentrada de longa duracio que permite o uso de
superficies metdlicas. As superficies metélicas acomodam carges térmicas totais

relativamente altas irradiando parte do calor incidente, mas nao podem suporiar
temperaturas extremamente altas.

2] Langamenio vertical e aterrisagem horizontal.

O veiculo deve suportar um aguecimento relaztivamente alto devido
a trajetdria de curta duragio, o que leva a0 uso de-materiais resistentes a altas
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temperaturas na superficie, como o8 cerimicos (utilizados nos Space Skultles), que
protegem a estrutura do veiculo.

3) Langamento vertical e aterrisagem vertical.

O veiculo descreve uma trajetdria balistica ou semi-balistica e, por-
t{anio, vai experimentar um aquecimento mais intenso e de menor duragao. As
altas temperaturas atingidas ultrapassam os limites admissiveis dos materiais co-
nhecidos e estes devem ser utilizados em conjunto com algum tipo de sistema de

refrigeragao.

A ablagao é definida em (2) e (3) como um “processo autoregulével
de transferéncia de calor e massa, provocado por processos termoquimicos e mecé-
nicos onde a energia térmica incidente é removida com o sacrificio de material®.
Apesar de uma definigao simples nio se deve considerar o problema da ablagio
solnente como a remogio de massa fora do contexto do problema global, que
envolve a resposta do material, o8 mecanismos pelo qual o calor é absorvido ou
rejeitado, os fendmenos que ocorrem na camada limite, e o balango de massa e de
energia na superficie. Devido & complexidade do problema, ndo se pode fazer &
recomendacio definitiva de férmulas, equactes e solugbes para os vérios regimes
de transferéncia de calor e massa encontrados na ablag3o.

Ha trés aproximagbes comumente empregadas para a solugao do
problema da ablagio, sendo dadas a seguir:

1} Técnicas baseadas no calor de ablagio.

Sao técnicas empiricas cuja maior vantagem € a economia de tempo.
Essas técnicas dependem de dados obtidos em determinadas condigies de teste,
¢ nao devem ser extrapoladas para situactes muito diferentes, devido aos acopla-
mentos altamente n3o -lineares que existem entre os fendmenos simultineos que
ocorrem entre a camada limite ¢ a superficie da protecao érmica.

2) Coeficientes acoplados de transferéncia de calor e massa.
Os produtos da dissociacio do ar reagem instantzneamente com os

produtos da ablagio numa regio confinada 3 superficie {quando se sup3e veloci-
.dade infinita de reagdo).- Quando ndo h4 interagio entre as espécies gasvsas da
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camada limite com os produtos da ablacio entao assume-se que a dissociagao e a
recombinacao de gases na camada limite estao em equilibrio. Quando é possivel
assumir-se qne o nimero de Lewis é unitirio, as equagoes de energia e de concen-
tracio de espécies ficam desacopladas, resultando num coeficiente de transferéncia
de calor por convecgdo completamente independente da transferéncia de massa e
das reagoes quimicas.

A anilise da ablagao no escudo térmico faz uso da solugao numérica
transiente da equagao diferencial parabdlica de transferéncia de calor (4-5). Em
problemas de ablagdo com carbonizagio, alguns termos devem ser adicionados para
modelar a transferéncia de energia por depolimerizagdo e pirélise, a transferéncia
de energia por deposic3o na camada carbonizada, e finalmente a transferéncia de
calor por radiacao devido 3 transparéncia da camada carbonizada. O processo real
¢ altamente dependente da pressao e dos gradientes de pressio , mas foi admitido
em algumas solugees que os equilibrics {érmico e quimico possam ser mantidos
entre a camada porosa e os gases de pirdlise que passam.

Neste tipo de aproximacao é possfvel 0 uso de solugSes mistas (ana-
liticas e numeéricas).

3) Modelos tedricos gerais.

Considera-se agora que as reagdes quimicas ocorram numa veloci-
dade finita através da camada limite. Considera-se também que ocorram transpi-
racio para os efeitos de sopramento de massa (6-7), camadas limites cinzas, mu-
danga de fase e degradagio mecinica da superficie (8), e n3o -equilibrio qufmico
enire o8 gases de pirdlise e a camada porosa.

Ao contrério das ontras apraximagoes onde a generalizagac do pro-
blema permite solugbes de engenharia, as opgoes dadas pelo modelo tedrico geral
sao usualmente escolhidas para manter um compromisso entre a complexidade e
a realidade. Quanto mais completo for o modelo utilizado, mais préxima a simu-
lagio se encontrard dos fendmenos fisicos que ocorrem na realidade; no entanto,
maior serd o tempo computacional necessdrio. Uma representacao esquemdtica
dos fendmenos fisicos envolvidos durante a reentrada de um veiculo espacial na
atmosfera pode ser vista na Figura 2.1.
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Fig. 2.1 - Representagio dos fendmenos fisicos envolvidos durante a reentrada de

um veiculo espacial.
FONTE: (9), p. 7.

Uma das abordagens mais completas para formular os fenémenos
fisicos envolvidos é apresentada em (9). Em (10) é apresentado um trabalho recente
que simula um fluxo hipersénico considerando o nao -equilibrio térmico e quimico.
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A necessidade de minimizar o peso frequenfemente leva a escolha de
materiais que sofrem reagoes internas endotérmicas, levando a formagao de uma
camada carbonizada quando aquecidos e cuja superficie passa por um processo de
mudanga de fase devido & exposigdao ao escoamento hipersonico. A absorgio de
energia, juntamente com a redugdo do coeficiente de transferéncia de calor, resul-
tado da injegao dos produtos de degradacao e de mudanca de fase da superficie
dentro da camada limite, mostrou ser um sistema de protecao térmica extrema-
mente eficiente. A representagio da ablacio de um material carbonizivel pode ser
vista na Figura 2.2.

§alpA DE (;ASLS
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Fig. 2.2 - Esguema da ablagao de um material carbonizavel.
FONTE: (5), p. 2.

E necessério para um projeto eficiente, ter uma descricio mateméti-
ca precisa dos complexos fendmenos de transferéncia de calor e massa que ocorrem
dentro do material que sofre ablacao e um método numérico eficiente para realizar
os cdlculos que se baseiam no modelo matematico. (s fenémenos de ablagio
530 mais frequentemente encontrados em situagles onde os seus paradmetros sao
fungees nao -lineares do tempo. Além diseo, o fato do escudo térmico ter uma
espessura finita faz com que os calculos devam ser feitcs considerando-se o regime
transiente.

Embora a solugzo do problema transiente possa garantir um certo
grau de seguranga; para testar combinagtes de fendmenos fisicos com materiais
diferentes é mais adequada uma solugio em regime permanente. Frequentemente,
em fases preliminares de projetos onde muitas das informagoes geradas nao s3o usa-
das 1o projeto final, os custos compuiacionais associados com a anélise transjente
. nao se justificam. Este tipo de anédlise também pode ser utilizada em vefculos espa-
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ciais que reentram na atmosfera a partir de nma determinada érbita e se mantém
numa altitude constante com desaceleragoes minimas. Quando o fluxo de calor
é menor que 850 &W /m? a velecidzde de desgaste da superficie para alguns ma-
teriais (11) é da ordem de 0,026 mm/s podendo ser desprezada em certos casos.
Em relacio i capacidade de isolamento do material, a formagao da camada car-
honizada e a influéncia da pirdlise sobre as propriedades do material podem nao ser
consideradas. Isto se deve ao fato de que, embora haja o blogueio da transferéncia
de calor convectiva peles gases de pirdlise, a condulividade térmica da camada
carbonizada é maior. Baseando-se no que foi exposto acima pode-se utilizar um
modelo simples de ablagdo em regime permanente para jazer estimativas rapidas
antes de um projeto. |

Os problemas apresentados em um projeto de um sistema de prote-
¢ao térmica por ablagao para o sistema propulsor de um foguete s2o similares acs
apresentados para um veiculo espacial de reentrada. A principal diferenga entre
o fluxo de calor incidente para as duas situagoes pode ser vista considerando-se a

equagao de fluxo convectivo
q" = h(Te - Tw) (21)

onde T, é a temperatura dos gases fora da camada limite, T, é a temperatura dos
gases na parede e A € o coeficiente de transferénciz de calor.

Para um vefculo espacial de reentrada, o valor maximo do coeficiente
de transferéncia de calor é da ordem de 630W/m2K enquanto T, é aproximada-
mente 11.300 K. Na tubeira de foguetes, entretanto, o valor de A é da ordem
de 3.150 W /m?K enquanto T, é aproximadamente 3.300 K. Pode-se notar entio,
que pouco pode ser feito para diminuir ¢” para as condighes de reentrada através
do aumento da resisténcia do material a altas temperaturas, enquanto que para
a tubeira de foguetes uma temperatura de parede suficientemente alta pode ser
responsavel por uma grande redugao do fluxo convectivo. Esta é a razao pela
qual materiais que resistem a altas temperaturas sao mais eficientes em aplicagoes
em sistemas propulsivos mesmo quando consideradas as suas altas condutividades
térmicas. Este também é o motivo pejo qual o conhecimento da {emperatura de
ablagdo é fundamental e porque € desejivel que sejam ztingidas allas temperaturas
na parede.
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Ja em aplicagdes de reentrada, outros tipos de materiais sio utiliza-
dos. Neste caso procura-se tirar proveito dos beneficios que sio conseguidos pela
transpiragao dos gases resultantes do processo de ablagao. Os gases serao respon-
sdveis pelo bloqueio parcial do aquecimento aerodindmico convectivo, diminuindo
assim o valor de 2. Devido ao grande valor de T, — T, uma pequena reducio do
valor de h pode causar uma grande redugao do fluxo convectivo.

Foi mostrado em (12-14) que, para taxas moderadas de transferéncia
de massa, a eficiéncia da transferéncia de massa para bloquear o agquecimento
aerodindmico é aproximadamente uma fun¢ao linear da entalpia do escoamento
fora da camada limite. Entretanto, é mostrado em (14) e (15) que essa aproxima-
¢do pode levar a 8érios erros se a superficie for exposta a um fluxo de calor por
radiagio, tal como aqueles experimentados por veiculos espaciais que reentram em
velocidades parabolicas e hiperbélicas.

Em (4) s3o consideradas as teorias de ablagdo e de transpiracio na
equacao que faz o acoplamento entre os fendmenos de superficie e a transferéncia
de calor tramsiente no interior do escudo térmico. Utiliza-se uma fungao de segando
grau como aproximagao da eficiéncia da transpiragao em bloguear o fluxo de calor
convectivo (teoria da transpiragao). Em (6) e em (11) 820 apresentados modelos
para o cilculo do coeficiente de transferéncia de calor considerando-se o blogueio

-que os produtos de ablagao exercem sobre o fluxo convectivo para escoamentos
laminares e turbulentos.

Os mecanismos de ablagdo conhecidos como sublimagdo, fusdo efou
vaporizagao, sao representados por reagoes de mudanga de fase da superficie com
absorcao de energia. A sublimacao e a vaporizagao estao geralmente associadas
com as reagoes quimicas enfre os componentes da camada limite, os gases de
pirdlise e o material que sofre mudanga de fase. Consequentemente o calor de
mudanga de fase frequentemente é inclufdo nas entalpias de formacio dos com-
ponentes da fase condensada da camada carbonizada. As reagdes de mudanga de
fase efetivamente diminuem as entalpias de reacoes quimicas.

O mecanismo de ablagio conhecido como erosdo mecinica inclui a
remogao da camada liquida (formada pela fusio do material), a fragmentacio
mecanica ¢ o cisalhamento mecinico da superilcie. A fragmentagio de materiais
carbonizdveis pade ser causada pelas pressoes internas dos gases que atravessam
a camada carbonizada. . As tensoes podem fazer.com que parte da camada car-
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bonizada se separe do material ainda nao carbonizado. A ablagio por cisalhbamentio
mecanico é caracterizada por pequenas particulas slidas da camada carbonizada
que deixam a superficie devido a forgas de cisalbamento superficial. Os dois pro-
cessos 830 intensificadus pela incidéncia de pequenas particulas sélidas como cos-
tuma ocorrer na tubeira de foguetes. A ablagio por cisalhamento mecinico estd
normalmente associada com condi¢Ges de operacao mais severas e com camadas
carbonizadas pouco espessas.

A ablagao com formagao de uma camada liquida pode ser consi-
derada um processo intermedidrio entre a ablagao somente com transferéncia de
massa (como o que foi exposto acima) e o processo mais complexo que envolve a
decomposicao no interior do material. Este caso deve ser considerado quando a
camada liquida formada pela fusao do material que sofre ablagio ndo é removida
imediatamente da superficie ou nao se vaporiza totalmente na interface liquido-gis
para o caso de materiais com alta viscosidade.

Os casos em que ocorrem fusao e evaporacao combinadas de mate-
riais v(treos, onde a camada liquida escoa sobre a superficie do corpo e evapora,
necessitam de modelos mais complexos. Solugoes exatas para o problema tran-
siente considerando-se velocidades arbitrérias e gradientes de temperatura na ca-
mada lquida sio dadas em (16). £ importante considerar-se a distribuigio de
temperaturas na camada lquida devido & grande influéncia da temperatura sobre
a viscosidade. Uma representagio do fendmeno da ablagao com fusio da superficie
é feita na Figura 2.3.
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Fig. 2.3 - Esquema do fendmeno da ablagao com fusao da superficie.
FONTE: (17}, p. 7.

A eficiéncia de sistemas ablativos esta particularmente associada ao
desempenho des m: eriais utilizados. Considerando-se que a maioria das aplica-
¢oes necessitam de materiais especializados e que cada ambiente interage distin-
tamente com o material ablativo, pode-se concluir que cada teoria de ablagao é
ampliada pelo desenvolvimento de novos materiais.

Fmbora nao haja materiais que posseam uma aceilagao geral, estes
podem ser normalmente classificados em quatro clasees principais com base em
estudos feitos de materiais ablativos. Esta classificaggo abrange os:

a) plasticos carbonizdveis, monolfticos on reforcados pelo uso de materiais
orgénicos, nylon ou materiais inorginicos (quartzo, grafites, metais);

b) termoplésticos, como Teflon, que sublimam passando diretamente para a
fase gasosa;

c) éxidos refratdrios como o quartzo, que fundem e escoam sob a influéncia
do cisalhamento causado pela agao de gases quando expostos a ambientes
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de alta entalpia e alto fluxo de calor;

d) materiais cermicos refratirios como o grafite, que sofrem ablagio devido
aos processos de oxidacao e de sublimacao e s3o afetados pela transferéncia
de massa e por reaghes heterogéneas que ocorrem na superficie.

Os plasticos carbonizaveis normalmente consistem de uma resina re-
forcada por fibras organicas ou refratirias em proporgoes e orientagdes variadas.
Algumas das resinas apropriadas para uso em escudos férmicos si0 as resinas
fendlicas, aquelas compostas por silicone ou melamina. Reforgos apropriados in-
cluern nylon, vidro, Refrasil (uma forma de sflica}, sflica, carbono e grafite.

O desempenho destes materiais varia significativamente com o tempo
e com o aquecimento. Quando as taxas de aquecimento sao muito baixas, como as
que ocorrem no inicio da reentrada, a energia transferida para o material simples-
mente aumenta a sua temperatura, isto é, o material funciona come um sumidouro
de calor. Quando as taxas de aquecimento 830 elevadas, a temperatura na su-
perficie do pléstico continna a aumentar até o momento em qne o pléstico comega
a se decompor numa velocidade significativa (para muitos pidsticos, decomposicoes
significativas ocorrem aproximadamente a 530 K).

Para plésticos reforcados por nylon, a decomposigao e a pirélise dao
origem 3 formaczo de uma mistura complexa de espécies gasosas de alto e baixo
peso molecular, como metano, etileno, acetileno, e hidrogénio, formando uma ca-
mada carbonizada porosa ndo homogénea, através da qual os gases passam até
atingirem a superficie externa do matenal. Estas espécies gasosas, produgidas
durante a pirdlise, reagem quimicamenie com o oxigénio presente na camada li-
mite nas formas atémica e molecular, e dependendo da quantidade de gas reativo
presente, uma quantidade de oxigénio pode difundir até a superficie e passar por
reagoes heterogéneas com a camada carbonizada.

A camada carbonizada, um material allamente refratirio, pode suv-
portar temperaturas muifo altas na superficie, irradiando assim nma grande parte
do calor incidente de volta para o ambiente. Além disso, os gases que atraves-
sam esta camada quente s3o decompostos nos seus menores pesos moleculares e
maiores volumes. Esies gases, como consequéncia, fornam a camada limite mais
‘espessa, reduzindo assim a transferéncia de calor por conveccio para a superficie.
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Para materiais reforgados com materiais inorginicos como o Refrasil
fendlico, o processo de ablagao inclul uma fase adicional. Ha a formagao de uma
camada fina do material de reforgo na superficie da camada carbonizada. Depois
disso, produtos da pirdlise difundem através desta camada e ocorre a vaporizagao
parcial da camada liquefeita de material de reforgo. Para reforgos refratdrios como
o carbono ou o grafite fendlico, a ablagio da superficie é controlada basicamente
pelas reagoes do reforgo e dos residuos da camada carbonizada com as espés. <8 da
camada limite,

Os materiais termopldsticos 83o aqueles como o Teflon, nylon, celu-
lose, Celcon, e Delrin, que sio mondmeres quimicos (n3o bi formagio de residues
sdlidos de carbono como resultado de sua degradagio térmica). O desemperho
destes materiais é principalmente uma fungao dos pesos molectlares dos seus pro-
dutos gasosos de decomposicio (efeito de transferéncia de massa) e de suas energias
de decomposicio, isto é, 3 mudanca da fase sflida para a gasosa. A temperatura
de mudanca de fase é normalmente menor que 1.100 K, de modo que eles sao fre-
guentemente definidos como “materiais ablativos de baixa temperatura®. Devido
3 maior eficiéncia da adicio de massa em escoamentos lamninares comparada com a
adic3o de massa em escoamentos turbulentos eles sao proprios para serem usados
e ambientes onde o escoamento é laminar.

Os éxidos refratdrios s2o caracterizados por materiais como o quart-
go, na {orma opaca ou transparente. A condutividade térmica do quarizo é alfa
e na forma transparente permite a passagem de energia radiativa da onda de
choque e do quartzo j4 aquecido na superficie, para o guartzo ainda nio aguecido
no interior da estrutura. Os fendmenos envolvidos sao a liquefagdo, o escoamento
(sob forcas cisalhantes suficientemente altas), e a vaporizagio de acordo com as
condigoes locais de temperatura e pressio do gas ¢ da temperatura da camada
liquefeita.

O material mais significativo da classe de materiais cerimicos re-
fratdrios é o carbono na forma de (1} grafite comercial ou pirolitico; (2} camadas
carbonizadas com alto conteddo de carbono. A dltima, resultado da decomposigio
de materiais que formam uma camada carbonizada como carbono/grafite fendlico,
ou podendo ocorrer sob condigoes de baixa tensio de cisalhamento junto i su-
perficie causada pelo escoameuto aerodinimico. A predigio do desempenbo do
carbono (na forma de grafite) foi feita para camadas limites laminares e turbulen-

-tas para temperaturas até 5.250 K" A oxidag3o de carbono ocorre em dois regimes-
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bdsicos, 0s regimes controlados pela taxa de reac2o e pela difusao. A taxa de
oxidagao nestes regimes depende da temperatura da superficie, da reatividade do
fipo de grafite ntilizado e dos processos de difusio nos gases da camada limite.

Para temperaturas muito altas na superficie devem ser feitas con-
sideragcOes nio apenas para as reagoes quimicas homogéneas ¢ helerogéneas que
ocorrem entre o oxigénio presente na camada limite e o carbono, mas também para
o pitrogeénio. Neste regime que ocorre em temperaturas muito altas, a sublimacao
do grafite é o mecanismo de perda de massa. O limite para a aplicagio da tearia
da camada limite convencional é determinado na temperatura mixima em que a
taxa de sublimagio do grafite comega a induzir gradientes de pressio normais i
interface gas-solido.

O exame de dados experimentais indicam que no regime controlado
por faxas de reacao, o processo de oxidacio segue uma lei de variagdo que pode
ser escrita como uma expressao de Arrhenius (4 e 18).

No regime controlado por difuszo costomam ser empregados seis
componentes para a modelagem do gis, inclnindo CO e CO4, mais as quatro
espécies principais encontradas no ar dissociado em altas temperaturas (isto é, O,
O3z, N, N3). No regime de sublimagio, trés espécies adicionais (C, C3 e CN) sio
inclufdas, levando a nove o mimero total de espéeies quimicas. A transferéncia de
massa é independente da entalpia de estagnagao, nias varia inversamente com a
raiz quadrada do raio do nariz do vefculo e varia diretamente com a raiz quadrada
da pressio de estagnaczo. Os prodatos da ablagao neste regime sao CQO4 nas
temperaturas mais baixas e CO nas temperaturas mais altas,

A determinagio precisa do campo de escoamento nao viscoso que
envolve o veiculo é necessiria para dar as condigoes de contorno para o cdlculo
do aquecimento convectivo. Fm formas simples como esferas, cunhas e cones, as
condigbes de contorno para a camada limite podem ser obtidas em (19) (gés ideal)

e (20) (gis real).

Um dos principais métodos para calcular as taxas de aquecimento
em um vefculo baseia-se na aproximac¢iao da entalpia de referéncia de Eckert. A
variagao de entalpia através da camada limite faz com que o problema seja decidir
em qual temperatura ou entalpia serao avaliadas as propriedades do gds. Se-
gundo Eckert (21) a {ransferéncia de calor pode ser calculada puma camada limite
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compressive| usando as relagoes de fluxo incompressivel se todas as propriedades
dependentes da temperatura forem avaliadas numa dada condigzo (entalpia de re-
feréncia). A entalpia de referéncia é uma média ponderada da enfalpia local, a
entalpia na parede, e nma entalpia de recuperacio.

Na literatura podem ser encontradas referéncias (22-24) que descre-
vem mejos rapidos para estimar a transferéncia de calor em configuragoes simples
de vefculos.

Um fator relevante que ocorre na ablagio é a mudanga da forma da
superficie de um corpo com simetria axial. A medida em que ocorre um desgaste
na superficie, h4 uma diminui¢ao da irea, e consequentemente, uma alteragio das
taxas de aquecimento e distribui¢do de pressio. Este problema é resolvido em (18)
e (25) para materiais anisotrépicos e corpos com simetria axial.

Se a curvatura ao longo do corpo nao for muito acentuada e desde
que a taxa de aquecimento nzo esteja sujeita a gradientes muito elevados ao longo
da curvatura, o problema podera ser aproximado pelo uso de um modelo uni-
dimensional de ablagao. Em (26} é feita uma comparagao entre uma solucio
unidimensional e uma solugio bidimensional para o mesmo problema de ablagao.

Durante as décadas de 60 ¢ 70 alguns cédigos commputacionais foram
desenvolvidos com o objetivo de calcular a resposta no interior dos escudos térmicos
e gue serviriam de ferramenta para o projeto de veiculos espaciais de reentrada
quando acoplados com as solugtes de camada limite e com as reagbes quimicas
na superficie. O cddigo mais conhecido dessa época é o programa CMA cuja des-
crigdo (5) é apresentada no segundo de uma série de seis trabathos publicados
simultaneamente em junho de 1968. O objetivo do programa CMA ¢ calcular as
taxas de desgaste e os perfis de temperatura de materiais ablativos carbonizdveis,
podendo ser acoplado com outros dois codigos descritos nz mesma sequéncia de
trabalhos. No programa CMA as equagOes unidimensionais de transferéncia de
calor gao resolvidas usando o método de diferengas finitas, com a origem do sis-
tema de coordenadas fixa ao primeiro n6 da malha computacional, que acompanha
o desgaste da superficie através da eliminacao sucessiva dos dltimos nés. Para mo-
delar a carbonizagao do material ablativo assume-se que o material se decompde
formando uma camada porosa de material carbonizado (de menor densidade ¢
com maior condutividade térmica) e gases que vao atravessar a camada porosa.

- Considera-se que 08 gases.qne passam pela camada porosa estejain na mesma tem-
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peratura desta, sendo responsaveis pela adigao de um termo convectivo na equagio
de transferéncia de calor. Outro termo convectivo surge devido a0 movimento do
sistema de coordenadas.

Outra solugdo para a transferéncia de calor no interior de um escudo
térmico carbonizével pode ser encontrada em (4), onde a pirélise ocorre numa
temperatura fixa, o que faz com que o problema tenha duas fronteiras méveis.
Para o movimento da superficie sdo adotados alguns modelos de oxidagao. O
problema é resolvido utilizando-se 0 método de diferencas finitas com uma malha
computacional que se adapta aocs contornos moveis em cada instanie de tempo
mantendo um nimero fixo de nos.

Em (27) é resolvido um problema de ablagio com carbonizagio
utilizando-se um procedimento semelhante ao empregado em (4) para adaptar a
malha computacional as fronteiras moveis. No interior do material ocorre pirdlise
numa determinada temperatura, como € feito em (4), e na superficie ocorre su-
blimagao também numa temperatura fixa. Para a solucao € usado o método de
elementos finitos, que volta a ser utilizado em (28) para resolver o problema de
ablagio em corpos com simetria axial. -

Uma solugio mais recente é apresentada em (29), onde a eliminagio
de nds é feita de uma forma semelhante a0 que & feito em (5). £ utilizado o método
de diferengas finitas com um esquema de diferenciagio exponencial para ponderar
o8 termos convectivos a montante do escoamento.

No presente trabalho é desenvolvido nm cédigo computacional para
a solu¢io de problemas de transferéncia de calor unidimensionais transientes com
ablagdo sem carbonizagio em uma placa plana. O cédigo permite o cdlculo da
faxa de desgaste e dos perfis de temperatura no interior de um escudo térmico
que pode ser constituido por miltiplas camadas, onde considera-se que apenas a
primeira camada sofra ablagao. A Jormulagio do problema, que é resolvido nos
Capitulos 4 e 5, & apresentada no Capituio 3 juntamente com as consideragoes e
as hipoteses assumidas.

Neste trabalho utiliza-se o método de elementos finitos com uma
técnica do tipo Petrov-Galerkin desenvolvida em (30), particularmente apropria-
da para a resolucao de problemas de {ransporie difusivo-convectivo, com forte
preponderincia dos efeitos de convecgao. O uso de elemenios finitos tem como
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objetivo criar um codigo computacional com uma estrutura adeguada para ex-
pansoes futuras, podendo ser modificado para resolver preblemas mais complexos
e para ser acoplado a outros cédigos. O uso da técnica de Petrov-Galerkin tem
como objetivo eliminar as oscilagGes causadas pelos termos convectivos (muito in-
fluentes quando hd carbonizagio ), sendo neste trabalho cansados pelo movimento
da malha (semelhante ao que ocorre em (27)).

No Capltulo 5 desenvolve-se uma solucao alternativa & solucdo por
elementos finitos. Utiliza-se a $écnica da fransformada iniegral generalizada para
resolver problemas de ablagio em meios de miiltiplas camadas. E resolvido um
problema de aplicagao aeroespacial, onde os autovalores necessirios para a solugao
530 determinados simultaneamente com as temperaturas iransformadas pela re-
definicao das equagOes transcendentais associadas em equagoes diferenciais or-
dindrias, Pela solugao do sistema acoplade resultante de equagdes diferenciais
ordindrias torna-se desnecessdria a solugao . 18 equacoes transcedentais para o
cilculo dos autovalores. '
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CAPITULO 3

FORMULACAO

Algumas hip6teses devem ser feitas para a formulagao do problema
de abla¢ao que é resolvido nos Capitulos 4 e 5. Neste trabalho resolve-se o problema
unidimensional de ablagio em uma placa plana composta por » camadas, onde
apenas a primeira sofre ablacao. Um meio composto por n camadas é representado
na Figura 3.1, juntamente com o sistema de coordenadas utilizado.

T Te Tkag | - T T,

ol N| X2| *ka| Xk| Xka| *nzl Xna| Xn X

- "'\\_’_A—-""’_\\-—/.——._/ -, hf

Pig. 3.1 - Meio composto por a camadas.

Assume-se como condigoes de contorno que a ablagao ocorra numa
temperatura fixa (temperatura de ablagao, Tgs) € que a Gltima camada da placa
esieja isolada termicamente. Antes que Tjp seja atingida ocorre condugao de
calor na placa, tendo como condigio de contorno o fluxo de calor especificado
- na superficie. O fluxo de calor que incide na superficie nao é uma condigio de
contorno do problema de ablagao, e serd utilizado para o cileulo do movimento
da fronteira mével. O fluxo de calor serd considerado um parimetro de entrada,
resultade dos cdlculos de camada limite durante a reentrada e sendo, portanto,
dependente do tempo. |
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Considera-se que as n camadas estao em perfeito contato térmico e
que todos os coeficientes sao constantes.

3.1 - PERfODO DE CONDUCAQ

Antes de comegar a ocorrer ablagao, a placa, imicialmente a uma
temperafura Ty, passa por uma pericdo onde ocorre apenzs condugao de calor.
As equagoes de condugao de calor em cada camada sio dadas a seguir

3Tk [x, t)
ot

9°Ty (=, t)
az?

= kg Tr—1 <z < 2, k=1,2,---n,

t>0 (31

com as condicGes iniciais, de contorno e de interface dadas, respectivamente, por

T;(x: 0) = TO: Ti—i( .g Z S Tk, k= 1’ 2:' ty B (3’2)
0T, (25,1
kn% =0, t>0 (3.3)
ks ﬂ(z“—’t) =t t>0  (3.4)
dT‘(zk, ) _—'kk k+l(zLi _ 1 2 (n ] (>0 (3 5)
oz H™7 e '
Tg(ﬂ:k,t) =Tl:+l(zk)t)’ k= 1:2b"'1(n"_])! t>0 (3‘6)

3.2 - PERIODO DE ABLACAO

Considera-se que a ablagao comega em ¢ = g, quando a condigao de
contorno na superficie, £ = zp, deixa de ser de segundo tipo passando a ser de
primeiro tipo (temperatura especificada), As equagses de transferéncia de calor
‘para as n camadas passam a ser escritas como

3Tk( ] aﬁTk[z, t)

at 32 Zk-1 < T < g, k=12---n,

Ct>h (3.7)
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com as condighes iniciais, de contorno e de interface dadas, respectivamente, por

Te(z,t0) = Ti(z, to), Th1L2<zx, k=12,--n (3.8)
aTn(zn; t) ‘

kg =0, i>ty  (39)

T\ (8(!], f] = Tab, : t>1 (3.10)

0T (25, 8) _ b, T 11 (2, 1)

k=g BT k=12 (-1, £ 6 (311)

Ti(zx, ) = Tep1(2zk, 8), k=12-.-(n~1), £> 1 (3.12)

Em t = £, comeca a haver o desgaste da superficie como resultado da
acao do mecanismo de ablagzo considerade. O fluxe de calor que é conduzido para
dentro das camadas € ignal ao fluxo de calor incidente menos o fluxo de calor que
¢ absorvido pelo processo de ablagao. A velocidade da fronteira mével é calculada
a partir do balanco de energia na superficie, sendo dada pela seguinte equacao

ds[t) 5T1 (a(t), t)
oz’

=q'{l) - E>t  (3.13)

O calor de ablacao serd considerado constante, nao sendo considera-
dos os efeitos de blogueio do fluxo de calor convectivo devido a transpiragao dos
gases resultantes da ablagzo. Na solugzo de um problema real deve ser considerado
o efeito de sopramento dos gases na camada limite, e o calor de ablagao deverd
ser obtido de tabelas onde ele é uma fungao da diferenga das entalpias do gés na
parede e fora da camada limile. A solugao de um problema real de ablagdo vai
depender da solugio do escoamento na camada limite em cada instante. Embora
n2o seja o objetivo do presente trabalho, para resolver um problema real deve-se
adicionar um termo correspondente a irradiagao de calor da superficie na Equagao
(8.13).

A partir das hipéteses assumidas poderao ser resolvidos problemas
- de ablagio em materiais que sublimam ou se decompde passando diretamente da
fase sélida para a fase gasosa como os termoplésticos (Teflon, nylon, celulose) € em
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materiais que fundem e escoam imediatamente sob a infiuéncia do cisalhamento
aerodinamico como os mateniais vitreos de baixa viscosidade.
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CAPITU

APLICACAO DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo utiliza-se o método de elementos finitos para resolver
o problema apresentado no Capitule 3. O uso do método de elementos finitos na
solugao de problemas uridimensionais de ablacio, tem neste trabalho, o objetivo
de gerar um cédigo computacional que possa ser acoplado a outros cédigos ou
ser ampliado para resolver problemas de ablacio mais complexos (ablacio com
carbonizagao ou com a formagio de uma camada de material liquefeito na su-
perficie). Devido 3 estrutura adequada de programagio, um cédigo unidimensional
de elementos finitos pode ser estendido para resolver problemas tridimensionais de
ablagio.

Antes de aplicar o método de elementos finitos 4 solugio do problema
apresentado no Capitulo 3, é feita uma mudanga de coordenadas de modo que a
malha computacional gerada se adapte ao movimento da fronteira mével em cada
passo de integragio no tempo.

No final do capitulo s3o feitas comparagbes com os regultados obti-
dos na literatura e um caso tipico de aplicacdo envolvendo o uso de materiais
empregados na indfstria aeroespacial, é resolvido.

DIFUSA

O método de elementos finitos é uma valiosa ferramenta na solugio
de muitos problemas em Engenharia. O método de elementos finitos é frequente-
mente empregado em situagoes onde as equagoes gao conhecidas, mas uma geome-
{ria complicada ou condigoes de contorno levam a solugdes analiticas dificeis ou
impossiveis de obter. O método faz uso da discretizagio espacial e da formulacio
por residuos ponderados para chegar a um sistema de equagoes matriciais. A
solugao das equagoes matriciais leva a uma solugdo aproximada do problema de
valor de contorno original.

A formulagio mais comumente empregada de resfduos ponderados
tem sido 0 método de Galerkin, no qual as fungoes de interpolagao e as fungoes
peso 80 da mesma classe. O método de Galerkin, quando aplicado & maioria
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dos problemas de conducio de calor, leva a matrizes de rigidez siméiricas. Nesse
caso, pode ser mostrado que a solugio possui a propriedade de “melhor aproxima-
¢ao”. Isto ¢, a diferenca entre a solugao por elementos finitos e a solugio exata é
minimizada com respeito a uma determinada norma.

FormulagGes iniciais de elementos finitos para problemas de trans-
porte convectivo usaram o método de Galerkin. No entanto, na transferéncia de
calor convectiva, 2 matriz associada 2o termo convectivo ndo é siméfrica, e como
resultado, a propriedade de “melhor aproximagao”® é perdida.

Na pritica, as solugoes sio frequentemente prejudicadas por os-
cilagGes numéricas. Algumas dessas instabilidades costumam ocorrer quando hd
uma forte preponderincia dos efeitos de convecgdo (alto nmero de Peclet associa-
do 3 malba computaciona!) provocados pelas derivadas de primeira ordem. Uma
maneira de eliminar essas oscilacoes é refinar 2 malha computacional, diminuindo
assim o ndmero de Peclet associado & malha, de modo que a convecgdo nao domine
mais o processo de transferéncia de calor. Normalmente o refinamento da malha
é necessirio em regices onde uma representagio precisa da solugao é necessdria.
Entretanto, muitas vezes apenas a solugao global € necessiria, e nesse caso o re-
finamento da malha é desejivel somente para evitar oscilagées. Isso motivou o
desenvolvimento de uma alternativa para a formulagio de Galerkin que evite os-
cilagoes sem o refinamento da malha levando a solugoes globais com uma economia
de tempo computacional.

E conbecido que 0 método de elementos finitos de Galerkin leva a
aproximagoes do tipo de diferengas centradas de operadores diferenciais. Sabe-se
também que as oscilagoes causadas pelos termos com derivadas de primeira ordem
atinjem solugdes de dilerengas finitas que usam diferengas centradas.

Foi descoberto que a difzrenciagao spusnd do termo convectivo em
diferengas finitas leva a uma solugio livre das oscilagbes mencionadas anterior-
mente. A diferenciagao é feita aproximando as derivadas convectivas por diferencas
descentradas com valores tomados a montante do escoamento. O problema é que
as diferencas upwind {€m uma precisio de primeira ordem enquanto as diferengas
centradas 1ém uma precisao de segunda ordem. A perda de precisdo manifesta-se
corao solugdes apresentando efeitos excessivos de difusdo. A diferenciacio upwind
‘pode.ser vista como a consirugdo de um esquema de diferengas centradas mais
- uma difusividade artificial.
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~ Torna-se aparente que wma combinagao de diferengas centradas e
upwnd, baseada no nimero de Peclet, ¢ melhor que as diferencas upwind ou cen-
tradas sozinhas. Para um problema simples unidimensional foi possivel selecionar
a combinagio que resultou na solugdo exata nos nés da malha computacional.

Muitas formualagoes upwind de elementos finitos 830 encontradas na
literatura (31-36). Algumas dessas formulagoes (31-32), levamn ao mesmo sistema
de equagoes matriciais e dao solugoes exatas nos nds, como no método de diferengas
finitas. Infelizmente, quando generalizadas para situagoes mais complexas, essas
formulagoes podem distanciar-se muito da solugao étima.

Ha formulagoes que empregam fungoes peso modificadas para con-
seguir o efeito uptornd. Em esséncia, o elemento a montante de um n6 é ponderado
mais fortemente do que o elemento a jusante. Quando a funcao peso é aplicada 2
fodos os termos das equagoes, esta formulagio passa a ser denominada de método
de resfduos ponderados de Petrov-Galerkin.

Em problemas multidimensionais, as solugoes frequentemente apre-
sentam excessiva difusio numérica perpendicular i dire¢io do escoamento. Resul-
tados com excessiva difusao numérica também aparecem em problemas fransientes,
ou quando os termos fonte estao presentes. Somando-se a isto, em rouitos casos a
formulagio de Galerkin d4 solucces livres de oscilagbes que 830 mais precisas que
as solugoes wpwind.

E claro que resultados como estes fagem com que as técnicas spwind
sejam vistas com uma certa cautela. Alguns pesquisadores acreditam que o uso da
formulacio de Galerkin, juntamente com uma malha adaptativa, é o dnico meio
possfvel de conseguir solucoes que sio precisas e livres de oscilacio.

A técnica SU/PG ( streamiine upwind / Petrov- Gelerkin) foi intro-
duzida em (37). Neste método, o operador de “difusividade artificial® é construido
para agir somente na diregao do escoamento e é aplicado a todos os termos da
equagio. A teoria de métodos de Petrov-Galerkin com fancoes peso descontinuas
(necessdrias no método SU/PQ) é abordada em (38).

Neste capftulo serd utilizada uma formulacdo SU/PG desenvolvida
em (30) para a resolugio de um problema de ablagio em uma placa composta por
miltiplas camadas.- A fécnica somente serd utilizada na camada que sofre ablag3o,
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isto é, naquela que possui o domfnio variive] e consequentemente derivadas de
primeira ordem. Nas ouiras camadas serd ufilizado o método de Galerkin. O
1s0 de uma formulagio SU/PG tem como objetivo fazer uma comparagao com os
resultados obtidos em (29}, onde é utilizado o método de dlferengas finitas com
uma dlferenma.ga.o exponencial upwind.

1.2 - PROBLEMA PROPOSTO

Para resolver os problemas de ablagao e de condugao de calor apre-
sentados no Capitulo 3 usando elementos finifos discretiza-se o dominio represen-
tado na Figura 3.1 em N elementos e adota-se um sistema mercial de coordenadas
z. Esta discretizacao é mostrada na Figura 4.1, onde os primeiros N' elementos
correspondem a primeira camada, e € feita de forma que as propriedades térmicas
dentro de cada elemento possam ser admitidas como constantes,

Fig. 4.1 - Sistema fixo de coordenadas.

Considerem-se os problemas apresentados no Capitulo 3. A equagio
correspondente ao periodo de condugao de calor, considerando-se os N sab-domi-
nios representados na Figura 4.1, é dada por

W()BT;(::” (k[) ()), n<z<ey, >0 (4.1)
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com as condigoes de contorno

T (zn,t) _

n oz

bt = ¢, >0

e com a condicao Inicial

T*(z,0) =T, 2o <z< TN

0, t>0

(4.2)

(4.3)

(4.4)

A equagao de transferéncia de calor correspondente ao periodo de

ablagio é dada por
8T (z,t) _ & 0T (z,1)

w(z) TR T (k(x) el f sty <z<zn, >0

com as condigoes de contorno
0T (2w,

kn% =0, £> 14

T{s(t),t) = Tas, | t>t
e com a8 condigOes iniciais

T(z,ts) = T (=, Lo}, 2y <z <N

B(‘n) =T

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(18)

(4.9)

O movimento da fronleira mével é dado pela equagio a seguir

p @t W = iy, ZTEELE), t> 4

(4.10)
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onde Q% é o calor de ablagao da primeira camada que pode incluir a mudanca de
fase da superficie e o efeito de transpiragao de gases dentro da camada limite, que
¢é uma fungao linear da diferenga de entalpias dos gases fora da camada limite e
na parede.

Uma das formas de resolver um problema de fronteiras méveis por
diferengas finitas ou por elementos finitos, é fazer uma discretizacio espacial do
dominio, que considere o movimento da fronteira. Para acompanhar o domfnio
varidvel é necessirio acrescentar ou eliminar os nés da malha computacional.
Qutra forma é acompanhar o movimento da fronteira utilizando-se um ndimero
fixo de nés ou elementos através de uma transformacao de coordenadas, gerando
uma malha que se adapta ao dominio. Uma comparagao entre a eliminagao de
elementos da malha com uma malha que se adapta ao dominio 3 cada momento é
mostrado na Figura 4.2.

(a) (b)

Fig. 4.2 - Esquemas de discretizagoes que acompanham o domfnio mével: (a}
eliminagzo de nds; (b) transformacio de coordenadas.

Neste trabalho serd utilizada uma malha computacional baseando-se
no que foi feito em (4) com o objetivo de manter um ndmero fixo de elementos
enquanto a malha ajusta-se ao dominio mével em cada instante de tempo.
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Assume-se ent3o um novo sistema de coordenadas, representado na
Figura 4.3, para substituir o antigo sistema inercial somente na primeira camada
que possui o contorno mével. Faz-se a seguinte modificaczo

_ z—8()

=5m << :
p=2280 0<n<1  (4.11)

onde s{t) < 2 < zn+ ¢ 2(t) é a espessura da primeira camada que diminui com o
tempao.

Fig. 4.3 - Sistema de coordenadas utilizado.

Reescrevendo a Fquacio (4.5) utilizando-se o novo sistema de coor-
denadas somente na primeira camada, obtém-se

0T(n,t) (e —1) ds(t) T'(n,t) k. 3PT(n,t) —0
a1 2(6) dt an 2(t)  agF
0<p<1, >4 (412

. com as condigoes de contorno



T'(0,1) = Tus, t>t  (4.13)
na superficie da primeira camada, e

z]E;)BT;(': ) _ k[zN,)ﬂT(;rzw,t), E>t  (4.14)

T'(1,8) = T{an+, 1), E>t  (4.15)

na interface com a segunda camada.

A velocidade da fronteira moével quando reescrita considerando o
sistema nao inercial, é dada por
ds(t) ki 9T'(0,¢)

q”( ] = f[t) 3!} t> 1, (4.16)

Para as outras camadas ¢ mantido o mesmo sistema inercial de co-
ordenadas. Entio a Equagio (4.5) pode ser reescrita para zy: < z < zp, ou
seja

w(z) aTg 1) (k( ]3T(‘I t]), sy <z<zy, >t ({17

com a condigido de contorno na dltima camada

b OT(en,8) _

>t 418
Bz 0, > g ( )

4.3 - DISTRIBUICAO DE NOS UTILIZADA

No problema proposto apenas a primeira camada estd sujeita 3 re-
ceber um alto fluxo de calor incidente. Consequentemente, altos gradientes de
temperatura poderao ser encontrados nessa regido. Para evitar que ocorram er-
ros numéricos na solu¢do por elementos finitos, serd utilizada uma discretizacio
espacial refinada préxima i superficie que sofre ablacdo da primeira camada. A
distribui¢io de nés utilizada é dada por
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&.:1_003[%]’1), i=1,2,...,N', t=0 (4.19)

podendo ser vista na Figura 4.4.

Fig. 4.4 - Distribuicao de nés na primeira camada.

Esta distribuigo tem como objetivo nio s refinar a malha computa-
cional préximo 2 superficie, mas também aumentar gradativamente as espessuras
dos elementos da primeira camada.

4.4 - SOLUCAO

Antes de comegar a ocorrer ablagao, hi um periode no qual ocorre
simplesmente condugao de calor na placa. Esse periodo € necessdrio para que a
placa atinja a temperatura de ablagio e comece assim a fundir ou sublimar. O
problema divide-se entao em duas fases:

- solu¢do do problema de condugio e cdlculo do tempo de inicio do periodo
de ablagao;

- solucao do problema de ablagao tendo como condi¢do inicial o perfil de
temperatura calculado no periodo de condugzo.
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4.4.1 - PERIODO DE PRE-ABLACAQ

Um problema de valor inicial correspondente ao periodo de condugao
de calor consiste e achar uma funcio 7% (z,t) que satisfaca a Equagio (4.1) em
2y <z < xy para 0 <! < i, as condiches de contorno (4.2) e (4.3), e a condigio
inicial (4.4).

Uma formulagio fraca para o problema de condugao consiste em
encontrar 7 (z, {) que satisfaca (4.1), como mostrado a seguir

[’N [w( )dT*(n: t) o(z) + k(z )BT"(:: , 1) dv(z)]d z+k(z )3T°(1us‘) v{zo)-

Zo

~Hew) 20 g) =0 Vo(c) € B (4.20)

Como no perfodo de pré-ablagio ndo hd termos convectivos pode-se
usar diretamente o método de Galerkin que tem a propriedade de “melhor apro-
ximagio® da solugdo T*(z,¢) em H*' para problemas de condugio de calor, O
método de Galerkin consiste em achar uma solugao aproximada de (4.20) em um
sub-espaco de dimensao finita H* do espago H'. Busca-se entio uma solugio
aproximada T*(z,?) em H" da forma

N
T*(z,6) =) _ 9ilt)i(s) (4.21)
¢ para as fungoes feste
N
v(z) = E Bidi(z) (4.22)

=1

Na formulagao utilizada os espagos de fungoes teste ¢ de fungoes admissivels coin-
cidem; consequentemente, pode-se escolher apenas um conjunto de fungdes base
¢i(z). Foram escolhidas fungGes base lineares da classe C°.
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Substituindo as fungdes (4.21) e (4.22) na Bquagao (4.20), obtém-se

™8 | gy =rpy (4.25)
onde

Cij = /z ™ wla)i(z)p (2)dz (4.4)

Kij = f k(z) ‘N"(z) d‘b’(“]d (4.25)

Bi(t) = {3” ) 0<ii=ggv (4.26)

O sistema de Equacdes diferenciais ordinsrias (4.23) deve ser inte-
grado em relacio ao tempo para chegar-se aos perfis de temperatura no final de
cada instante de tempo. E feita uma aproximagio com o objetivo de substituir
as derivadas temporais em (4.23) por um esquema de diferencas finitas do tipo
backward differencing. As derivadas temporais s20 entio substituidas por

dp(t + At) _ (t + At) - p{t)
a At

(4.27)

Usando esta aproximagio por diferencas finitas em (4.23), chega-se
a0 sistema implicito de equacoes algébricas

(C+ AIK)¥(t + Af) = C¥(t) + ALF (¢ + Al) (4.28)

Quando sao utilizados pequenos intervalos de tempo na integragio
poderao aparecer oscilagbes numéricas no campo de temperaturas proximo i su-
perficie no inicio do problema de condugio (27). Para evitar que isto acontega
deve-se refinar 2 discretizagio espacial préximo 3 superficie, ou buscar uma solugio
analitica até o instante de tempo em que seja possivel comegar a resolver numeri-
camente o problema sem que ocorram oscilages.
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Uma das formas de evitar este tipo de erro numérico é usar a solu¢ao
analitica para o problema de condugao na primeira camada até que gradientes de
{emperatura atinjam a interface entre a primeira e a segunda camada. Pode-se
considerar neste intervalo de tempo que ocorra condugio de calor na placa com
temperatura prescrita (T'(zn+, ) = To) ou fluxo de calor nulo em z = zn.. No
presente trabalho foi utilizada 2 técnica da transformada integral cldssica (39) que
para o problema de condugao de calor numa placa isolada termicamente, da a
solucao exata

iZNr —zoi

T (2,8) =To + _ul!T_L; ¢ ()t + }}?l_ f;coslifr(x —zo)]_

Ien ¢ ule'n
5T / ¢ (t)e 5T dt! (4.29)
0

Para o cdlculo do tempo de inicio do periodo de ablagao, deve-se
observar que T*(z, 1) = Tas, 0 que leva i equagao transcendental

to oo ; - 240k
Tab=T0+ _1.51_’/; q"(t')dt‘—l- 2 ZCOB[‘I(E 50) B_ﬁ%

iy =1 Iy — Xy

to 23eny
jf () S (4.31)
0

Neste trabalho é feito um teste para saber se os gradientes térmicos
atingem a segunda camada antes do inicio da ablagao. Se os gradientes térmicos
atingirem a interface enire a primeira e a segunda camada antes de comegar a
ablagao, as Equagoes (4.30) e (4.31) nao poderao mais ser empregadas e a solugao
até o final do periodo de condugao deverd ser conseguida via elementos finitos.
Caso a ablagao inicie antes que os gradientes térmicos atinjam a segunda camada,
inicia-se o perfodo de ablago que é resolvido por elementos finitos.
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4.4.2 - PER{ODO DE ABLACAO

No método de residuos ponderados de Galerkin, as fungoes peso
830 consideradas continuas entre elementos adjacentes. A formulagdo SU/PG,
entretanto, necessita de fungoes peso descontfnnas da forma

b(z) = v(z) + p(2) (4.32)

onde v(z) é uma fungio peso contfnua, e p(z) é uma contribuicio descontinua que
pondera a solugdo sempre a montante do escoamento. Considera-se v(z) e p(z)
fungoes regulares no interior dos elementos e um exemplo pode ser visto na Figura
4.5.

ESCOAMENTO

~ o —2Z—2 GALERKIN
~
~
~
~
~

S o ~

A /NV

SU/PG

Fig. 4.5 - Comparagdo entre a fungdo peso SU/PG e a funcio peso de Galerkin
para o nd A,

O problema consiste em encontrar as fungoes T'(z, ) e T'(n,t) € H!
para £y < t < ¢; de modo que as Equagdes (4.12) e (4.17) sejam satisleitas no
sentido de médias ponderadas, juntamente com as condigdes de contorno (4.13) e
(4.18) e a condigdo inicial (4.8). Tem-se entao para a primeira camada
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[ [ (ﬂ]BT 'fﬁ ) (’])(l — 1) ds(t] aT’(ﬂ:‘) (,’)

z(t) dt dn

k[ o1’ ,t dy o1’
ot Sl d(,;”]dn ) j S [ [on 2 ptn)-

 wln)(1 — ) dsft) OT°(n,) kAT,
p(n ]]d — = v(1) =0
z(¢ dat 7 (L) &
) ,, (&) o d<n<i (433

eem 2y <z <IN

[ wte) g Yot + ki) T S 4 ) o) <
i zv<z<zy  (434)

para todo v(z) e ¥'(g) € H' e com v'(0) =

e ol

_dv'(y)
dy

Empregando a confribui¢io spwind utilizada em (30), onde p(y) =
, obtém-se a fungio peso

ﬁ'a“'
—

¥(n) =v'(n) + (4.35)

onde

__(1—n) ds(t)
T dt

« by
k_ﬁf

hiy = i — i1



41

£= cosh(a) 1
" senh(a) a
a— - _(1- )h,w da[t)

Fazendo T'(n,1) = 2o 94(6)8(n) € v'(n) = 3/ Aigi(n) para a
primeira camada e T(z,!) = E” L U5 (0)9(z) e 9(z) = Yoiv v fidi(z) para as
camadas restantes e substltumdo nas Equagoes (4.32) e (4.33), resulta o sistema
de equagbes diferenciais ordindrias

d@(:)

C(t + At)—L + K(¢ + At)¥(¢) =F(t + At) (4.36)

onde, para 1 <i< NMel<j < N

ff¢'(ﬂ)

Gi= [ s+ [ LWL, (437)

i [ ) ) wla)i =)l 4850
SATAE TS b T R AU

L e e

parat=N'e N -1<s< N +1

Cij = f w(n)¢h.(n)85(n)dy + L " w(uli’%ﬂ#(n)dw

N1

+ [ wla)di(a)6 s (439
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_ E_dgy.(n) d4¢;(n)  win)(i —n) ds(t ) ¢'(nl
K"“[ [x?(t) 5', dn z(t) é-(n) ]

ParaN'<i<NeN <j<N

G = [ wlalgeld; )i )

Ki; _[ k(2 d‘i;:’) d¢:( ]“ (4.42)

e no lado direito da Equagio (4.36), devido & condigio de contorno de primeiro
tipo em 7, tem-se que

( Mok dél(y) déh 1—n) dsft
—Tab'{f [iz(t] ;'gﬂ) g’gﬂ)_w(’?]z(m 1) fi[t)

E={ 4 (q)dtﬁo(ﬂ) +E(q)d¢"§"] dgh (n]]dq}, i1 (4.43)

L 0, 1<i1<N

Utilizando-se a aproximagao por diferencas finitas segundo (4.27),
chega-se ao sistema algébrico de equagbes

(Ot + At) + ALK (L + A))9(t + Al) = C(t + A)F Q)+
+ALF(t + Al) (4.44)

4.5 - MOVIMENTO DA FRONTEIRA MOVEL

Para conseguir uma melhor aproximacio no cdlculo da velocidade da
fronteira mével, foi feita uma interpolagdo de Lagrange (40) nos quatro primeiros
nds de forma a representar com maior precisao o fluxo de calor que é conduzido
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para dentro da primeira camada. Utilizando um polindmio de terceiro grau para

interpolar a temperatura nos quatro primeiros nés, substituindo a derivada em
- . da(t) :

y = 0 na Equagio (4.16), e aproximando —j¢  Por um esquema de diferengas

finitas, chega-se &

par 28 — gy - b B0 1=0  (145)

4.6 - COMENTARIOS SOBRE O CODIGO COMPUTACIONAL

Para resolver problemas de conducio de calor ¢ de ablagio, foram
feitas modificages no cédige computacional apresentado em (41), que resolve pro-
blemas elfpticos unidimensionais de conducao de calor. Foram feitas modificagoes,
aproveitando a estrutura do programa, de forma que fosse possfvel ao codigo re-
solver problemas parabdlicos unidimensionais utilizando um esquema implicito de

integracao.

Como o problema ¢ unidimensional e como as fungoes de interpolacio
utilizadas sio polinémios de Lagrange lineares da classe C?, foi possivel chegar a
matrizes tridiagonais, como as encontradas em solugoes por diferencas finitas. De
modo a usar menos memoéria computacional, foi feita uma modificacdo no cédigo
apresentado em (41} para transformar a matriz tridiagonal C{{+At) + ALK (£ +Af)
de dimensio N X N numa matriz N x 3. Para a solugdo dos sistemas algébricos de
Equagtes (4.28) e (4.44) sao feitas eliminagoes gaussianas nas matrizes obtidas.

As integrais nas Bquagoes (4.24) a (4.26) e {4.37) a (4.43) s30 ava-
liadas numericamente utilizando-se quadratura gaussiana de segunda ordem (41).

Todos os cdleulos realizados foram feitos em dupla precisio e uma
descricao das principais etapas do algoritmo desenvolvido ¢ dada a seguir:

a) calcular tempo de infcio do periodo de ablagdo, resolvendo a Equagao
transcendental (4.31) através do método da secante, on o sistema de
Equagoes (4.28) até atingir £y;

b) calcular a velocidade e a posigao da fronteira movel em ¢ + At airavés da
Equagdo (4.45);
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¢) calcular o perfi] de temperatura em ¢ + At através da Equagio (4.44};
d) fazer ¢ = { + At o voltar para b,

4.7 - SIMULAO@ES COMPUTACIONAIS

Nesta secao sao resolvidos dois exemplos de ablagio e os resultados
obtidos 830 comparados com os obtidos na literatura. No primeiro exemplo, apre-
sentado a seguir, ¢ feita uma analise dos perfis de temperatura e do fluxo de calor
rejeitado pela mudanga de fase da superficie {mecanismo responsivel pela ablagio).
N3o é considerado o efeito do bloqueio do fluxo de calor convectivo cansado pela
{ranspiragao dos gases resultantes da mudanga de fase da superficie.

Primeiro considera-se um exemplo tfpico de protecao térmica em
veiculos aeroespaciais apresentado em (29), onde o sistema de protegio térmica é
constituido por uma camada de Teflon (material que vai sofrer ablagao) ligada a
uma camada de aluminio (estrutura) com um isolamento térmico perfeito em sua
outra face, como mostrado na Figura 4.6

TEFLON ALUMINIO §
N
" \
q N
— N
\\\
N
N\
| | N
@ | P e =

Fig. 4.6 - Esquema do problema de ablagao em uma placa composta por duas
camadas.

O sistema de prote¢ac térmica, inicialnente a uma temperatura de
298 K, é submetido a um fluwxo de calor constante igual a 2.838kW /m? durante
5 8. Foram usadas as propriedades térmicas apresentadas em (29}, como mostrado

a seguir
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Teflon:
I =£%£=0,254mm
ky =0,22 W/MK

p1 =1922kg/m?

cp1 = 1.256 J [kgK

a; = 9,29 x 10-8m2/s
Q1 =2,326 x 10° J[kg
Tab =833 K

Aluminio;

l;=%=0,254mm

ko = 156 W/mK

p2 = 3.204 kg/m®

epz = 1.047 J [kgK
az = 4,645 x 1075 m? /s

onde L = + 2.

Resolvendo-se a equacio transcendental, Equagio (4.31), chega-se
atp =0,01528 que ¢é ligeiramente diferente do valor encontrado em (29)
{fo = 0,0151 8). Na Figura 4.7 ¢ feita uma comparacdo de resultados, para o
fluxo de calor rejeitado pela mudanga de fase da camada de Teflon durante 05 5 s
de simulagio, entre o método de diferencas finitas {29) e o0 método de elementos
finitos. Ambos ntilizaram o mesmo nimero de elementos na primeira e na segunda
camada (15 e 4 elementos respectivamente). Em (29) é uiilizado um procedimento
de volumes de controle finitos com uma diferenciagio exponencial para ponderar
o8 termos convectivos que surgem devido ao movimento do sistema de coorde-
nadas, cuja origem coincide com a superficie que sofre ablagao. Para o método
de elementos finitos faz-se uso da formulagio SU/PG em todos os resultados que
serao apresentados neste capitulo. Observando-se a Figura 4.7 pode-se notar uma
boa concordancia de resultados quase até o final da simulag2o, quando surge uma
divergéncia que se pronuncia até causar uma diferenga de resultados da ordem
de 20 % em t = 5 8. Na Figura 4.8 é feita uma ampliag3o da regido onde comeca
a haver divergéncia de resultados e na Figura 4.9 s3o mostrados os perfis de tem-
peratura, correspondentes aos resultados obtidos com elementos finitos na Figura
4.7, em 6 tempos de simulagdo em Tungdo da distancia da superficie de Teflon em
{=0.
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Observando-se a Figura 4.9 pode-se ver que a femperatura da se-
gunda camada comega a se alterar aproximadamente em 4s, 0 mesmo instante em
que pode-se notar o aparecimento da divergéncia na Figura 4.8. Quando os gra-
dientes térmicos atingem a camada de aluminio, vao encontrar mm material com
uma difusividade térmica 500 vezes superior & difusividade térmica do Teflon. Isto
vai provocar um aumento do fluxo de calor que é conduzido para dentro do sistema
de protegao térmica. Fazendo-se um balango de energia na superficie, onde o fluxo
de calor que é rejeitado pela ablagio ¢ igual ao fluxo de calor incidente menos o
fluxo de calor que é conduzido para dentro do sistema de protecao térmica, pode-se
concluir que quando os gradientes de temperatura atingem a segunda camada, hé
um aumento do fluxo de calor que € conduzido para dentro e, consequentemente,
uma diminui¢do do fluxo de calor rejeitado pela ablagao. Isto pode ser observado
na solugio por elementos finitos na Figura 4.7.

g

g

§
Ebabih b eagaRthsbapayRabesRantnkanpulpapsnonnebarnpnrntnliosnasntn)

[ o3

oapce MDF
— MEF SU/PGC
Regime Permenente

§ &

Fluze de Calor (kW/m?
§‘

TEYSETITIT

190 150 BOO | ES0 200
Tempo (s)

o8 8
3
k

350 400 €30 5,00

Fig. 4.7 - Comparacio de resultados para o fluxo de calor consumido pela ablagao
entre o método de diferengas finitas e elementos firitos.
FONTE: Adaptada de (29), p. 33.
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Fig. 4.8 - Instante em que comega a haver divergéncia de resultados na Figura 4.7.
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Fig. 4.9 - Perfis de iemperatura em 6 instantes de tempo para N = 20.
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Em (29), o sistema de coordenadas coincide com a fronteira mével,
e a discretizacdo espacial se adapta 2 variagao do dominio em cada mnstanie de
tempo eliminando o 1ltimo né da camada de Teflor. Este esquema pode ser muito
eficiente durante a maior parte da simulagao, evitando que tenham que ser feitas
interpolagoes em cada instante, como em esquemas que usam um sistema fixo de
coordenadas, ou evitando que ocorram perturbagdes na velocidade da fronteira
mével observadas em esquemas que eliminam o primeiro né da malha. A elimina-
¢ao do tltimo né da primeira camada, empregada em (29), deve ser responsivel
pela divergéneia de resultados observada na Figura 4.7.

Uma das formas de se validar uma solu¢io numérica de um problema
de ablagio é compari-la com a solugioe em regime permanente. Em (29) é feita uma
comparagao entre os resultados obtidos com diferengas firitas e o valor do fluxo
de calor rejeitado pela ablagio em regime permanente que é dado pela equagao

- g _
Tiep = p16p1(Tas — To) + m Q] 146)

= 2.201,7 kW /m?

Embora a referéncia (29) afirme que o regime permanente tenha
sido atingido no 1ltimo segundo de simulagao, o que pode ser visto na solugao por
diferencas finitas na Figura 4.8, como os gradientes térmicos atingem a segunda
camada aproximadamente em 48, o fluxo de calor rejeitado pela ablagao em regime
permanente nao foi atigido. Da Figura 4.8 pode-se concluir que a solu¢ao que mais
se aproxima de ¢ p em regime permanente é a solugio por elementos finitos que
atinge 2.201, 1 kW/m?2 em t = 3,75 8.

A seguir sdo feitos testes de convergéncia e comparagdes de resulta-
dos segundo a equagao

Solucio — Solucio de Referdncia

Diferenca Relativa = Solucio de Referéncia

(4.47)

Na Figura 4.10, utilizando-se como referéncia uma solugao por ele-
mentos finitos com uma discretizagio de 100 nds e At = 10~%g, é feita uma
comparagio entre o método de elementos finitos (N = 20 e At = 10773) com ¢
sem a contribnigao upwind e o método de diferengas finitas (N = 20 e At = 10714}
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apresentado em {29). Pode-se observar que a contribuigao upwnnd praticamente
nao influencia a solugao. Observa-se também, que uma meror diferenga relativa
¢ conseguida pelo uso do método de elementos finitos com relagao 3 solugao que
utiliza uma discretizagao de 100 nés.

Na Figura 4.11 é tomada a mesma solugio como referéncia. K feito
um teste de convergéncia variando o mimero de elementos da malha computacional
e utilizando-se At = 10~*3. Nota-se uma grande mudanca na solugio quando se
aumenta de 9 para 13 o niimero de nds, ¢ mudangas cada vez menores & medida
que se aumenta ainda mais o ndmero de nés. Um outro teste de convergéncia é
mostrado na Figura 4.12, tomando-se como referéncia wma solugio por elementos
finitos que utiliza wma malha de 20 nds e At = 10~5s. Agora varia-se o intervalo
de integragao no tempo utilizando-se vma malha de 20 nds.

0,02
|
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B
- 0.01
_‘5 1 eeanos MDF
2 ]| —— MEF SU/PG
o 1t ——— MEF Galerkin
g . &
c -y
o -
S ow: . PR i
. . N
-1,01 ;Trrrwnrmwrrrrrrrrrr
0.00 0.50 1,00 130 &) 3 500 330 4,00 4530 3,00
Tempo (s)

Fig. 4.10 - Comparagao entre o método de elementos finitos com e sem a con-
tribuicio SU/PG e o método de diferengas finitas.
FONTE: Adaptada de (29), p. 33.
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Fig. 4.11 - Teste de convergéncia variando-se o nlmero de nés da malha.
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Fig. 4.12 - Teste de convergéncia de resultados variando-se o intervalo de inte-
gragio no tempo.
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Na Figura 4.13 observa-se a convergéncia dos perfis de temperatura
obtidos pelo uso de algumas malhas computacionais diferentes e com Al = 10~s,
em 3 instantes de tempo. SZo mostrados os perfis de temperatura em t = 0, 2s;
{=3sel=bHs.
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3, : > sttt 6 nds
H ] e 9 noés
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|
|
|
1
¥
1
|
1
|
|
|
|
&+ 4

008 030 1.09 1% 200 £80 300 560 530

ase 400 450
Distancia da Superficie Inicial (mm)

Fig. 4.13 - Comparacées dos perfis de temperatura para diferentes malhas com-
putacionais em £ = 0,28, = 3,08 e £ = 5,(s.

Depois de uma andlise dos grificos, pode-se observar qoe os instantes
onde é mais critica a convergéncia 830 aqueles onde est3o presentes as maiores nio
-linearidades do problema. Estes momentos correspondem ao inicio (até 0,5s) e
ao final (apds 4, 58) da simulagio. Entre 0,58 e 4,58, uma discretizagio com 20
nés e At = 10~4s apresenta uma diferenca relativa inferior a 0,1% em relagio a
soluczo com 100 nds. Fora deste intervalo, a diferenca mantém-se abaixo de 2%.
Dos perfis de temperatura observa-se que nao hi diferengas entre as duas solugdes
na escala do grafico.

O segundo exemplo tem como objetivo testar o cddigo computacional
desenvolvido quando o fluxo de calor incidente é uma dada funcio do tempo.
Para comparacdo com outros resultados foi escolhido o problema apresentado em
(42), que, embora nio resolva um problema de ablagio préximo do que se encon-
tra na realidade, é relativamente simples para ser resolvido por algumas técnicas
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analfticas, tendo sido recentemente resolvido em (43).

No exemplo apresentado em (42), ocorre ablagdo sobre uma placa
isolada termicamente em uma de suas superficies em 3 situacoes onde s3o con-
siderados diferentes fluxos de calor incidentes. Todas as propriedades térmicas
foram adimensionalizadas e consideradas iguais a 1, juntamente com a espessura
da placa. Foi feita a seguinte adimensionalizacao

8(t) ).
L

rr=%; o) =28 ool g o Tam T, )

aft
L2 Tab - TB
s q) =

N Q" _

Na solugao por elementos finitos foi utilizada uma malha computa-
cional com 20 nds, juntamente com a contribuigao upurnd e um intervalo de inte-
gracio no tempo igual & 10~%s. Sio feitas comparagdes com og resultados obtidos
em (43) através do uso da téenica da transformada integral generalizada, onde
é feito um desenvolvimento em série de 26 termos. A posigio e a velocidade da
fronteira mével sio mostradas nas Figuras 4.14 e 4.15, para Q(r) = 2, nas Figuras
4.16 e 4.17, para @{7) = 107 e nas Figuras 4.18 e 4.19, para Q(r) = 107%. Nos
graficos a posicio e a velocidade sao fungdes de 7', onde 7' = 7 — 7.

Os valores dos tempos iniciais do perfodo de ablagio adimensionali-
zados, Ty, 830 calculados para cada situagio resolvendo-se novamente a Equagio

(4.31) que resulta nos tempos correspondentes 3 ordem de apresentagdo de cada
sitnagao : 0,196, (0,260 e 0,491.

Observando-se os resultados apresentados nas Figuras 4.14 a 4.19,
pode-se concluir que os resultados estao em boa concordincia com aqueles apre-
sentados pelo uso da técnica da transformada integral generalizada.
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4.8 - CONCLUSOES

Os resultados obtidos pelo uso da formulagao de elementos finitos
empregada e do algorfimo computacional desenvolvido, mostraram-se em boa con-
cordincia com o8 resultados encontrados na literatura. A vnica divergéncia deve-
se a0 fato do c6digo desenvolvido ser mais apropriado para tratar problemas de
ablagio em miltiplas camadas que o procedimento usado em (29). O cédigo com-
putacional mostrou-se adequado para o cdleulo de sistemas de prote¢io térmica
encontrados na pratica, onde empregam-se materiais que apresentarn uma baixa
difusividade térmica para constitnir a camada que vai sofrer ablagao e que s2o
comumente empregados emn aplicacoes aeroespaciais.

O cédigo também comporton-se bem em problemas onde o fluxo
de calor incidente varia com o tempo, como 0 que ocorre na reentrada de veiculos
espaciais, mostrando-se adequado para o cilculo da resposta térmica em aplicagoes
reais de reentrada.

Embora o uso da técnica SU/PG nao tenha resultado numa melho-
ria significativa da solugao devido 3 pouca influéncia dos termos convectivos da
equacao de transferéncia de calor, para a solucdo de problemas de ablacio em
materiais carbonizdveis, o uso da formulagio SU/PG poderé trazer um grande
beneficio, diminuindo as malhas necesssrias e, consequentemente, os tempos com-
putacionais. A solagio de problemas gue envolvem carbonizagao pode vir a ser
uma estensao do presente trabalho, aproveitando-se da programagio estruturada
oferecida por vm programa de elementos finitos.

QO cobdigo também poderd ser modificado para resolver problemas
onde a ablagao ocorre pela axidagao da superficie. Neste caso, a equagio de
transferéncia de calor tera como condigio de contorno na superficie o fluxo de calor
especificado no lugar da temperatura, como o que foi utilizado neste trabalho. O
fluxo de calor especificado resulta do balango de energia na superficie, onde a perda
de material por oxidagao pode ser calculada por uma expressio de Arrhenius.
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CAPITULO 5

A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA NA
SOLUCAO DO PROBLEMA DE ABLACAO EM
MULTIPLAS CAMADAS

A presenga de fronteiras méveis em problemas de transferéncia de
calor faz com que solugoes analiticas dificilmente possam ser obtidas. No entanto,
Tecentes avangos no uso da técnica da fransformada integral generalizada (T'TIG)
tém permitido a sua aplicagao na solucao de um vasto nimero de problemas de
Engenharia, entre os quais 08 problemas de fronteiras méveis.

O objetivo deste capitulo é buscar uma solugao alternativa a de ele-
mentos finitos para problemas de ablagao em multiplas camadas. Através do uso
da TTIG, sao validados os resultados encontrados pelo uso de elementos finitos na
primeira simulagao computacional apresentada no Capitulo 4.

Inicialmente apresenta-se uma revisao sobre a TTIG. Neste capitulo
esta técnica serd utilizada para transformar analiticamente as equagoes diferenciais
parciais do problema de ablag3o em um meio composto por muliiplas camadas,
em um sistema infinito de equagdes diferenciais ordindrias. A partir deste ponto
¢ feita uma descrigido de como buscar uma solugao numérica para este sistema
diferencial ordindrio. Em seguida é resolvido um exemplo de ablacao em um meio
composto por duas camadas. No exemplo é feita uma redefinicao das equagoes
transcendentais associadas em equagoes diferenciais ordinarias permitindo assim,
que 08 autovalores necessirios para a solugao sejam determinados simultaneamente
com as temperaturas transformadas através da solugao de um sistema acoplado
de equagdes diferenciais ordindrias. O sistema de equagoes diferenciais ordinarias
do exemplo ¢é resolvido utilizando-se uma rotina computacional do seftware IMSL.
No final deste capitulo sio apresentados os resnltados obtidos e nma comparagao
é feita com o8 resultados do Capitulo 4.

5.1 - A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

O método da transformagao integral constitui-se em um método di-
reto e sistemstico para a solu¢ido exata de problemas lineares e separdveis. O
método é apropriado para a solugido de problemas homogéneos e nao homogéneos
tendo sido revisto (44) e aplicado & solugio de sete classes diferentes de problemas,
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com inimeras aplicaches a teoria de difusao de calor e massa.

A técnica da transformagio integral baseia-se no método de separa-
¢a0 de varidveis uma vegz que os pares transformada e inversa, neceasarios i solugao
do problema, sio desenvolvidos considerando-se um problema de autovalor definido
na mesma regiao do problema, usando termos da parte homogénea da equagio
original,

Pode-se resumir os passos para aplicacao da técnica da transforma-
¢ao mtegral da seguinte forma:

- achar o problema de autovalor associado através da aplicagio do método
de separacao de varidveis ao problema homogéneo,

- obter o par transformada e inversa apropriado;

- transformar a equacao diferencial parcial original e suas condi¢oes de con-
torno apropriadas;

- resolver o sistema de equagoes diferenciais ordinirias desacoplado;

- utilizar a férmula da inversa, ji estabelecida, a fim de se obter o potencial
original.

A técnica acima descrita nao permite a solugao exata da equagao
diferencial parcial original quando nao é possivel se encontrar um problema de
autovalor que leve a um sistema diferencial ordindrio desacoplado, uma vez trans-
formada a equacio ; além disso, essa solugio exata pode ser de utilidade limitada
se 0 problema de autovalor for suficientemente envolvente do ponto de vista com-
putacional. A técnica da transformada integral generalizada apresenta-se como
uma forma de se superar fais dificuldades associadas aos problemas nao trans-
Jormdveis, mesmo que lineares, permitindo obter-se solugdes aproximadas para
varias classes de problemas, intrataveis pela técnica cldssica.

Desde o trabalho de Ozisik e Murray (46}, que trata de problemas
com coeficientes varidvels nas condigoes de contorno, vérias idéias tem sido desen-
volvidas no sentido de estender a téenica da transformada integral a uma classe
mais geral de problemas.



a9

Os chamados “problemas de fronteiras méveis”, isto é, problemas
cuja posicio da fronteira depende do tempo, sao tratados em {46-48). Problemas
de mudanga de fase e de oxidagao 830 exemplos de problemas de fronteiras méveis.

Em (43) a técnica da transformada integral generalizada é utilizada
para resolver o problema de ablagdo unidimensional em uma placa finita. O ob-
jetivo deste capftulo é estender o que foi feito em (43) para resolver problemas
unidimensionais de ablacdo em placas compostas por mais de uma camada. Para
iss0 utiliza-se o desenvolvimento feito em (49), para a solugado do problema unidi-
mensional de condugao de calor em meios compostos (problemas de classe 1I).

Considere-se uma placa composta por n camadas de materiais dife-
rentes em perfeito contato, sendo representada na Figura 3.1. A placa, inicialmente
a uma temperatura Tp, estd sujeita a um fluxo de calor constante incidente sobre
a sua enésima camada, enquanto que a sua primeira camada estd perfeitamente
isolada. A placa aquece até atingir uma determinada temperatnra, quando comega
a fundir ou sublimar. Considera-se este momento (f = £y) como o infcio do processo
de ablacao que vai fazer com que somente a enésima camada apresente mudanca
de fase. Assume-se que a temperatura e o calor de ablagdo sejam constantes.

As equagoes de transferéncia de calor em cada camada sio dadas por

,  Tk-1 Sz < T, k=1,2,--n,
t>to {5.1)

aTk(Z,t] — BQTE(’:) t)
LY TR ki dz?

com as condigoes iniciais, de contorno e de interface dadas, respectivamente, por

Tk (5, tﬂ] = Tk,to (3)1 Th-1 L2 K Zk, k= 1) 2:' TN (5'2)
aT1{0, ¢
ky },{z’ ) =0, t>t  (5.3)

T, (s(8), §) = Tas, >t (5.4)
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aTk(zk, t) _ BTkH(xk,t] _ . _
kka—z = kk+l————aﬁ'}—, k= 1, 2, "y [ﬂ 1), > to (5.5)
Telzx, 8) = Tert (25, 0), k=12 (-1, {>t (58)

notando-se que Tk 1,(z) ¢ o perfil de temperatura da placa no final do periodo de
condugao .

A velocidade da fronteira mével pode ser calculada através do balan-
o de energia na superficie, onde o fluxo de calor que é conduzido para dentro das
camadas é igual ao fluxo de calor incidente menos o fluxo de calor que é absorvido
pela mudanga de fase do material que sofre ablacio . Tem-se entao, a velocidade
da fronteira méovel que € dada pela seguinie equacio

LAs{t) g aTn(s(t), t) - 7
nT = 9‘ + kn—az s t> 4 (3 )
com a condigao inicial

s(to) = L (5.8)

As equagoes devem ser adimensionalizadas para chegar-se as condi-
coes de contorno homogéneas nas camadas externas e para evitar possiveis erros
numéricos. Para isso escolhe-se as seguintes varidvels adimensionais

z * s t an t - t
N=1 8(7)=(T) ; ’:—(Lz )
— Ta —Tk(I,t] . . _ Wi ) . _ ki
bt =TT 0 Wiy, 0 Reg
Reescrevendo as equagoes utilizando as variaveis adimensionais, ob-
tém-se

. 2
7] _ 4 0(0,7)

1<n< =
ar ang ’ k-t SN S M, k 1121 i

>0 (5.9
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com as condicoes iniciais

ak(nao)':Bk,O(q]) k-1 ngqh k= 1:2)"'

as condigoes de contorno homogéneas

891 (01 T] =0

kP =0,

On(s*(7),7) =0,
e as condigOes nas interfaces

taa 2 7, * 08 7
kk—k(a':; ) :kk+l_%)k= 1)2:"') (ﬂ—l],

gk(']k)f) =9k+l(ﬂk.7]; k= 1,2,"',(?3 "'1),

Adimensionalizando a Equagio (5.7), chega-se a

- 36" [3.(7]) 7)

ds*(7) _
V—a—= _Q aﬂ )

dr

onde

__ ¢'L . _ Qn
Q= kn(Tab"Tﬂ) ’ v= cpn[Tab'—Tn)

s'(0)=1

5.3 - PROBLEMA AUXILIAR DE AUTOVALOR

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Seguindo-se as ideias apresentadas em (43) e [48) pa aplicagdo do
método da transformada infegral para resolver problemas de fronteiras méveis, nm
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problema auxiliar de autovalor apropriado pode ser escrito como

ke 32#’#(#& ’7)
Kk~ 5 %

5 + p2(r)weve(pi, n) =0, k-1 < 0 < 9,

k=1,2,--n (517)

sujeitas as condicoes de contorno e de interface

_3_'»"1%;:_0) =0, | (5.18)
Ve (i, me) = v (i, ), k=1,2-(n-1) (5.19)
k;%"%’i’;’-"ﬁ)z k,';ﬁa’z”‘*:?(:""’*], k=1,2-(n-1)  (520)
Yn(p, (7)) = 0, (5.21)

5.4 - SOLUCAO DO PROBLEMA AUXILIAR DE AUTOVALOR

Sejam (g, n) e v (i, n) duas solugbes independentes da Equacio
(6.17). As solucoes do problema s3o combinagtes lineares destas duas fungdes na
forma

Yr(pi,0) = Celr)uelmi, n) + De(r)velpi ) | (5.22)

As varidveis Ci(r) e Dg(r) podem ser avaliadas nos pontos extremos
1} = k-1 © 1) = f, respectivamente

¢k(ms ’7#‘—1) = ¢3-1 (T)! k= 1,2,--n
e (5.23)

rlpne) =9ir), &=12,--.n

Para atingir este objetivo, avalia-se a Equacdo (5.22) em 5 = 55—y €
1 = g, ¢ resolve-se o sistema resultante para Ci(7) e Di(7). Quando as varidveis
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Ci(7) e De(7) 530 substituidas na Equagio (5.22), obiém-se

Vi(pi, n) = Y- (T)Uk(pi, m) + k(7 Vi (pi, m) (5.24)

onde

ur(pti, 7)ve (124, ) — v (s, e ) o (s, ) (5.25)

U 1) =
k(s m) the (g, M1 ) vic (s, i) — v (s, i) vie (5, Mie—1)

(e, 1)k (84, 1) — we(psi, n)ve (i, 90 -1)

V(s = 5.26

ks ) vk, Be—1)ve{pi, 5) — uelsse, ne)ve (i, 9x—1) (5.26)
Escolhendo as solugdes independentes uy{p;,n) e vi(pi, %) que satis-

fagam a Equagdo (5.17)

ug{pi, n) = sen(wg,in) (5.27)
vk (i, ) = cos(wx,in) (5.28)
onde
Wi = pi(7) % (5.29)
i |

e substituindo nas Equacoes (5.24) 4 (5.26), chega-se a

bl 1) = Y (1) om0 ).

oy SEnwei(n — Mi—1)
+¥i(r) senes (7r — ne1) (5.30)

A solugio , Equacao (5.30), deve satisfazer as condigoes de contorno
(5.18), (5.19) e (5.21), chegando-se respectivamente is seguintes equagoes

Pr(ps, Q) (7) + Qu(pes, Q)91 (r) = 0 . (5.31)
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Pe(pi, me)¥k_q(7) + (Quli,m) — Pevo(pi, ne)¥i(7)+
+Pry 1 (#5,7k41) ¥k 41 (7) =0 k=1,2--(n-1) (5.32)
Yalr) =0 (5.33)

onde

Pe(pi,n) = gy 20kl 0)

on
- hon 38T::)k(vr(: k—:r:_]:) (5.34)
Qefpi, ) = k;%g;i?l
= klwps coswi{n — k1) -

* senwy. (N — Pk—1)

Assume-se a partir desta etapa que os valores dos auniovalores de-
pendentes do tempo, pi(7), e das autofungdes associadas ¢ (%), s3o conhecides
pela aplicagdo direta do método da contagem de sinal (50).

5.5 - SOLUCAC GERAL

O problema de autovalor dado pelas Equagoes (5.17) a (5.21) permite
que seja definido o seguinte par de transformada integral (49):

B(r) = g; [ wtbstn etn, ), transformada  (5.96)
=1k~

fx(n,7) =i%§(—(’%ﬂﬂ,-(f), inversa  (5.37)
1=1

onde as normas, N/s, sao obtidas pela equagio
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onde 1 (1, 7) é dado pela Equagio (5.30).

Multiplicando a Equagao (5.9) por ¥ :(n, 7) e a Equagao (5.17) por
fxin, 1), somando-as e aplicando o operador integral f" * dpy, obtém-se

Nk

wk ',bk,;[ﬂ,f) k[ﬂ. ]d +kt[

Na=-1 Mhe—1

[ak('?, ) TPl n) . ‘[‘"’ )

Mhei

—pwiln )2 ""” ’]dn+a2(f)wz ™ Ol m)Be(n, )y = 0,
k=1,2--n  {(5.39)

Substitnindo na Equagao (5.39) 8x(y,7) pela férmula da inversa,

Equagao (5.37), e somando a equagao resultante com as equagies correspondentes
para as outras camadas, chega-se a

(1) Q) S [ O (,)
dr +; Ni-[-,-) 2;1"’# - ¥r,i(7, TJ—ar—dq-i—

=1

+ (n?(f) - ﬁﬁ‘.%ﬂ)&m = gi(7) (5.40)

onde

R e e~ LY

k—1i

E feita a integragio no lado direito da Equagio (5.41) usando-se as
seguintes identidades
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§@MWﬁM?U sl 1) 4

a’pk l(’h } aﬂk(t}, 7)

AL 4 (5.42)
3 3ni(m 1) _ 'Hﬂ)
zﬂi(?k(v.f}——ﬁga?—z-) = O(y, 1) i 1

awk;(ﬂ:"] 39:;(:},7] (5.43)

on dn

Subtraindo a Equagdo (5.42) da Equacio (5.43) e substitmindo o
resultado na Equagio (5.41), obtém-se

gi{7) = 0:{0, T]ktwlﬁ—f(qof) ¥l )kkaﬁi(o 1) +¥n.i(7)
30“( (T]'T] ~ Bn(8*(r), 1)k} awn"g;(fl'f] (5.44)

Substituindo as condigGes de contorno, Equagoes (5.11), (5.12),
(5.18) e (5.21), verifica-se que

g(r) =0 (5.45)

A Equagao (5.40) pode ser reescrita na forma abaxo

o0
d‘r E

1=l

( 2(r) - N,-l['r) %)5;(1):0 (5.46)

onde

n

Air) = )i " rity,n) il (5.47)
=1

Nk—13
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Para o cdlculo da velocidade da fronteira mével, substitui-se 8 (n, 7)
na Equacdo (5.15) pela formula da inversa, Equacao (5.37), tem-se entao

,ds (1 —Q- iaibn i(g*(r), 7) ir((ff) (5.48)

=1

Derivando-se a quagio (5.30) e substituindo o resultado na Equagio
(5.48), chega-se a :

ds* (T) [ Q'*'Z Wn :¢n— [7) . g‘(T]] (5_49]

senwn,i(8*(7) ~n-1) Ni(r)

A técnica da transformada integral generalizada transformou as e-
quacoes diferenciais parciais do problema num sistema de equagoes diferenciais
ordindrias, Como este sistema & infinito, na solu¢do computacional é necessiria a
sua substituicdo por um sistema finito de ordem N. O sistema transformado final
pode ser escrito como

df; N 1 dNi{r Aiy(7
Ti%;{&,-[ﬁ&p ) | Aol }s',-(f)=

r>0, i=12---N (550

enquanto que as condigoes micials transformadas sao dadas por

8:(0) = Z: [} wiPki (7, 7)8k,0(n)d7, i=12--,N (551

A equagao diferencial para a posigao da fronteira mével pode ser
reescrita como |

ds*(7) _ W i¥—1(7) 0y(1)
dr _[—Q sem"nn 3‘(7) Mn— ] ZN“ (5.52)

- com a condigao inicial



#(0) = 1 (5.53)

As Equagoes (5.50) a (5.53) formam um sistema de equagoes dife-
renciais ordindrias e podem ser escritas na forma matricial dada a seguir

Y'(r) = A(r)y(r) +g (5.54)

y(0) =f (5.55)
onde,

y(r) = {B:(),0a(7), -, Bn (), 8*(7) } (5.56)

= Uhdol) (5.57)

( 1 dNy(7
aif{7) = { 0 [a“s m“‘ d“r( ) +
Ai{1) para §,j<N

N TORE
13¢5 5(8°(1),7) 1 {5.58)
v Oy Ny(r)’
para j< N

A(r) = {ai5(r)}, S

en+1,5(7) = —

\B{’N.}](leo, para lSN-i-l

g= {o,o,---,o,-%}T | (5.59)

Nota-se que o sistema de equacoes € nao -linear, devido aos coefi-
cientes da matriz, a;,(7), que dependem da posigao da fronteira mavel, 8*(7).

O sistema ndo -linear de equagoes diferenciais ordinérias pode ser re-
solvido numericamente utilizando-se a subrotina DIVPAG da biblioteca de subroti-
nas cientfficas IMSL (51), que permite o controle do erro na solugao de problemas
de valor inicial usando o mélodo de Gear, Em (52) é apresentado um algeritmo
bdsico para a solu¢do da presente classe de problemas parabdlicos, através da
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{écnica da transformada integral generalizada, incluindo um esquema adaptativo
que automaticamente controla o numero de equagoes consideradas através de um
procedimento, que acrescenta ou refira termos de mais alta ordem, de acordo com
o comportamento da convergéncia local e respeitando a precisao desejada.

Os autovalores g;{r) também podem ser determinados através de
um procedimento alternativo caso seja possivel transformar as Equagdes (5.31)
a (5.35) em equaghes transcendentais e através destas chegar a um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias para os N autovalores necessirios partindo das
condigOes iniciais, p;(0) = g0, t = 1,2,...,N. O sisterna completo resultante,
neste caso, envolve 2V + 1 equagoes diferenciais ordinarias acopladas, mas a solugao
das equagdes transcendentais é evitada.

Quando as temperaturas transformadas tiverem sido calculadas nu-
mericamente, nos instantes de interesse, a formula da inversa deverd ser usada
para o calculo do perfil de temperatura original.

5.6 - SIMULACAO DE UM PROBLEMA DE ABLAGAO EM UM MEIO COM-
POSTO POR DUAS CAMADAS

A seguir ¢ resolvido o primeiro exemplo apresentado no Capitulo
4, de ablagio num meio composto por duas camadas, e sao feitas comparacses
entre os resultados obtidos com elementos finitos e 0s obtidos com o uso da TTIG.
O esquema pode ser visto na Figura 5.1 considerando-se o mesmo sistema de
coordenadas da Figura 3.1 e notando-se que a primeira camada corresponde agora
acamada de aluminio, que estd isolada termicamente em z = . A segunda camada
¢ a de Teflon, e as propriedades térmicas utilizadas sio as mesmas do Capitulo 4.
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Fig. 5.1 - Esquema do problema de ablagao.

Usando as propriedades adimensionais definidas anteriormente, no-

ta-se que
z . g st az(t —¢
_ Ta-Ti(z,4) Taw-Tzt) . w
bin,r) === Blnrl = — R v =

k1

@zlikfzguki'—'l

onde Ty € a temperatura inicial do problema de pré-ablacao , que neste exemplo é
igual a 536 R (298 K. Através da solugao da equagao linear de condugdo de calor
chega-se a {y = 0,01518, quando comega a haver ablacao na fronteira £ = L, onde
L - I 1 + 12.

Reescrevendo as Equagdes (5.9), (5.11) e (5.12) para as duas ca-
madas, tem-se

12 Camada
e 301 T) e 8701(n,7) 0<n<l  1>0  (560)
19y U ag? B X '
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6‘9[ (0, T) _
oy

k! 0, >0 (561

2¢ Campada

80a(n,7) _ 9*8a(y, 1) 1
or qu ! 2

<y<sr), 7>0 (5.62)
com a condi¢3o de contorno
b2(s*(7), 7) =0, 7>0 (563

Ag condigoes de contorno na interface entre as duas camadas, admi-
tindo-se um perfeito contato entre elas, 830 dadas pelas Equacdes (5.13) e (5.14)

1 1
k: 691‘;5, 7) — 6026(3, T) , T > 0 (5-64)

1 1
31(-2-,1] = 92(5,1), >0  (5.65)

As condi¢bes iniciais para as Equactes (5.60) e (5.62) sBo dadas
pelas Equagoes (5.10), onde o perfil final de temperatura resultante da solugio da
equagao linear de condugio de calor corresponde ao perfil inicial de temperatura
para o problema de ablagao .

. A equagdo de movimento da fronteira mével pode ser obtida rees-
crevendo-se a Equagao (5.15)

dlr) __p_ 9600 (0)7)

v dr dn ’

7>0  (5.66)

onde

Q= _ar V= 9
ko(Tap —To) co2(Tas — To)

e a condigdo inicial é dada pela Equacio (5.16).
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O problema de autovalor correspondente as Equacgoes (5.60) a (5.65),
¢ dado pelas Equagdes (5.17) a (5.21) que sao reescritas como

2 .
i 0 4 ot = o 0<n<y (567
%4 ; 1 *
F2i0) | 27y gait) =0, o<n<s(r)  (568)
dn 2
sujeitas as condigoes de contorno
* 6¢l.5(0] —
=g =0, 7>0  (5.69)
1 1
¥14(3) = $a4(3), >0  (5.70)
kt ___‘9””3;(%) = __._a"’;';(%), >0  (5.71)
¥a,i(6”(7)) =0, ' 7>0  (5.72)

Para o cdlculo dos antovalores em 7 = 0, resolve-se o sistema de
Equagdes {5.31), (5.32) e (5.33), que é a antocordigao do problema de autovalores.
O sistema resnlta na seguinte equacgdo transcendental

0 (5.73)

sen(-“"—;’-‘;)sm (w;,,-) - ‘;z)’:‘ cos(w;’i )coa(w;’{ )

onde,

wri = #(0), /t:—g k=12  (5.74)

As raizes da Equacio (5.73) podem ser calculadas por intermédio
de diversos algoritmos proprios para o cdlculo de raizes de fungdes, fomando-se o
cuidado para nao haver perda de nenhum autovalor. Neste trabalbo foi utilizada
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a sub-rotina DZBREN do software IMSL (51) onde, para o cdlculo das rafzes, é
necessdric conhecer os limites inferiores e superiores de cada intervalo que contenha
nma raiz. Foifeito um rastreamento cuidadoso, fazendo em cada passo de cdlculo,
Pinf = Pinf + Ap e poup = poup + Ap, onde pins e ey 830 respectivamente, o
valor minimo e maximo de g no intervalo Ap. Foi escolhido o intervalo Ap = 10—4
entre ins € Maup para nao haver perda de nenhum autovalor.

Os coeficientes #§(r), ¥1(r) e ¥3(7) podem ser calculados fazendo
¥; = —senwy; (s*(7) — §) e usando as Equagdes (5.31) e (5.33). Obtém-se entao

v4(r) = - “"wj:s(f%:))“ 1) (5.75)
¢a(r) =0 (5.76)

_ Conhecendo os coeficientes 3 (7), ¥1(7) e ¥3(7), pode-se reescrever
a Equagao (5.30) para obter as autofungbes

aenwa i{8* (1) — L)cosw; i

h(n,7)=- o (5.77)
: cos (%)
e
VYa(n,7) = ~senwy ;(8*(1) —7) (5.78)
A norma das autofungées é obtida usando a Equagio (6.38), que
resulta em

s

Ni{7) = ﬁ%(ﬂ_ -sen’pi(r)(8*(7) - .;_) - tan( : }+

wi; sennﬂi(f)(s‘ (r) - %)
31) cos? ()

(s(r)—3)
2K3

+
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_son2pi(r)(s*() — §)
i (T) B (5.79)

As condigoes iniciais para o sistema transformado de Equagoes dife-
renciais ordinarias (5.50) é dado por

0= 3~ [ wisnsla, oeolads (550

onde f0(n) é o perfil de temperatura resultante do problema de pré-ablagao
resolvido no Capitulo 4.

Para a solugao do sistema de EDO’s é necessdrio calcular as derivadas
temporais das normas e oy coeficientes Ay;(7) dados pela Equagio (5.47). Essas
fungoes podem ser avaliadas numéricamente ou analiticamente dependendo do grau
de complexidade encontrado. Nestie trabalko foi uiilizado o softwere DERIVE (53)
para o calculo analitico dessas fungoes segundo o procedimento mostrado a seguir.

Utilizando a regra da cadeia para o cdlculo da derivada da norma
chega-se a

aNi(r) _ aNi(r) ds*(r) , aNi(r) dpi(r)
or ds*(r)  d7 Aui(r) dr

(5.81)

e para o cilculo de A;;(7), tem-se

s*(7) _ Aa i(n,7) , da*(7)
+/'.‘r Y.i(n,7) Bs,i('r) dn—g—+

3 : _
+wf‘£' ¥i,4(n,7) agl}»‘;((’i’)f)dqdﬂér(f]+
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e i
# [ vt 2l gy 1) (582)

Como as normas e as autofungdes s3o fungoes explicitas de 8%(7) e
#i(7), a Equagdo (5.81) pode ser avaliada diretamente pelo software DERIVE.
Aij(r) serd uma funcdo das derivadas temporais de 8°(7) e (7).

Para calcular ——= dpi(7) deriva-se a aniocondi¢io do problema de auto-
valares, fiquagio (5.73}, que resulta em

dpi(r) _ pi(r)senw ds"(f
T grenttn)ate) ) + (@) oenons|

) (5.83)

e para o cilculo da velocidade da fronteira mével, utilizando-se a Equagao (5.49)
chega-se a

- o g

Conhecendo as derivadas em relagio ao tempo de &;(0), pi{7) e 8*(7),
dadas pelas Equagoes (5:50), (5.83) e (5.84), pode-se criar um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias com as condigbes iniciais conhecidas. Hd duas alternajivas
para tratar o problema. A primeira é a solugao de um sistema acoplado de EDOs
de dimens3o N + 1 x N + 1 cujas varidveis sao §;(0) e s*(r). Os antovalores
seriam, nesse caso, avaliados em cada instante de tempo pela solugao da Equacao
transcendental (5.73).

A segunda alternativa, que serd utilizada neste exemplo, baseia-se
na solugac de um sistema acoplado de EDOs com 2N + 1 equagoes . Nesse caso,
depois de calcular os autovalores em 7 = 0, nao é mais necessirio resolver a equagao
transcendental para cada instante de tempo. Os N antovalores, os N potenciais
transformados, Equagoes (5 51), e a posicao da fronteira mével em 7 = 0 servirao

-----
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5.7 - RESULTADOS E DISCUSSAQ

Foram feitas simulagées considerando-se diferentes ordens de trup-
camento para desenvolvimentos em série, com N < 40. Os autovalores, que depen-
dem do tempo, foram determinados simultaneamenie com os potenciais transior-
mados, na forma de equagoes diferenciais ordindrias, partindo da condigao u;(0),
i = L,2,...,N. O problema de valor inicial foi resolvido através da subrotina
DIVPAG da biblioteca IMSL (51), com uma tolerancia especificada de 1073, Na
Figura 5.2 é mostrado a convergéncia do fluxo de calor rejeitado pela superficie,
isto é, a taxa de energia consumida pela ablagio da camada de Teflon (= p24* Ha).
Pode-se observar que hé convergéncia nos resultados 3 medida que se aumenta o
ntimero de termos da série. Pode-se observar também uma regiio epire 2 s ¢ 4
s ande pode-se considerar que o regime permanente tenha sido atingido. O valar
do fluxo de calor rejeitado por uma placa plana semi-infinita em regime perma-
nente {g}ip) corresponde a 2.201, 7kW /m?. O valor encontrado em t = 3,5s foi
de 2.213,3&kW /m? para um desenvolvimento em série de 40 termos.

Na Figura 5.3 sao mosiradas as distribuicoes de temperatura na
placa para os tempos de 0,25, 38 e 5 5. Nofa-se em ¢ = 0,23 que as respostas apre-
sentam oscilacdes que diminuem 3 medida que se aumenta o nimeroe de termos das.
séries. Em £ = 38 a série de 5 termos ainda apresenta algumas oscilagoes no perfil
de temperatura. Pode-se notar também a diferenga apresentada para a posigao da
fronteira mével. Em ¢ = 52 embora nao ocorra mais oscilagoes pode-se observar
pequenas diferencas para a posicio da fronteira move] e uma diferenca acentuada
nas distribuigoes de femperaturas que podem levar a um super-dimensiosamenfo
e um projeto nIna vez que as temperaturas miximas admissiveis na estrutura e
na cola, se for usada, n3o podem ser atingidas.

Na Figura 5.4 sao apresentadas distribuigoes de temperaturas para
alguns instantes de tempo para um desenvolvimento em série de 40 termos. Pode-
se observar que até aproximadamente 48, a camada de Teflon nao sente a presenga
da camada de aluminio no processo de transferéncia de calor. A andlise feita em
(43), que considera a ablagdo em apenas uma camada, seria suficiente para resolver
0 problema até este instante.

Na Figura 5.5 é feita uma comparagio de resultados com os obtidos
no capitulo anterior utilizando-se elementos finitos e com os obtidos em {29) por
diferengas finitas. Observando-se o grifico, pode-se comprovar que a divergéncia de
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resultados apresentada no Capitulo 4 cnire o método de elementos finitos (MEF)
e 0 método de diferengas finitas (MDF) (29), deve-se a influéncia da presenga da
~amada de aluminio no processo de transferéncia de calor. Nota-se na figura que a

alugdo pela TTIG (N = 40) acompanha a solugao de elementos finitos, mostrando
Jue, apesar das trés solugbes manterem-se praticamente juntas durante uma boa
parte do tempo, no iltimo segundo de simulagao a solugao pelo MDF diverge das
outras duas. Isto pode ser explicado pelo esquema utilizado em (29) que faz com
que a malha computacional acompanhe o movimento da fronteira movel através
da eliminagao sucessiva dos 1iltimos nés da camada de Teflon. A elimina¢io do né
na interface enfre as duas camadas leva a um erro na solu¢ao quando os gradientes
de temperatura atingem a camada de alumfinjo.
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Fig. 5.2 - Fluxo de calor rejeitado por mudanga de fase na superficie.
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Fig. 5.5 - Comparagao de resultados para o fluxo de calor rejelta.do entre 3
métodos: TTIG, MDF e MEF.

5.8 - CONCLUSAO

Neste capitulo foi feito um desenvolvimento com o objetivo de aplicar
a técnica da transformada integral generalizada 3 solugao de problemas de ablagao
em miltiplas camadas. Através do uso da TTIG foi possivel chegar a resultados
que estao em boa concordancia com os obtidos pelo uso de elementos finitos na
primeira simulagao computacional feita no Capitulo 4. A técnica mostrou-se capaz
de analisar o desempenho de materiais ablativos de baixa difusividade térmica
como aqueles que cogtumam ser empregados na industria aeroespacial.

Embora o problema resolvido tenha o fluxo de calor incidente cous-
tante, considerando-se o sucesso obtido com o uso da TTIG para a solugao de
problemas de ablagio com fluxo de calor varidvel (43), pode-se esperar que bons
resultados sejam obtidos na analise de problemas reais de reentrada.

Uma grande motivacao que existe no uso da TTIG para problemas
deste tipo, ¢ a possibilidade de desenvolver-se solugoes adaptativas como o que foi
recentemente feito em (52). A solucio adaptativa é obtida através do truncamento
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da série, o que é feito depois de uma andlise da influéncia dos termos que serao
negligenciados sobre a solugao com todos o3 termos.



CONCLUSAO

Os resultados obiidos com o uso do ciédigo de elementos finitos
mostraram-se em boa concordancia com os resultados encontrados na literatura. O
cidigo desenvolvido, gue nsa uma malha compatacional que se adapta ao dominio
variavel, mostron ser adequado para tratar problemas encontrados em aplicagoes
aeroespaciais, onde a protegao térmica é composta por mais de uma camada e
onde o fluxo de calor varia com o tempo.

O primeiro problema a ser resolvido foi o problema de ablagzo com
fluxo de calor constante numa placa composta por duas camadas. Foram utilizados
nas duas camadas, materiais que sao comumente empregados na indistria aeroes-
pacial, como é o caso do Teflon e do alumfrio. Foram feitos testes de convergéncia
variando-se a discretiza¢io espacial e o intervalo de integra¢do no tempo. Uma
discretizacio usando uma malba de 20 ndés e At = 10~*s mostrou ser adequada,
apresentando uma diferenca relativa a uma solugao que usa uma malha de 100
nds, abaixo de 0,1% durante quase toda a simulagio . Os resultados obtidos para
o fluxo de calor rejeitado na superficie apresentaram uma divergéncia no final da
simulagao computacional em relagio aos resultados obtidos na literatura pelo uso
de diferengas finitas.

O segundo problema que foi resolvido tem como objetivo prever o
desempenho do cédigo computacional na solugao de problemas reais de reentrada,
onde o fluxo de calor varia com o tempo. Foi empregada a mesma discretizacio
que se mostrou adequada no primeiro problema, gerando resultados que estio em
boa concordincia com os apresentados na literatura para o fluxo de calor rejeitado
pelo processo de ablagao na superficie.

A técnica da transformada integral generalizada (TTIG) foi utilizada
no Capitulo 5 para a andlise de problemas de ablagio em meios de miltiplas
camadas, estendendo o que foi recentemente consegnido pelo nso da técpica na
solucdo de problemas de ablagio em uma iinica regido. O primeiro problema do
Capitulo 4 foi resolvide pela TTIG para diferentes ordens de truncamento dos
desenvolvimentos em série. Os resultados obtidos pela TTIG validaram os obtidos
por elementos finitos mostrando que a divergéncia ocorre devido a erros na solugao
por diferengas finitas, Os erros devem-se a0 esquema empregado na solugao por
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diferencas finitas que adapta a malha computacional ao dominio méve) através da
eliminacio do dltimo né da primeira camada, que leva a erros quando os gradientes
de temperatura na primeira camada atingem a segunda camada, mostrando que
este esquema nao € apropriado para tratar problemas de ablagao em meios de
miiltiplas camadas.

Embora o uso da técnica SU/PG ndo tenha resultado numa melho-
ria significativa da solugdo devido 3 pouca influéncia dos termos convectivos da
equacao de transferéncia de calor na primeira camada, para a solugao de proble-
mas de ablagao em materiais carbonizaveis, o uso da formulagao SU/PG poderd
ser muito importante devido 4 maior influéncia dos termos convectivos. A solugio
de problemas que envolvem carbonizagao, assim como problemas que envolvem
oxidagio, pode vir a ser uma estensio do presente irabalho para abranger nma
maior classe de materiais.
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