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RESUMO

Em satélites para observagdo da Terra, &

necessario um Sistema de Controle de Atitude (S.C.A.) na
estabiliza¢do, pois mesmo que o veiculo seja precisamente
orientado no langcamento (com rotacdo correta), este tende a

se desviar desta orientacdo devido a influéncia de torques
ambientais, mudancas internas e acoplamentos da dinamica de
atitude com a dindmica orbital e flexivel do satélite. A
configuragcdo do S.C.A. adotado (um volante de inércia e
duas rodas de reacdo) apresenta forte acoplamento entre
"roll" e '"yaw", tratando-se, portanto, de um sistema
multivaridvel, enquanto o eixo de "pitch" é praticamente
desacoplado. O modelo linear da dinadmica de atitude deste
satélite apresenta incertezas devido as dindmicas néao
modeladas dos painéis flexiveis e a variagdo do acoplamento
giroscoépico, provocado pela mudanga na velocidade do
volante de inércia. Utilizou-se para o projeto do S.C.A.
operando no modo normal, a metodologia LQG/LTR ("Linear
Quadratic Gaussian/Loop Transfer Recovery"). Esta
metodologia & inerentemente uma metodologia de projeto para
sistemas do tipo '"MIMO", onde a estrutura do compensador &
conhecida por "MBC", a mesma de compensadores LQG. Ela
reune abordagens tanto no dominio do tempo como no dominio
da frequéncia, e apresenta a grande vantagem de tratar a
robustez a nivel de projeto. As especificag¢des do projeto
no dominio da frequéncia, usuais para sistemas do tipo

"SISO", como margens de fase e de ganho, banda passante,
caracteristicas de rejeigao a perturbacodes e
insensibilidade a variacdo nos paréametros, sao estendidas
para o caso "MIMO" através do <conceito de valores

singulares. A metodologia LQG/LTR basicamente permite a
recuperacgao das excelentes caracteristicas quanto a
robustez de sistemas LQOR quando o estado nao é
completamente medido. Entretanto as especificacdes no
dominio do tempo sdo de dificil tratamento. Devido a
facilidade de utilizacdo da metodologia e aos resultados
obtidos nas simulacdes terem sido bastante satisfatérios,
concluiu-se que a metodologia LQG/LTR & uma opcdo bastante
atraente para o projeto de S.C.A.’s gquando o modelo de
projeto & do tipo "MIMO".



PROJECT OF AN ATTITUDE CONTROL SYSTEM (THREE AXIS)
OF A SATELLITE USING THE LQG/LTR METHODOLOGY

ABSTRACT
In Earth remote sensing satellites, an
Attitude Control System (A.C.S.) is necessary for
stabilisation, due to the fact that even the vehicle is
precisely oriented in launch, it deviate from this

orientation due the influence of ambiental torques,
internal changes and coupling between atitude dynamics and
satellite’s orbital and flexible dynamics. The
configuration adopted for the A.C.S. (a momentum wheel and
two reaction wheels) exhibit a strong coupling between roll
and yaw, hence it is a multivariable system, while the
pitch axis is practically decoupled. The linear model for
the attitude dynamics of this satellite exhibit
uncertanties due to non modeled dynamics of the flexible
panels and giroscopic coupling variations, caused by
momentum wheel velocity changes. The LQG/LTR methodology is
used to project the A.C.S. operating on the normal mode.
This methodology is inherently a multivariable tool, where
the compensator’s structure 1is known as MBC, the same
structure as LQG compensators. It is based on both, time
and frequency domain approaches, and has the great
advantage of treating the robustness at project level. The
frequency project specifications, usually used for SISO
systems such as gain and phase margins, bandwidth,
disturbance rejection characteristics and insensitivity to
parameter variations are extended to the MIMO case through
the singular value concept. The LQG/LTR methodology
provides, basically, the recover of the excelent robustness
characteristics of systems with LQR regulators when the
state is completely measured. Oon the other hand,
specifications on the time domain are difficult to deal
with. In view of the easy usage of the methodology and good
simulations results obtained, it has been concluded that
the LQG/LTR methodology is an atractive option to project
A.C.S. when the model is a MIMO type.
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Vi - Coeficiente de Poisson

pA - Densidade atmosférica

Ta - Torque aerodindmico

Text - Torques externos

T, - Torque magnético

W - Matriz de componentes da velocidade
angular

wWo - Rotacdo orbital

® - Velocidade angular instanténea do satélite

em relagdo ao sistema inercial
Qd, Qr, Qn, Qdnm - Faixa de frequéncia de energia
significativa da: perturbac¢do, referéncia,

ruido no sensor, dindmicas ndo modeladas
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERAGCOES GERAIS

No estudo da dindmica dos corpos é
conveniente decompor o movimento em uma translagdo do
centro de massa do corpo (C.M.) associada a uma rotacgdo do
corpo em torno deste. No caso de satélites, a translacgdo do
C.M. ou a trajetdria & conhecida como movimento orbital,
enquanto a orientagdo do corpo é& conhecida como atitude.
Embora exista uma dependéncia entre o movimento orbital e
sua atitude & comum, no caso de satélites, considerar os
movimentos independentes. Isto ndo ocorre, por exemplo, com
veiculos de baixa altitude onde, devido a atmosfera, a

trajetdria é fortemente determinada pela atitude.

O estudo da atitude de um satélite pode ser
dividido em determinag¢do, predigdo e controle. Determinacgéo
de atitude & o procedimento de se obter a orientagdo do
satélite relativa a um referencial, a partir de dados dos
sensores e de sofisticado tratamento computacional destes,
em geral efetuados em Terra. Sua precisdo é limitada pela
precisdo dos sensores e pelos métodos computacionais
utilizados. Predicdo de atitude & o processo de estimar a
futura orientacao do satélite através de modelos dinamicos
e sua precisdo & limitada pelas incertezas nos torques
ambientais e nas condig¢des 1iniciais e pela limitag¢dao no
modelo dindmico do satélite. Controle de atitude é o
processo de orientar o satélite de uma forma especifica e
pré-determinada. Esta dudltima operagdo & efetuada pelo
chamado Sistema de Controle de Atitude (S.C.A.) e a sua
precisao é limitada pelo desempenho da configuracdo adotada

e pelo algoritmo de controle. Os S.C.A.’s séo



frequentemente necessarios, exceto em algumas poucas

P

aplicacdes onde a atitude é irrelevante.

Os S.C.A.’s apresentam basicamente cinco
modos de operacdo: manobra de atitude, ou seja, reorientar
a nave de uma atitude conhecida para outra; aquisicgdo de
atitude em que o objetivo é orientar a nave a partir de uma
atitude desconhecida; estabilizacdo de atitude (modo
normal), onde deve se mahter uma determinada atitude em
relacdo a um sistema de referéncia, o qual pode ser
inercial ou girar lentamente, como & o caso dos satélites
orientados para a Terra, de forma a neutralizar os efeitos
dos torques ambientais; dessatura¢do de rodas (somente para
satélites que apresentam rodas de reac¢do), quando as rodas
de reac¢do atingem velocidades elevadas devido a torques
seculares sendo necessario portanto, eliminar momento do
conjunto total; modo de emergéncia (sobrevivéncia),
correspondente & situacdo em que algum elemento do S.C.A.

ndo estd operando satisfatoriamente (Souza, 1981).

Em alguns modos de operac¢do os S.C.A.’s podem
ser auténomos (nhao dependem de comandos da Terra) e, em
geral, sdo inteiramente comandados por um computador de
bordo (com meméria limitada), ou podem ser ndo autdnomos,
com parte das operacgodes efetuadas em Terra, onde
frequentemente computagdo mais sofisticada é possivel,

porém em geral, sdo menos precisos (Wertz, 1978).

A sequéncia natural dos modos de operacdo é:
1) aquisicdo de atitude na separacdo do Ultimo est&gio;
ii) modo normal onde efetivamente as funcdes se iniciam;
iii) eventuais manobras e dessaturacdes efetuadas ao longo

da missé&o.



As missdes podem ser as mails variadas, das
guais destacamos os satélites utilizados para observacéao
astrondmica, para observacdo da Terra (meteoroldgicos,
oceanograficos, sensoriamento remoto), de comunicacdo, para
auxilio na navegagao, etc., o que determina as
caracteristicas da o6rbita utilizada (altitude, inclinacao,

excentricidade, etc.).

Quanto aos requisitos de atitude da misséao,

genericamente existem trés categorias:

1) Um eixo deve permanecer em uma direcdo inercial,
como €& o caso do Explorer I e dos primeiros
satélites de comunicacéao.

2) Trés eixos devem permanecer fixos no espago
inercial, como é o caso dos satélites para
observag¢des astrondémicas.

3) Trés eixos devem permanecer alinhados com um
sistema de referéncia rotatério, como & o caso de
satélites que devem manter apontamento para a Terra
(sensoriamento remoto, telecomunicacdes e

meteorolégicos).

Diz-se que o primeiro tipo & estabilizado em
um eixo e os dolis seguintes em trés. Algumas vezes existem
requisitos relativos as partes mévels do veiculo tais como
painéis solares e telescdOpios, exigindo um sistema de

controle para posicionéd-las em relacdo ao satélite.

A Miss&o Espacial Completa Brasileira (MECB)
prevé o langamento de quatro satélites, sendo dois de
coleta de dados e dois de sensoriamento remoto. Enquanto os
dois primeiros s&o estabilizados em um eixo e encontram-se
em fase final de testes, os dois uUltimos sdo estabilizados

em trés eixos e estdo em fase de projeto. Os satélites de



sensoriamento remoto (Figura 1.1) sdo de pequenas dimensdes

(aproximadamente 150 kg), possuem pequenos painéis solares
(0,9 m x 0,7 m), o6rbita baixa (em torno de 640 km), quase
polar - (97,80), heliossincrona, com excentricidade

praticamente nula e devem atender a estreitos requisitos de

atitude e de movimento de atitude:

a) 0,5  de precisdo angular em relacdo a atitude
nominal para cada um dos trés eixos (roll, pitch e
yaw) ;

b) 6,5x10{”/s de precisdo em velocidade angular em
roll e pitch;

c) 1040/5 de precisdo em velocidade angular em yaw.

Fig. 1.1 - Satélite de Sensoriamento Remoto.
Este satélite apresenta algumas
caracteristicas peculiares principalmente devido a

limitagdo de peso e tamanho: 1)seus pequenos momentos de



inércia deixam-no muito sensivel aos torques de controle,
podendo comprometer o desempenho e ndo atingir as estreitas
especificag¢des de atitude; 2) existe limitac¢do no peso e na

poténcia do S.C.A..

Os S.C.A.'’s podem ser classificados em
ativos, passivos e hibridos dos dois primeiros. Os S.C.A.’s
ativos sdo constituidos de sensores (sensor de horizonte,
sensor solar, .giroscodpio, magnetémetros, etc.y), um
controlador (légica de controle) e atuadores (jatos de géas,
rodas de reacadd, espiras magnéticas, volantes de inércia,
etc.). A partir dos sinais dos sensores, o controlador
aciona os atuadores convenientemente de forma a atender os
requisitos de atitude. Os S.C.A.’s ativos geralmente sdo os
mais precisos (Figura 1.2a). Os S.C.A.’s passivos nao
contém sensores nem atuadores pois a proéopria dinadmica do
satélite associada aos efeitos do meio ambiente apresenta
uma configuracdo estdvel (Figura 1.2b). Geralmente sao
sistemas mais simples e de baixo consumo, porém tem
limita¢gdes quanto a precisdo e podem apresentar problemas
na fase de aquisic¢do. As técnicas mais comuns de controle
passivo sdo estabilizacdo giroscépica (spin e dual-spin),
onde o amortecimento de nutacdo é também passivo, sendo
acionado pelo proprio movimento do satélite e age
dissipando energia (pendular, corrente de Foucault, tubo
com esferas, anel com liquido viscoso) e estabilizagdo por
gradiente de gravidade {(G.G.). Os S.C.A.’s hibridos
apresentam caracteristicas de ambos os S.C.A.’s mencionados
anteriormente. Ccomo exemplo tem-se a estabilizacgao
giroscopica, onde & comum a presenc¢a de controle ativo para
correcdo do eixo de rotagdo e amortecimento da nutacio. A
estabilizacédo giroscoépica com controle ativo é

frequentemente ,utilizada em satélites orientados para

o)}

Terra principalmente em satélites geoestacionarios.
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Fig. 1.2 - Sistemas de Contreocle de Atitude: a) ativo;
b) passivo.

Adaptada de Roberscn (1979), p.4.

A escolha da configuragdo, 1isto &, dos
elementos fisicos gue compdem o S.C.A., & tarefa complexa e
depende de diversos fatores tails como: requisitos de
atitude da miss@o (precisdo), caracteristicas da 6rbita,
energia e/ou combustivel disponivel ©para o S.C.A.,
limitagdo no peso e no volume, confiabilidade, duragdo da
missdo, custos, etc. Vale lembrar que ndc existe apenas uma
configuragdo possivel para uma determinada aplicagdo. Esta
ndo padronizagdo dos S.C.A.’s pode ser observada na
diversidade de S.C.A.’s utilizados em satélites em operagédo
para uma mesma aplicacgédo. Para os satélites de
sensoriamento remoto da MECB, até o presente momento, a

escolha da configuragd@o do S.C.A. estd em fase preliminar.



No caso de S.C.A.’s ativos, a 1lbégica de
controle é desenvolvida a partir de um modelo matematico do
sistema fisico. Em aplicag¢des praticas é importante se
considerar as limitac¢des do modelo, isto &, considerar as
incertezas da planta (variacdo dos paradmetros, dinamicas
ndo modeladas, incertezas nos parametros), ao invés de se
trabalhar apenas com a planta nominal. Enquanto que para
sistemas de uma entrada e uma saida (SISO em inglés) este
problema foi resolvido ha bastante tempo (década de 40),
basta lembrar a popularidade das margens de estabilidade, o
caso de sistemas de miltiplas entradas e maltiplas saidas
(MIMO em 1inglés) é ainda uma &rea de pesquisas.
Estudando-se o caso MIMO surgiu o termo controle robusto
(década de 70) que trata essencialmente do problema de
analisar e projetar sistemas de controle precisos onde o

modelo da planta apresenta incertezas significativas.

A metodologia LQG/LTR ("Linear-Quadratic
Gaussian/Loop Transfer Recovery"), desenvolvida em grande
parte por Doyle e Stein (1981), & uma importante ferramenta
de projeto de sistemas lineares MIMO no contexto do
controle robusto. Ela reune abordagens baseadas tanto no
dominio do tempo (LQR ("Linear Quadratic Regulator") e LQG
("Linear Quadratic Gaussian")) como no dominio da
frequéncia, sendo esta dltima uma Ggeneralizagao de
conceitos de projeto de sistemas SISO para o caso MIMO
baseado fortemente na utilizagdo de valores singulares.
Mais especificamente, trata-se de um controlador com a
estrutura interna de um regulador LQG, que consiste de um
Filtro de Kalman (FK) associado a um LQR. Vale, porém,
ressaltar que esta técnica estd mais voltada para as boas
caracteristicas de robustez e desempenho dos sistemas com
estes controladores do que propriamente para a otimizacgéao

de algum critério de desempenho.



O método em si & simples e sistematico e as
malores dificuldades encontram-se na formulacgdo do
problema, isto &, na modelagem do sistema e das incertezas,
nas especificagdes de desempenho, na normalizagdo, etc..
Uma vez que o problema esteja bem formulado, a aplicagdo da
metodologia requer, em geral, menos de 10% do esforg¢o total
de projeto (Athans, 1986a). Sdo encontrados varios exemplos
de aplicag¢do da metodologia nas mais diversas &areas (Chan e
Athans, 1984; Martin et al., 1986; Athans et al., 1986;
Kissel et al., 1986; Sundararajan et al., 1987; Tahk e
Speyert, 1989; Wise, 1990; Calise e Prasad, 1990).

1.2 - OBJETIVOS

Neste trabalho, pretende-se mostrar, através
de um caso concreto, que a técnica de projeto LQG/LTR pode
ser uma ferramenta de grande utilidade no projeto de
S.C.A.'s.

Adotou-se um satélite exemplo inspirado em
dados preliminares do satélite brasileiro de sensoriamento
remoto com estabilizacdo giroscédpica, na configuragdo com
um volante de inércia no eixo de "pitch" e duas rodas de
reacdo nos eixos de '"roll" e "yaw", pois é frequentemente
utilizada em satélites orientados para a Terra (Wertz,
1978) . Os estreitos requisitos de atitude e de movimento de
atitude exigem um S.C.A. de alta precisdo, sendo eliminados
preliminarmente S.C.A.’s totalmente passivos. Para esta
configuragcdo o sistema apresenta forte acoplamento entre
"roll" e "yaw" e o eixo de '"pitch'" & praticamente
desacoplado. O modelo da dindmica de atitude do satélite
para pequenas perturbac¢des pode, entdo, ser decomposto em
um sistema multivaridvel para "roll/yaw" e um sistema de

uma entrada e uma saida para "pitch".
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A metodologia LQG/LTR é aplicada no projeto
do S.C.A. para "roll/yaw" operando no modo normal. A
utilizacdo dessa metodologia no S.C.A. do satélite adotado
€ justificada pelas incertezas encontradas na planta devido
ds dindmicas ndo modeladas dos painéis flexivelis e &
variacdo nos pardmetros do modelo, principalmente devido a
variacdo no acoplamento giroscépico provocado pela mudanga
na velocidade do volante de inércia. Para o eixo de '"pitch"
utilizou-se a mesma metodologia, embora pudessem ser

utilizadas as técnicas convencionails de projeto.

1.3 - ESTRUTURA DO TRABALHO

No Capitulo 2 é apresentada uma revisao da
literatura sobre a configuracgéo adotada, robustez,

modelagem do sistema e a metodologia LQG/LTR.

No Capitulo 3 é feita a formulag¢do matematica

do problema. S8o modeladas as perturbacgdes (torques
externos), a dindmica de atitude do =satélite e as
incertezas no modelo. No capitulo 4 apresenta-se a

fundamentagdo tedérica da metodologia LQG/LTR.

No Capitulo 5 é feito efetivamente o projeto
do S.C.A. utilizando-se o modelo da dindmica de atitude
obtido no Capitulo 3 e a metodologia de projeto apresentada
no Capitulo 4. No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusodes

e sugestdes do trabalho.

No Apéndice A encontram-se os dados de
entrada do programa de simulagcdo de torques de radiacdo e
de arrasto atmosférico (Carrara, 1988). No Apéndice B &
desenvolvida a expressdo da energia cinética, utilizada na
formulacgao Lagrangiana. Nos Apéndices C, D e E,

respectivamente, discute-se o problema de normalizacao,
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apresenta-se a decomposigcdo em valores singulares e
discute-se o seu significado fisico no dominio da
frequéncia e, definem-se pdlos e zeros de sistemas
multivaridveis. Os Apéndices F, G e H, respectivamente,
apresentam o critério de Nyquist multivaridvel, o teorema
fundamental da robustez da estabilidade e a prova da
"recuperagdo”" em sistemas com compensadores MBC ("Model
Based Compensator"). No Apéndice I mostram-se as
caracteristicas especialis do problema do "Cheap" LQR gquando
em um Sistema com MBC. A demonstracdo de gque, em certas
condicdes, existe coincidéncia de valores singulares maximo

e minimo em todas as frequéncias, & feita no Apéndice J.
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caPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

A necessidade de S.C.A. na estabilizacdo se
deve ao fato de que, mesmo que o veiculo seja precisamente
orientado no lancamento (com Orbita e rotagcdo nominais),
este tende a se desviar desta orientagdo devido a
influéncia de torques ambientais, tais como pressao de
radiacdo solar, interagdo com o campo gravitacional e
magnético da Terra, arrasto atmosférico, mudangas internas
e acoplamentos da dindmica de atitude com a dinamica

orbital e flexivel do satélite.

Um artigo bastante geral e completo na area
fol escrito por Shrivastava e Modi (1983). Trata-se de uma
revisdo de mais de duzentos artigos que abordam diversos
aspectos da interacgdo entre torques ambientais e dinamica
de atitude, inclusive formas de controle passivo. Maiores
detalhes podem ser encontrados em Pilchowski (1989), Wertz
(1978) e Carrara (1982). Neste Ultimo, encontra-se também
uma simulagdo das forgcas e dos torques em um satélite
especifico ao longo de uma 6rbita. Para um caso mais geral,
referéncia do programa de simulagdo & encontrada em Carrara
(1988) .

Sistemas dque apresentam um momento angular
total elevado em relagdo aos torques externos ("Bias
Momentum Systems") no eixo de "pitch", nominalmente normal
ao plano orbital, onde se incluem dual spin e volante de
inércia (estabilizac¢do por spin ndo fol considerada), séo
frequentemente utilizados em satélites orientados para a
Terra por apresentarem algumas vantagens: 1) possuem
rigidez giroscépica, o que os torna menos sensiveis a

perturbagdes; 2) o acoplamento "roll/yaw" permite a
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estabilizacdo do eixo de '"yaw" dispensando sensor de '"yaw'";
3) o proéprio volante de 1inércia pode ser usada como
atuador para o controle do eixo de "pitch"; 4) o volante
de inércia pode fornecer a rotagao de '"scanning" para o
sensor de horizonte ("scanwheel"). Ou seja, sdo sistemas
que podem prover controle em trés eixos com menos
instrumentacdo gue um sistema com trés rodas de reagao
{Wertz, 1978).

O momento angular destes sistemas pode ser
fornecido por um volante de inércia comum, um "Control
Moment Gyro", isto &, um volante de inércia suportado por
um ou dois "gimbals" ou por parte do préprio satélite,
como nos satélites estabilizados por dual-spin. Nestes
sistemas & necessario outro atuador de forma a corrigir a
direcdo do eixo de spin, desalinhado devido aos torques
externos, como bobina magnética, jatos de gads ou roda
de reacdo, comandados pela Terra ou automaticamente pelo
préprio S.C.A. (Wertz, 1978).

Historicamente (Roberson, 1979; Likins,
1986), o primeiro tipo de estabilizag¢do a surgir foi a
estabilizagdo por spin, onde se coloca o0 corpo com rotagao
em torno do eixo de momento de inércia maximo (minimizar a
energia cinética para determinado momento angular). Até o
langamento do Explorer I em 1958, o dqual foi concebido
para girar em torno do eixo de minimo momento de inércia,
desconhecia-se o efeito provocado pela dissipacdo de
energia (flexibilidade de antenas, apéndices ou partes
méveis internas), e acreditava-se gue a rotacdo em torno
tanto do eixo de momento de inércia maximo como do de
minimo eram estaveis. O Explorer I passou de rotagdo em
torno do eixo de inércia minimo para rotacdo em torno do
eixo de 1inércia maximo devido a dissipacdo. Com o

fracasso do Explorer I, verificou-se gue com a
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dissipag¢do de energia, somente a rotagdo em torno do eixo
de momento de 1inércia maximo era assintoticamente
estavel. Com o intuito de usar antenas direcionais em
satélites estabilizados por spin surgia a 1déia de se
colocar uma plataforma sem rotagdo em satélites deste tipo.
O satélite, entdo, era composto de plataforma e rotor.
Porém, a 1déia de rotacdo em torno do eixo de momento de
inércia maximo permanecia. Apbs alguns estudos,
verificou-se em 1965 que, com amortecedores na plataforma,
era possivel estabilizar o satélite com rotagdo para
qualgquer distribuicdo de inércia. Surgira, entdo, um novo
conceito em estabilizagcdo de atitude, conhecido por
dual-spin, que derrubava a idéia de estabilizagdo somente
com rotacdo em torno do eixo de momento de inércia
maximo. Em 1969 foi langcado o TACSAT I, o primeiro
satélite dual-spin com eixo de rotag¢do correspondente

ao minimo momento de inércia.

Embora o dual-spin e o volante de inércia

sejam, em principio, iguais, algum cuildado deve ser tomado

quando se considera a dissipag¢do de energia. Engquanto no
dual-spin o rotor externo é& parte do satélite, contendo
instrumentos, eletrodnica, tanques de combustivel e,

consequentemente, deve ser modelado como um dissipador de
energia, o volante de inércia ja& se comporta como um COrpo

rigido simétrico (Hughes, 1986).

Num contexto histérico, uma discussdo dos
principais métodos de estabilizagdo é& dada em Roberson
(1979) e Likins (1986). Para o cdlculo de compensadores em
satélites estabilizados em trés eixos utilizando volante de
inércia, exemplos podem ser encontrados em Kaplan (1976),
Hodapp (1973) e Wertz (1978), este d4ltimo sendo wuma
excelente e ampla referéncia na &rea de determinagdo e

controle de atitude de satélites. Em Hammond (1977), é
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feito um estudo comparativo entre configuragdes com rodas

fixas e suportadas por "gimbals".

Em relagdo & configurag¢do contendo um volante

de inércia e duas rodas de reagdo, alguns comentarios podem

ser feitos:

1)

2)

3)

4)

5)

Esta configuragdo em operagdo & muito semelhante a
um volante de inércia suspenso por dois "gimbals",
onde os torques dos "gimbals" sdo substituidos por
torques das rodas de reagdo (Hammond, 1977).

Esta configuragdo é hibrida de controle passivo
(rigidez giroscdpica fornecida pelo volante de
inércia) e de controle ativo (rodas de reagao e
volantes de inércia orientados por sensores).
Nesta configuragdo, como em qualquer outra com
momento embarcado em um eixo, o sistema apresenta
forte acoplamento entre os eixos remanescentes,
no caso "roll"e "yaw", devido ao volante de inércia
no eixo de "pitch".

Sendo 1limitada a capacidade de armazenamento de
momento angular das rodas de reagdao, na presenga de
torques seculares é necessario um atuador capaz de
dessaturar as rodas, como jatos de gas ou bobinas
magnéticas.

A rigidez giroscépica fornece uma estabilizagdo
inercial, que nd3o é& exatamente o caso, devido a
precessdo da o6rbita. O eixo deverda apresentar uma
rotagdo de aproximadamente 1°/dia, valor da mesma
ordem de grandeza dos efeitos dos torques externos.
Este efeito de dindmica lenta deve ser absorvido
através da agdo do S.C.A.. Vale lembrar que o
satélite efetua 14 érbitas/dia, onde praticamente

a estabilizag¢do inercial é conveniente.
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6) Nesta configuracdo existem problemas referentes a

passagem por =zero da velocidade das rodas de

reagdo, devido ao torque de aderéncia, o que
introduz néo linearidades, sendo praticamente
resolvidos através da utilizacdo de mancais

magnéticos (Souza P. N., 1987).
7) Configuragio semelhante j& foli utilizada em outros

satélites, como mostra a Tabela 2.1.

TABELA 2.1 - CARACTERISTICAS DE SATELITES COM CONFIGURACOES
QUE APRESENTAM VOLANTE DE INERCIA

| PARAMETROS OF AIS| | P _ o
NOME MASSA | DARAMETROS ORBITALS| qypye ioppcisio| OBIZTIVOS

E

|
|
i
|

i
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lNIMBUSJ 772Ky 99.9 1089Km|1102Km|VI e RR y gico
- a *1 r,p e|metcorolc-
HIMHUSG‘SZDKq 99 . 0° | 1100Km{1112&m| VI e RR|- - /P & Reteoro
- 1 ) Y GLCo
(") Levido o uma pane no istema de potencia, o CEASAT flcuou en
vperacao por apenas cerca de 3 mnmeses. i
Adaptada de Wertz (1978), p.790.
VI = Volante de Inércia; RR = Roda de Reacgao;
EM = Espira Magnética; r = roll; p = pitch; y = vyaw;
INCL. = 1inclinagdo; PERIG. = perigeu; APOG. = apogeu;
CONFIG. = configuracgdo.
A poténcia exigida pelo satélite é

proveniente de células fotoelétricas montadas nos chamados
painéis solares, sendo proporcional & &rea destes. No
langamento, que é caracterizado por grandes aceleragbes e
vibrag¢des, onde existem limitacbes de peso e tamanho, estes
painéis sdo acomodados de forma compacta e se abrem quando
ja estdo em o6rbita, sendo bastante flexiveis. 0O estudo da

abertura dos painéis pode ser encontrado em Roma (1990).
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Uma revisdo de mais de duzentos artigos que
trata da dinadmica de atitude de satélites com apéndices
flexiveis pode ser encontrada em Modi (1974). A dindmica
das partes flexiveis torna-se significativa gquando as
frequéncias dos componentes flexiveis do satélite tem a
mesma magnitude das frequéncias de corpo rigido do satélite
devido a nutagéo (estabilizados por spin), libragéo
(estabilizados por G.G.) ou frequéncias do sistema de
controle de um satélite controlado ativamente (Wertz,
1978). Estas frequéncias de corpo rigido podem excitar os
modos flexiveis dos painéis solares, o que pode interferir
no movimento de atitude do satélite. Muitos satélites
apresentaram comportamento anémalo devido a este efeito
(Explorer I, Alouette I, entre outros). Quando a mais baixa
frequéncia natural das partes flexiveis é de, pelo menos,
uma ordem de grandeza maior gque a frequéncia de corpo
rigido, a flexibilidade pode ser negligenciada (Wertz,
1978), ou seja, se os modos flexiveis dos painéis ndo forem
excitados, estes podem ser ignorados e, em alguns casos,
mesmo quando excitados devido aos pequenos momentos de
inércia (pequeno acoplamento com o movimento de atitude),
podem ser ignorados. Rigorosamente, os painéis podem ser
excitados por desalinhamento dos rotores com relagdo aos
eixos principais de inércia (Fonseca, 1988) e, em alguns
casos, por gradientes de temperatura (Modi, 1974).

Para se obter um S.C.A. preciso, no sentido
que atenue rapidamente o erro, rejeite perturbagdes e seja
insensivel & variagdo nos parametros em um intervalo grande
de frequéncias, deve-se aumentar a banda do sistema em
malha fechada (M.F.). Este aumento é& limitado pelo ruido
nos sensores, desempenho dos atuadores (saturagdo) e pelas
incertezas do modelo em altas frequéncias. Eliminando-se em
uma primeira andlise a dindmica dos sensores e atuadores,

para se aumentar a banda do sistema & necessario incluir no
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modelo tantos modos flexiveis quantos forem necesséarios de
forma que o S.C.A. ndo excite modos flexiveis ndo modelados
e significativos, que interfiram na atitude (Sundararajan
et al., 1987). Vale ressaltar que existe algum controle na
frequéncia natural do painel, ja& que esta é fungao das
dimensdes, do material e do tipo de engaste do painel
(Fleury, 1989).

Enquanto o modelo da dindmica de atitude para
o corpo rigido pode ser obtido convenientemente através de
uma formula¢do Newtoniana (Wertz, 1978; Kaplan, 1976 ;
Hodapp, 1973), ao se incluir os painéis flexiveis &
preferivel a formulagdo Lagrangiana (Junkins e Turner
(1986), citados por Roma (1990)). Em Meirovitch (1970)
podem ser encontrados os fundamentos tedéricos da formulagdo

Lagrangiana.

Tratando-se de um sistema continuo, o
deslocamento elastico deve ser definido para todos os
pontos do apéndice, portanto & um sistema com infinitos
graus de liberdade, dificil de tratar do ponto de vista do
controle. Deve-se, entdo, discretizar o sistema de forma a
se obter um modelo discreto equivalente, com nimero finito
de graus de 1liberdade, gque mantenha suas principais
caracteristicas (Meirovitch et al., 1979). Diversos métodos
de discretizagdo podem ser encontrados em Meirovitch (1967;
1975). O Método dos Modos Admitidos assume gque os
deslocamentos elasticos podem ser representados como a
superposigdo de fungdes admissiveis dependentes do espago
multiplicadas por coordenadas generalizadas dependentes do
tempo. Meirovitch (1976) discute e compara os resultados da
modelagem de apéndices flexiveis para diversas escolhas de
fungdes admissiveis. Uma ampla analise de vibracdo de
placas de diversas formas para varias configurag¢des de

engaste & encontrada em Leissa (1969).
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Fonseca (1988) obteve o modelo da dindmica de
atitude do corpo rigido com apéndices flexiveis utilizando
a formulagdo Lagrangiana. Desenvolvimentos semelhantes séao
encontrados em Meirovitch (1970), somente para o corpo
rigido e Meirovitch (1976; 1977 e 1979), para O corpo
rigido com apéndices flexiveis. Em Roma (1990),
desenvolveu-se um programa empregando manipuladores
simbdélicos (REDUCE), o gqual obtém, para alguns casos, as

equagdoes de movimento do satélite.

Modelos extremamente precisos sdo, em geral,
de ordem elevada e ndo lineares, © dgque gera leis de
controle bastante complexas. Deve-se, entdo, estabelecer um
compromisso entre a simplicidade e a precisdo do modelo, o
que pode requerer um processo iterativo entre projeto e
modelagem, isto &, para se atender as especificagdes de
projeto, refina-se gradativamente o modelo. Neste contexto,

sdo importantes os métodos de reducgdo de ordem de modelo.

Existem diversos métodos de redugdo de ordem
de modelo (Genesio e Milanese, 1976) e, mais recentemente,
um método baseado em realizagdes balanceadas (Moore, 1981).
O Método dos Residuos, embora pouco citado na literatura, é
um método bastante poderoso para simplificacdo de modelos
(Athans et al., 1986).

Ao se simplificar um modelo, introduz-se erro
ou incerteza no modelo. Esta incerteza deve ser considerada
no projeto do controlador, pois pode até provocar a
instabilidade do sistema. Diversas maneiras de se modelar a
incerteza do modelo s3o discutidas em Lehtomaki (1981),
especificamente incertezas ndo estruturadas, baseadas no
conceito de valores singulares. Estes sd8o encontrados na
bibliografia de &lgebra linear e aplicados na teoria de

controle em Athans (1986a) e Maciejowski (1989).
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A normalizagdo do modelo, frequentemente
tratada visando a obtengdo de sistemas bem condicionados
numericamente, assume papel fundamental ao se utilizar
valores singulares, pois, ao contrario de autovalores e
autovetores, estes sdo variantes quanto & normalizagdo. Com

este enfoque, a bibliografia & escassa.

O problema de controle robusto é extremamente
amplo e diversas solucgdes foram propostas, desde
controladores fixos (parametros constantes) a controladores
adaptativos. Uma extensa bibliografia na &rea de controle
robusto com controladores fixos & encontrada na publicacgao
do IEEE (Dorato, 1987).

No caso de controladores SISO fixos, sdo
conhecidas as vantagens de se utilizar a realimentagéo:
rejeigcdo a perturbagdes, redugdo da sensibilidade a
variagdo nos parametros e ruidos nos sensores. A questdo
se resume a como consequir os beneficios da realimentagdo

para o caso MIMO.

0] projeto de um sistema de controle
realimentado & tarefa que, na medida do possivel, deseja-se
que seja realizada de forma sistemdtica. No caso de
sistemas MIMO existem diversos procedimentos, dos quais se
destacam: INA ("Inverse Nyquist Array"), baseado na
diagonal dominante, CL ("Characteristic Loci"), etc. Porénm,
frequentemente sdo ineficazes ao se considerar plantas com
incertezas, por tratarem o sistema MIMO como uma série de
sistemas SISO independentes. Em Maciejowski (1989),
encontram-se diversas técnicas de projeto de sistemas de
controle MIMO realimentados.
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A partir de 1975, iniciou-se o periodo
conhecido por "Periodo do Controle Robusto Moderno"
(Dorato, 1987) que se estende até hoje, onde foram

desenvolvidas metodologias voltadas para a robustez de
sistemas MIMO, das quais se destacam a metodologia LQG/LTR,
desenvolvida em grande parte por Doyle e Stein (1981) e H_
(Zames, 1981).

E interessante verificar as origens da
metodologia LQG/LTR. A partir de 1964 um novo enfoque foi
dado a compensadores LQR quando Kalman (1964) demonstrou
que, para o caso SISO, estes apresentam excelentes
caracteristicas quanto a robustez, 1isto &, margem de
reducdo de ganho de 50%, infinita margem de aumento de
ganho e 60° de margem de fase. Safonov e Athans (1977)
demonstraram gue estas margens de fase e de ganho se
estendem para sistemas MIMO para variagdes de fase e de
ganho independentes em cada canal de entrada. Estas
propriedades, porém, dependem de se ter assumido que todas
as varidveis de estado sdo medidas e realimentadas. Quando
se associa um observador, como é o caso de controladores
LQG, ndo existem mais garantias de robustez do sistema
(Doyle, 1978). Ao se utilizar simplesmente o procedimento
LQG, obtém-se um compensador que estabiliza o modelo
nominal e otimiza wum <critério de desempenho, porénm,
frequentemente & inaceitdvel ao se considerar a robustez.
Para melhorar a robustez do sistema pode-se alterar alguns
pardmetros tais como, pesos no critério de desempenho,
mudar o modelo estocédstico das perturbagdes e ruido,
adicionar dindmicas, o que pode ser impraticdvel devido
ao elevado numero de pardmetros de projeto (Doyle e Stein,
1981). Seria intuitivo simplesmente fazer a dinamica do
observador mais rapida, entretanto, do ponto de vista da

robustez, isto ndo é recomenddvel (Doyle e Stein, 1979). A
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extensdo do critério de Nyquist para o caso MIMO
(Rosenbrock, 1972; MacFarlane, 1977) é& importante neste
contexto, pois, o0s testes de robustez quanto 3 estabilidade

derivam deste critério.

Estudando-se uma maneira de se recuperar a
robustez do sistema quando inserido um observador,
chegou-se ao método LTR (Loop Transfer Recovery),
originalmente designado "Robustness Recovery". Verificou-se
que o método era mais geral do que simplesmente recuperar a
robustez do sistema e, com algum aperfeigoamento, chegou-se
a metodologia LQG/LTR (Doyle e Stein, 1981).

Esta metodologia é de grande importancia no
contexto do controle robusto, sendo encontrada em Vvarias
aplicagdes na literatura como controle de sistema de
poténcia (Chan e Athans, 1984), submarino (Martin et
al,1986), avido (Athans et al., 1986), estrutura espacial
flexivel (Kissel e Hegqg, 1986), antena flexivel
(Sundararajan et al., 1987), controle de missil (Wise,
1990). Por outro lado, ela é criticada por apresentar um
conservadorismo excessivo ao se considerar as incertezas
como néo estruturadas (Dorato, 1987). Na tentativa de
atenuar esse conservadorismo, Doyle (1982) introduziu o
conceito de valores singulares estruturados gque, porén,

apresenta dificuldades computacionais (Dorato, 1987).
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CAPITULO 3

MODELAGEM DO SISTEMA/FORMULACAO DO PROBLEMA

Neste capitulo é feita a formulagao

matematica do problema.

Na Seg¢dao 3.1, modela-se as perturbacdes
(torques externos), pois o S.C.A. deve ser capaz de
rejeita-las. Na Sec¢do 3.2 é& desenvolvido o modelo da
dindmica de atitude do satélite através da formulacao
Lagrangiana (Fonseca, 1988), considerando-se os apéndices
flexiveis. Na Secdo 3.3 & exposto um método de reducao de

ordem de modelo conhecido por Método dos Residuos. A

normalizagao (Apéndice C) assume papel fundamental em
plantas MIMO, pois, valores singulares (Apéndice D), ao
contrario de autovalores e autovetores, sdo variantes

guanto & normalizacdo. Na Secdo 3.4 é obtido o modelo das
incertezas da planta e, como sera visto, as dinédmicas nao
modeladas de alta frequéncia impdem limites na banda do

sistema e, conseguentemente, restric¢des no desempenho.

Os atuadores e sensores sao considerados
ideais, ou seja, sem dindmicas e lineares. Esta é uma
aproximagdo razoavel, pols, as dindmicas destes sdo benm
mais rapidas que a dinédmica do sistema. Ndo se considerou a
ndo linearidade provocada pelo torque de aderéncia gquando a
velocidade da roda de reagdo é nula nem a saturacdo dos

atuadores

3.1 - MODELAGEM DOS TORQUES EXTERNOS

O satélite, quando em orbita, esta sujeito a
diversas forc¢as que influenciam tanto o movimento orbital

(decaimento da orbita, inclinacgéo, excentricidade,
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precessao), como sua atitude (temos torques quando a linha
de aplicag¢do da resulténte das forgas n&do passa pelo C.M.
do satélite ). No caso, estamos interessados somente emn
torques que, embora de pequena intensidade, tem efeito
cumulativo como importante fonte de erros no S.C.A. e,

portanto, devem ser considerados de alguma forma.

S&o varias as origens dos torgues ambientais
em satélites: Gradiente de Gravidade, Arrasto Atmosférico,
Pressdo de Radiagdo Solar, Torque Magnético Terrestre,
Albedo e Reemissdo Terrestre, Impacto de Meteoritos, Poeira
Coésmica, etc. As quatro primeiras s&o dominantes e
deterministicas enquanto as demais sdo menos significativas

e de natureza estocastica (Shrivastava e Modi, 1983).

Séo~ tratados somente os torgues devido ao
Gradiente de Gravidade, ao Arrasto Atmosférico, & Pressdo
de Radiagdo Solar e ao Campo Magnético Terrestre, que sao
caracterizados por dindmicas lentas e de pequena
intensidade. Como serad visto, estes podem ser modelados,
porém, devido & dificuldade de modeld-los e a pegquena
intensidade dos torques, n&o fazem parte do modelo de

projeto e sdo tratados como perturbacgdes.

3.1.1 - TORQUES GRAVITACIONAIS

O torque de gradiente de gravidade &
provocado pela ndo uniformidade do potencial gravitacional
atuante no satélite. Pela proximidade do satélite a Terra,
praticamente pode se considerar apenas o campo
gravitacional gerado pela Terra, sendo este funcdo da
altitude (inversamente proporcional ao quadrado da
distadncia satélite-centro da Terra). Os efeitos do Sol e da
Lua sdo pequenos e se refletem principalmente na 6érbita e

nao na atitude. Desta forma, as diversas partes do satélite
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estdo sujeitas a forcas diferentes sendo, portanto, mais
intenso em satélites que apresentam grande assimetria de
distribuigdo de massas em relagdo a normal a superficie da
Terra e nulo para satélites que apresentam simetria. Este
torque tende a alinhar o eixo de menor momento de inércia
com a perpendicular a equipotencial gravitacional, sendo um
ponto de equilibrio estavel. Pode ser usado na
estabilizagdo de satélites que ndo requeiram alta preciséo
de apontamento (controle passivo), mas geralmente apresenta
problemas no amortecimento da libragdo (oscilagdo em torno

do nadir).

Em geral, opta-se por um modelo mais simples
onde se considera somente a Terra, admitida esférica e de
massa homogénea. Nestas condig¢bes e eliminando-se os termos
de segunda ordem, as componentes do torque de gradiente de
gravidade em relagdo aos eixos principais de inércia, podem

ser dadas por (Wertz, 1978):

GGx = 3wo°(Iz-Iy)e , (3.1a)

GGy = 3wo0°(Iz-Ix)6 , (3.1b)

GGz = 0 , (3.1c)
onde:

Ix, Iy, Iz = momentos de 1inércia em relagdo aos

eixos principais de inércia,

e, 8, Y = angulo de roll, de pitch e de vyaw,
respectivamente, os quais sdo definidos
na segao 3.2.

wo = rotagdo orbital.

Devido a pequena assimetria do satélite em

estudo, estes torques sdo muito pequenos.
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0 achatamento da Terra, além de deformar o
campo gravitacional, provoca a precessao da o6rbita em torno
do eixo polar da Terra, gquando a o6rbita tem inclinagdo néao
nula. Nas chamadas ©&rbitas heliosincronas, o periodo de
precessao & de um ano. Neste caso, esta precessdo provoca,
em satélites apontados para Terra, um erro de apontamento

de aproximadamente 1°/dia.

3.1.2 - ARRASTO ATMOSFERICO

O torque aerodinédmico (%A) & decorrente do
chogue das moléculas da atmosfera com o satélite em
movimento e surge gquande o centro de pressdao ndo coincide
com o centro de massa. Seu mddulo decail exponencialmente
com a altitude, sendo significativo para altitudes até
800km (Shrivastava e Modi, 1983).

Para a modelagem de torgque aerodinamico,
devido a rarefagdo da atmosfera, utiliza-se a teoria
molecular dos gases e considera-se a transferéncia de
quantidade de movimento das moléculas para as superficies
do satélite. A transferéncia da gquantidade de movimento
ocorre tanto na incidéncia como na saida das moléculas da

superficie.
O torque aerodindmico pode ser expresso por:
T -8 xF , (3.2)

onde ¢ & o vetor posigdao do centro de pressao em relacdo ao

centro de massa do satélite e FA & a forca de arrasto.
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A determinacdo precisa de ?A & Dbastante
complexa, sendo funcdo do material da superficie, da
temperatura, da rugosidade, da temperatura da atmosfera, da
forma da superficie, etc., porém, pode ser aproximada por

(Shrivastava e Modi, 1983):

F=0.5p, vi A C (3.3)
onde:

p, = densidade atmosférica,

v, = velocidade do satélite em relacdo a atmosfera,

AC = Area caracteristica,

C = coeficiente de arrasto.

Por outro lado, h& dificuldades na obtencéo
da densidade atmosférica, devido as amplas variacdes desta
com a posigdo relativa do Sol, estacdo do ano, atividade

solar, etc.

Pode-se, ainda, considerar os efeitos da
rotagdao atmosférica na obtencdo da velocidade relativa.
Devido as dificuldades em se modelar tais torques e devido
a Iimportadncia de considera-los, optou-se por simular o
torque aerodinamico no satélite em programa elaborado por

Carrara (1988), como mostra a Figura 3.1.
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Fig. 3.1 - Torque aerodindmico.

Embora o torque aerodindmico varie com o
tempo e nem tanto no dominio da frequéncia, julgou-se
suficiente a simulagdoc de uma unica o6rbita, Jj& que os
valores do torque sdo aproximadamente iguais apdés um
periodo orbital. Os dados de entrada encontram-se no
Apéndice A. Observa-se que tratam-se de perturbacdes de

baixa fregquéncia.

3.1.3 - TORQUE MAGNETICO

De uma maneira geral o torque magnético (fﬂ
& bastante pequeno se comparado com 0S torgues externos ja

descritos. Ele é& o resultado da interacdo entre eventuais
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momentos magnéticos residuais no satélite e o campo

magnético terrestre e, pode ser dado por:

%M= M x B, (3.4)
onde M & o momento de dipolo do satélite e B a indugéao

geomagnética local.

O satélite pode se comportar como um dipolo
magnético devido principalmente a: 1) correntes elétricas
ndo compensadas nos equipamentos de bordo e células
solares; 2) presenca de materiais ferromagnéticos a bordo,
que apresentam magnetismo induzido pelo campo geomagnético
ou magnetismo permanente; 3) correntes gque surgem devido ao
movimento de estruturas condutoras numa atmosfera
parcialmente ionizada e 1imersas num campo magnético,
provocando um fluxo desigual de 1ions e elétrons na
superficie do satélite; 4) correntes de Foucault, que
surgem na superficie condutora externa, em virtude do
movimento rotacional do satélite em relacdo ao campo
geomagnético. Destes, o primeiro & predominante e os dois
Gltimos, s&o importantes somente em satélites estabilizados

por spin.

O campo magnético terrestre pode ser modelado
de inumeras formas dependendo dos objetivos e da precisdo
desejada no modelo. Para a maloria das aplicacdes, este
pode ser aproximado como se fosse gerado por um dipolo
magnético de 8,O6x105 Wb.m no centro da Terra, fazendo um
angulo de 11,5 com o eixo polar geografico (Shirivastava e
Modi, 1983). Para este modelo, a intensidade varia com o
inverso do cubo da distdncia ao centro da Terra, sendo

significativo até 1.500 km.
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O torque magnético pode ser reduzido através
de:

1) minimizacdo do uso de materiais ferromagnéticos;

2) montagem de circuitos elétricos de maneira due
minimizem o momento de dipolo do satélite;

3) redugdo da espessura e interrupgdo da continuidade
do material estrutural condutor para minimizar
correntes induzidas;

4) selecao de material.

Em virtude do torque magnético ser pequeno
quando comparado com os demals torques externos Jja
descritos, ndo fol considerado. De qualquer forma, trata-se

de uma perturbagdo de baixa frequéncia.

3.1.4 - TORQUE DE RADIACAO

"Os fétons ao incidirem na superficie
externa do satélite, sdo refletidos ou absorvidos por esta;
nesse processo ocorre uma mudanga na quantidade de
movimento, que se traduz por uma forga e por um torque no
satélite.”" (Carrara, 1982). Este torque é conhecido por

torque de radiacao.
As principals fontes de radiacdo sao:

1) Sol: a radiagao solar direta é dominante. Para
orbitas heliossincronas, a posigdo do vetor solar
com relagdo ao plano orbital tem uma variacao
reduzida, sendo quase que exclusivamente devida a
variacao da declinagdo do Sol ao longo de um ano.
O satélite permanece na sombra da Terra em parte da
orbita e a intensidade varia muito pouco com a

distdncia satélite-Sol.
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2) Terra: a radiacao refletida difusamente (parcela
refletida especularmente & desprezivel) ou albedo
terrestre varia ligeiramente com a gquantidade de
nuvens e as caracteristicas da superficie, e
depende da geometria relativa entre o satélite, a
Terra e o Sol.

3) Terra: a radiacdo ou reemissdo terrestre na faixa
do infravermelho é proporcional & guarta poténcia
da temperatura absoluta da superficie terrestre e
tem efeitos menores do gue o) albedo. Sua
intensidade é constante, independentemente do
satélite estar sobre o lado iluminado ou né&o.
Adotou-se na modelagem uma temperatura uniforme e
constante sobre toda a Terra. Neste caso,
considerou-se a hipb6tese de que a atmosfera se
imcumbe, por meio da conveccdo, de transferir calor
das regides mals quentes (equatoriais) para as
regides mais frias (polares) da Terra, atenuando a

diferenca de temperaturas entre as regides.

Os torques de radiagao sdo de baixa
frequéncia e da mesma ordem de grandeza dque os torques
aerodindmicos. Devido a disposicdo dos painéis e a posicao
relativa do Sol, ‘o torque em relacdo ao eixo de roll é& bem
maior gue nos outros eixos quando o satélite & iluminado

pelo Sol.

Analogamente ao torgue aerodindmico, o torque
de radiagdo solar direta foi simulado com os mesmos dados
de entrada. A Figura 3.2 apresenta os resultados de Carrara
(1988) .
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Fig. 3.2 - Torgue de radiacao.
3.2. - MODELAGEM DA DINAMICA DE ATITUDE DO SATELITE

O satélite a ser modelado & composto por um
corpo central (plataforma) ao qual sido fixados trés painéis
solares (apéndices flexiveis). Os painéis solares sdo de
pequenas dimensdes (L1=0.0665m, L2=1.07m e L3=0.659m), com
frequéncia natural do primeiro modo em torno de 13 Hz e com
pequeno coeficiente de amortecimento da ordem de 0,02. Na
plataforma encontram-se os elementos fisicos do S.C.A.,
isto &, um volante de inércia no eixo de pitch e duas rodas
de reagdo nos eixos de roll e vyaw, respectivamente,
tratando-se portanto de um corpo ndo rigido (Figura 3.3). O
volante de 1inércia, cuja finalidade é fornecer rigidez
giroscopica ao satélite, deixando-o menos sensivel aos
torques externos, provoca um forte acoplamento entre os
eixos de roll e yaw, e o eixo de pitch é& praticamente

desacoplado.
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Fig. 3.3 - O satélite composto de plataforma, painéis

solares e rotores.

O modelo da dinédmica de atitude do satélite
foli obtido através da formulag¢do Lagrangiana. Inicialmente
foram feitas algumas considerag¢des quanto & cinematica do
problema, onde definiram-se sistemas de referéncia,
obteve-se as componentes das velocidades angulares do
satélite no referencial do satélite, em funcdo dos &ngulos
de Euler e obteve-se os vetores posicdo de todos os
elementos de massa do satélite (plataforma, rotores e

painéis) em relagdo ao C.M. do satélite.
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Em seguida foram desenvolvidas as expressoes
da energia cinética e da energia potencial para,

finalmente, obter-se as equag¢des de movimento do satélite.

a) Consideracdes guanto & Cinematica

Como existe movimento relativo entre as
partes do satélite, é& interessante definir os seguintes

sistemas de referéncia (Figura 3.4):

1) Sistema inercial (referencial) GXYZ;
2) Sistema orbital (nominal) GXnynzZn COmM oOrigem no
C.M. do satélite gue mantém apontamento para a

Terra, onde:

Gxn - elixo no plano orbital, tangente a o6rbita e no
sentido da velocidade;

Gyn - eixo normal ao plano orbital com a mesma
direcdo que o vetor rotagcdo orbital &o,
porém, de sentido contrario;

Gzn ~ eixo normal ao plano Gxnyn com G2n apontando
para o centro da Terra, tratando-se,

portanto, de um sistema dextrégiro.

Vale ressaltar que isto s&é é possivel devido
ao fato da oérbita ser praticamente circular. Esta convencao
& adotada em Wertz (1978).
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4)

5)
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Sistema fixo ao satélite Gxyz com origem no C.M. do
satélite. Os eixos coincidem com ©os eixos
principais de 1inércia do satélite no estado ndo

deformado dos painéis, onde:

Gx - eixo de "roll", nominalmente alinhado com Gxn;

Gy - eixo de '"pitch", nominalmente alinhado com
Gyn;

Gz - eixo de "yaw", nominalmente alinhado com Gzn.

Sistema de referéncia dos painéis Xa.Y com

.2 .

iTaiai

origem no ponto Py i=1, 2, 3, coincidente com os

pontos médios dos engastes dos painéis na
plataforma.

Sistema de referéncia fixo ao rotor XriY¥riZri com

origem no ponto r., i =1, 2, 3, coincidente com o

C.M. do rotor.
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Fig. 3.4 - Sistemas de referéncia: a) Satélite;
b) Orbital.
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Para se evidenciar o principio de
funcionamento do S.C.A. & conveniente decompor o vetor

momento angular total do satélite F da seqguinte forma:
H=1uo+ Hr , (3.5)

onde:

5

I = tensor de inércia do satélite em relagcao ao
sistema fixo ao satélite (inclui momentos de
inércia das rodas);

Hr = momento angular das rodas em relacdo ao satélite;

w = velocidade angular instantdnea do satélite em

relacdo ao referencial inercial.

Da Equacao 3.5, observa-se que, mesmo
alterando-se o momento angular total do satélite @, é
possivel rearranjar o momento angular de forma dque a
plataforma atenda as especificacdes de atitude e de
movimento de atitude, ou seja, sdo as rodas que absorvem os

torques externos.

Existem varias manelras de especificar a
atitude (trés eixos) de satélites (plataforma). Sdo as
chamadas parametrizacdes, cada uma sendo mals conveniente
para determinadas aplicacdes. No caso de satélites

estabilizados em trés eixos, onde pequenos d&angulos sdo
usados, é conveniente utilizar os Angulos de Euler (Wertz,
1978), que podem ser melhor entendidos tomando-se a
transformagcdo de coordenadas de um sistema para outro,
através de trés rotagdes sucessivas efetuadas numa
sequéncia especifica. Os Angulos de Euler s&o, entéao,
definidos como os trés 4&ngulos sucessivos de rotacao,

(trés parametros independentes) . Para rotacgdes
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infinitesimais, a ordem das trés rotacdes & irrelevante,
pois, rotagdes infinitesimais comutam. Considerando-se as
rotagdes em torno de eixos distintos, preferivel para

tais aplicagdes (Goldstein, 1953; Meirovitch, 1970), onde:

¢ - rotagdo em torno do eixo de roll (angulo de
roll),

& - rotacdo em torno do eixo de pitch (&ngulo de
pitch),

Y - rotacgdo em torno do eixo de yaw (d&ngulo de yaw),

obtém-se, para pequenos d&ngulos, aproximacdo usualmente
utilizada para estabilizacdo de atitude, a seguinte matriz
de transformacdo de coordenadas do sistema orbital GXanynzn

para o sistema do satélite Gxyz:

1 ¢y -8
a = -y 1 , (3.6)
8  -¢ 1

conhecida também por matriz de atitude, onde os &ngulos g,

6, ¥ sao tomados no sentido anti-horéario.

Neste ponto, é possivel esclarecer os
objetivos do controlador: manter o referencial do satélite
GXyz o mais alinhado possivel com o referencial orbital
GXnynZn. O erro de alinhamento entre os dois referenciais &

medido através dos angulos ¢ , 8 e Y.

A velocidade angular instantéanea do satélite
em relacdo ao sistema inercial GXYZ é& dada por (Figura
3.5):

- > >

W=26+¢ + Y+ oo, (3.7)
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onde:
>
86 = velocidade de rotagdo em torno do eixoc Gy, que
n
permite passar do sistema orbital Gxy z para o
n n n

. sistema intermedidrio Gx.Y .2

¢ = velocidade de rotagdo em torno do eixo le, que
permite passar do sistema Gx,y .z, para o sistema
intermedidrio Gx y_ z_,

- 27272

Yy = velocidade de rotagdo em torno do eixo Gzz, que

permite passar do sistema Gxggzz para o sistema

do satélite Gxyz.
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Fig. 3.5 - Rotagdes para se passar do sistema orbital para
o sistema do satélite.
Adaptada de Hodapp (1973), p. 5.

Referindo-se & no referencial do satélite
Gxyz, as componentes de w [Wwx Wy Wz] podem ser obtidas

através da Figura 3.5 e sdo dadas por:
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Wx cosy cospseny 0 . b
Wy = -seny cosgcosy O 6 - wo . (3.8)
Wz 0 -sengy 1 /]

E interessante notar que as velocidades
angulares do satélite, referidas no sistema Gxyz, ndo sdo
as derivadas dos angulos de Euler, mas uma combina¢do ndo
integravel destes. As componentes wx, Wy e wz também sdo
conhecidas por derivadas de quasi-coordenadas (Meirovitch,
1970) .

Para pequenos angulos, as componentes da
velocidade W nos eixos de roll, pitch e yaw séo,
respectivamente:

Wx = ¢ - woy , (3.9a)
Wy = 6 - wo (3.9b)
wz = § + woyp . (3.9c¢)

No desenvolvimento a segquir, sdo admitidas as

seguintes hipdteses:

a) O rotor possue simetria axial, com desbalanceamento
dindmico nulo e o eixo de rotagdo de cada rotor
estd alinhado com cada um dos eixos principais de
inércia do satélite.

b) O C.M. do satélite no estado deformado coincide com

o C.M. do satélite no estado ndo deformado.
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Os vetores posigdo dos elementos de massa da
plataforma (ﬁ& e dos rotores (ﬁn) em relagdo ao C.M. do

satélite sdo dadas na Figura 3.6 onde:

- > - .
RRi = hi + rRi , i=11, 2, 3, (3.10)

jo 82
i

posigdo do C.M. do i-ésimo rotor em relagdo ao
C.M. do satélite;

I . -
r, = posigao dos elementos de massa do rotor em
relagdo ao C.M. do rotor.
dmRl = elemento de massa do i-ésimo rotor.
X
Ty
Fig. 3.6 - Posigdo dos elementos de massa da plataforma e

dos rotores.
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Quanto aos painéis flexiveis, algumas

consideracdes devem ser feitas:

1

)

Considerou-se o painel como uma placa de espessura
fina o suficiente para valerem as aproximacdes.
Considerou-se apenas o primeiro modo de flex&o
(movimento na direcdo do eixo y). Devido ao engaste
em toda base do painel e os mesmos serem curtos,
pode-se desconsiderar os modos de torgdo, pols sao
de frequéncias bem mais elevadas.

Admitiu-se engaste perfeito, isto &, com rigidez
infinita.

Os painéis opostos sdo idénticos e simétricos em
relacao ao plano yz.

Considerou~se modos antissimétricos para os painéis
opostos (Meirovitch, 1976), pois, modos simétricos
nao interferem no movimento de atitude
(Wertz,1978) .

Os deslocamentos elasticos sao pequenos.

Desta forma, as posicdes dos elementos de

massa dos painéis em relacdo ao centro de massa do satélite

(ﬁm) sdo dadas por (Figura 3.7):

onde

R

R

R

al

az2

a3

>
e.
i

= Bl + Eal + él(Xal,Zal,t) , (3.11a)
= BZ + Eaz - él(-Xal,Zal,t) , (3.11b)
= 53 + Ea3 + é3(Xa3,za3,t) , (3.11c)

sao os deslocamentos elasticos, funcdes da

posicdo e do tempo, Bi é a posicdo do ponto médio da base

de fixagdo do painel em relacdo ao C.M. do satélite e fa

1
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sdo as posicdes dos elementos de massa dos palnéis em
relacdo ao ponto médio da base de fixac&o do painel (1 = 1,
2 e 3).
dm
e R —
€ r01
ELEMENTO DE
MASSA

Fig. 3.7 - Posicdo dos elementos de massa dos apéndices

flexiveis.

Tratando-se de um sistema continuo, as

equacdes de movimento obtidas através da formulacdao
Lagrangiana s&o hibridas, isto &, sdo compostas por

equagdes diferenciais parciais associadas aos deslocamentos

elasticos
movimento de corpo rigido.
de tratar do ponto de vista do controle,
elasticos
vista um modelo descrito

a obtencdo de

equagdes diferenciais ordindarias.

e equagdes diferenciais ordinarias,

dos painéis devem ser discretizados,

assocladas ao

Como estas equacgdes sdo dificeis

os deslocamentos

tendo em

unicamente por
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Existem diversos processos de discretizacgdo.
No caso, serd assumido que os deslocamentos eladsticos podem
ser representados como a superposicdao de fungdes
admissiveis dependentes do espaco, multiplicadas por
coordenadas deneralizadas dependentes do tempo (Equagao
3.12). De certa forma estas fungdes sdo arbitrarias e devem

satisfazer somente as condigdoes de contorno geométricas.

b) Discretizagdo

A forma particular dos painéis, ©placas
retangulares de espessura constante, engastadas somente em
um lado, sugerem que o movimento dos elementos da placa
podem ser modelados como a composi¢do dos movimentos de uma

viga engastada-livre e uma viga livre-livre:

a b
ei(Xai,Zai,t) = ¥ ¥y (I)m(Xai) ‘I’n(Zai) qmm(t) '
m=1 n=1
i=1, 2, (3.12a)
a b
e3(Xa3,Za3,t) =3y ¥ Qm(za3) Wn(Xa3) a . (t)
m=1 n=1
(3.12b)
onde:

q., = coordenada generalizada associada ao m-ésimo
modo de vibragcdo de uma viga engastada-livre e
ao n-ésimo modo de vVvibragdo de uma viga
livre~livre do i-ésimo painel.

a = ndmero de modos de vibracgao de viga
engastada-livre considerados.

b = nimero de modos de vibrac¢do de viga livre-livre

considerados.
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As fung¢des admissiveis ¢ e ¥ deven,
m n
portanto, satisfazer as condig¢des de contorno geométricas

de uma viga engastada-livre e de uma viga 1livre-livre,

respectivamente.

Meirovitch (1976) mostrou gque para o primeiro
modo de vibragcdo de uma viga engastada-livre (m = 1),
obtém-se bons resultados quando @m(x) = xz/lz, onde 1 é& o

comprimento da viga.

Para a viga 1livre-livre, toma-se a func¢do

caracteristica do primeiro modo (n = 1), isto g, Wn(z) = 1
(sem torcao). Desta forma, a Equac¢do 3.11 & dada por:
e (Xal,zal,t) = d(xa1)q. § =23L q 3 (3.13a)
1 1 12 1
e (Xa2,za2,t) = —e (-%al,zal,t) = - 2L g 3, (3.13b)
2 1 12 1
> 3 2a3° 3
e (Xa3,za3, t) = ®(zaz)q. j =—2 q_ 3 , (3.13c)
3 3 12 3

onde j é& o versor na direcdo y e gi €& a coordenada

generalizada assoclada ao i-ésimo painel. Para

simplificacao de notacéo, q,,, = q. . Considerou-se
1 1

a, = - 9, pois sdo modos antissimétricos.
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c) Lagrangiano
Como as velocidades e os angulos ndo estao
relacionados por simples 1integrag¢do, as equagdes do
movimento rotacional podem ser dadas em termos de
quaéi—coordenadas (Meirovitch, 1970), e sao obtidas de:
d ,8T, + [w] ,8T
= {=t (Wl 42Ty {M} , (3.14)
dt &w ow
onde:
- 0 -Wz Wy
[(w] = Wz 0 -Wx ; (3.15)
-Wy Wx 0
{M} = [Mx My Mz] ; (3.16)
Wx, Wy e wz = componentes da velocidade angular do
sistema fixo ao satélite em relagdo ao
espago inercial expresso em termos de
componentes no sistema do satélite;
Mx, My e Mz = componentes dos torques externos nos
eixos x, y e 2z, respectivamente.
T = energia cinética de rotagdo total do
satélite em relagao ao referencial
inercial (a energia cinética de

do satélite nao é

interessa somente a

translagdao do C.M.
considerada, pois,

dinamica de atitude);
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A equacdo de movimento elastico é dada por:

4 2 ¥ o-o (3.17)
dt dq aq.
onde £ é a fun¢ao Lagrangiana, dada por £ =T - V, V é a

energia potencial do satélite e Qg & a forc¢a generalizada

assocliada ao movimento el&stico.

d) Energilia Cinética

A energia cinética de um corpo & dada por:

T=%Jf{.f{dm , (3.18)
m

onde R é a posicdo dos elementos de massa dm do corpo.

No caso, interessa-nos as equacgdes da
dindmica de atitude, ou seja, ndo é necessario a energia
cinética de translacdo do C.M. do satélite. A energia
cinética de rotagdo do satélite é dada pela soma das
energias cinéticas da plataforma, dos rotores e dos

apéndices:

55
RRri . Rridmr +

33—

3 . .
+% zi Rai.Raidma . (3.19)
i=1Mma
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Desenvolvendo-se todos os termos,
(Apéndice B), chega-se a expressdo da energia cinética de

rotacao:

1

T :—2—- [(Ix + 2Aeqf + Ae3q§ + 2Aye3q3)WX2 + IyWy2 +

+

2 2 2 2
(Iz + 2Aeq1 + Aefiq3 + 2Aye3q3)Wz + IXXlele +

2. 2 -2 1 > 2
+ I W + wz + A + = -
Yoo IZZR3 R3 ] eql 2 Ae3q3

- 2Axeq1Wny + Aze3q3Wsz + IXXlexwal +

+ Lyy WyWy o + Tzz wWeWz  + 2Axeq Wz + Aze3q Wx ,

(3.20)
onde:

Ae = J ®(xa1)2 dma (3.21a)
na

Axe = (bx + Xa1)®(xa1) dma p (3.21Db)
ma

Ae3 = J@(Zaa)’z dma (3.21¢)
ma

Aze3 = J: (bz + za3) ®(za3) dma ' (3.214d)
a

Aye3z = by® (za3) dma , (3.21le)

ma
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Ix, Iy; Iz = momentos de inércia total do
satélite no estado ndo deformado
em relagdo aos eixos principais
do satélite;

Ixx_ ,Iyy , Iz=z = momentos de inércia dos rotores
em relagdo ao referencial fixo ao
rotor;

Wx o Wy € Wz = velocidades angulares dos rotores.

e) Energia Potencial

No caso de satélites, geralmente, a energia
potencial é& composta por duas parcelas: Energia Potencial
Eladstica, devido a flexibilidade dos apéndices, a qual é
fungdo da forma, do tipo de engaste e das propriedades
fisicas do material que o constitui e Energia Potencial
Gravitacional que, basicamente, & func¢do da forma, atitude
e altitude do satélite.

Foi considerado apenas a Energia Potencial
Elastica. O efeito gravitacional, geralmente desprezivel en
satélites que ndo apresentam assimetria acentuada e de alta
altitude, foi considerado como torque externo, sendo

representado pelas expressdes dadas na segao 3.1.1.

Embora, geralmente, os painéis solares tenham

como estrutura a composigdo sanduiche, onde o recheio é& em
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forma de colméia de forma a serem mais rigidos a flexdo, os
painéis foram considerados como placas equivalentes de
material homogéneo e distribuido continuamente em seu
volume. Foi também admitido que o corpo é& isdétropo e que o

engaste é perfeito.

A Energia Potencial El&stica (Ve) armazenada
no sistema, quando estes estdo submetidos & pequenas

deflexbes, & dada por (Roma, 1990; Leissa, 1969):

2 2
1 J e 3 e 2
VE=——)jD1l(——5 —) -
2 i P51 48X 3y
2 2 2
Jd e 8 e d e 2
2(1-vi) [ 5 >~ ( ) Jdesi
ax  dy X0y
(3.22)
onde:
3 2
Di = Ethi /[12(1-vi7) ] ,
Ei = mdédulo de elasticidade longitudinal,
Vi = coeficiente de Poisson,
desi = elemento de &rea,
hi = espessura do i-ésimo painel,

e = deslocamento elastico.
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Substituindo a Equagdo 3.13 na Equagdo 3.22,

chega-se a:

VE = — Y Di l dpsi q12 ' (3.23a)

si
ou
2 2
VE = 2Veiqi® + Ve3gs |, (3.23Db)
onde Vet €& a Energia Potencial do i-ésimo painel. A
primeira parcela & devido aos painéis 1 e 2 e a segunda

é devido ao painel 3.

f) Equagdes de Movimento

As equacgdes de movimento de corpo rigido e
de movimento dos apéndices flexiveis sdo, entdo, obtidas a
partir das Equagdes 3.14 e 3.16. Neste ponto, como é& usual,
admite-se que o controlador estéa funcionando
satisfatoriamente e que o satélite atende tanto aos
requisitos de atitude como aos de movimento de atitude. As

especificagbes admitidas sao:

Especificagdes de atitude:

I
<
3
o
x
I
o
(8]
Id

0,00872 rad .

Bmax = Pmax =

Especificagdes de movimento de atitude:

gmax = 10°° °/s = 0,000174 rad/s ,
Brax = Pmax = 6,5.10° °/s = 0,000113 rad/s.
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Na andlise de magnitude dos termos das
equagdes obtidas, consideraram-se os seguintes valores

numéricos:

Momentos de inércia :

Ix = 31,4 kgm® ,
Iy = 21,4 kgmz,
I = 16,1 kgm® .
Momento do volante de inércia:
Hy = 30 Nms +10%

Momentos das rodas de reagdo :

Hx = Hz = 3 Nms (dessaturacgdo) ,

max max

Deslocamento maximo na extremidade do painel:

q = le-4 mm.

Rotagdo orbital:
wo = 0,00108 rad/s (640 km) .
Apdés a linearizagdo (eliminando-se os termos

de segunda ordem), as equac¢des de movimento de corpo rigido

e de movimento dos apéndices flexiveis, sdo dadas por:
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Corpo Rigido:

Ixwx + Hx - Hywz + Hzwy + Aze3éi3 = Textx + GGx (3.24a)
Iy‘;ly + I:Iy + Hxwz ~ HzwWx = Texty + GGy , (3.24Db)
Iz‘;lz + I:Iz - Hxwy + Hywx + Axeéj1 = Textz + GGz. (3.24c)
Apéndices Flexiveis:
2Ae§, + 2Veiq, + cu’;1 + 2AxeWz = 0 , (3.25a)
Ae3<'j3 + Vesq, + c3<';3 + Azedwx = 0 , (3.25b)
onde:
GGx, GGy, GGz = componentes dos torques devido ao
gradiente de gravidade nos eixos X,y
e z, respectivamente,
c1, C3 = coeficientes de amortecimento dos
painéis.
Hx ,Hy, Hz = torques de controle nas rodas de
momento e reagdo.
Substituindo-se a Equagdo 3.9 nas Equagdes
3.24 e 3.25 e, 1incluindo-se o gradiente de gravidade
(Equagdo 3.1), numa andlise de magnitude, alguns termos

ndo lineares podem ser eliminados, inclusive a contribuicgao

do gradiente de gravidade e, entdo, chega-se a:

Corpo Rigido:

Ixp - Hy';[l ~ Hywop - woHz + Aze3éi3 + Hx = Tx P (3.26a)
Iy8 + Hy = Ty , (3.26b)

Iz{) + Hyp — Hywoy + woHx + Axed + Hz = Tz . 3.26¢C
ql
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Apéndices Flexiveis:
28§, + 2Veiq + ciq, + 2Axef = 0 , (3.27a)
Read, + Vesg + c3q, + Bze3p = O . (3.27b)

Observa-se que os eixos de roll e yaw estéo
acoplados e o eixo de pitch, desacoplado. Os termos que
dependem da velocidade das rodas de reagdo (-woHz e woHx)
sdo praticamente cancelados através da inclusdo de um termo
igual e contrdrio na lei de controle (Equagdo 3.30),
utilizando-se a velocidade medida das rodas de reacdo
(Wertz, 1978). Obtém-se, entdo, o seguinte sistema linear
semelhante aos obtidos em Wertz (1978), Hodapp (1973),
Kaplan (1976), Wie (1985):

Ixp - HyY - Hywop + Aze3 éja.+ Hpx = Tx , (3.28a)

I8 + Hy = Ty , (3.28b)

Iz} + Hyp - Hywoy + Axeéj1 + I:Ipz = Tz . (3.28c)

2ReG, + 2Verq, + cu%l1 + 2Axell = O , (3.29a)

Aea'q3 + Veaq, + c3513 + Aze3p = 0 . (3.29b)
onde:

Hx = Hpx + woHz , (3.30a)

Hz = Hpz - woHx . (3.30Db)
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Este sistema pode, entdo, ser decomposto em um
sistema "SISO" (Equagao 3.28b) e um sistema ""MIMO"
(Equagdes 3.28a e 3.28c).

E importante ressaltar que este modelo &
aproximado e que, a medida que se consideram modos mais
elevados, os parametros dos painéis (frequéncia,
amortecimento, forma do modo) s&o menos precisos. No caso
em que os termos ndo lineares sdo relevantes, em virtude da
estrutura particular das equagdes dindmicas, pode-se
"cancelar" o efeito desses termos através da adicdo de um
termo ndo linear a lei de controle linear, como realizado
na Equag¢do 3.30. Souza, L.C.G. (1987) trata do problema
gquando s&o considerados os termos ndo lineares do modelo da

dindmica de atitude.

O modelo dado pelas Equagdes 3.28a e cCc e

3.29, tem a seguinte forma:
Mg+Ggq+Kg=Q [ T +H ] |, (3.31)
onde M, G e K s&o, respectivamente, as matrizes de massa,

giroscoépica e de rigidez, e Q é& a matriz das forgas com

origem ndo conservativa, e podem ser dadas por:



onde:

Ix 0 0 Aze3
0 Iz Axe 0
0 2Axe 2Ae 0
Azez O 0 Ae3
0 -Hy O 0
Hy 0 0
c
0 c3
r_—Hywo 0 0 0 ]
0 -Hywo O 0
0 0 2Ve1r O
0 0 0 Ves
1 o0
0 1
0 O
Lo 0
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(3.32a)

(3.32b)

(3.32¢c)

(3.32d)

(3.32e)
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cuja descrigcdo de estados, considerando-se somente os

torques de controle, é dada por:

X = AxXx + Bu (3.33a)
y = Cx {(3.33b)
onde:
A = Lol Lt (3.34a)
- [ M] [ K] - [ M] [ G]
B = [ ?1] (3.34Db)
- [ M1 [ Q]
_[12 o o 0o o o o0 o
€= o 1 0 0 0 0 o0 o:] (3.34¢)
x= [leva ae¥aq a1 (3.34d)
u = [ Hpx Hpz 1" (3.34e)

3.3 - REDUCAO

E desejavel projetar o controlador com um
modelo com o menor nimero de estados. A davida reside em
como eliminar estados, quais e com gqual critério. Para isso
existem os chamados métodos de redugdo de ordem, onde

destaca-se o Método dos Residuos (Athans, 1986).

O Método dos Residuos baseia-se na eliminagéo
dos pdlos gque tenham pequena influéncia no comportamento
entrada-saida do sistema nas frequéncias de operagdo. Para
isso, faz-se a expansdo em fragdes parciais da matriz de

fungdo de transferéncia do sistema G(s). No Apéndice E
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encontra-se uma discussdo sobre pdlos e zeros de sistemas

multivaridveis.

Um sistema, cuja descrigdo de estados é& dada

por:
X = AX + Bu ' (3.35a)
y = Cx , (3.35b)
na descrigdo entrada-saida, ou seja, y(s) = G(s)u(s), G(s)

é dada por:
G(s) = C (sI-A) ' B, (3.36)

que, supondo pdlos distintos e expandindo em fragdes

parciais, torna-se:

n

G(s) =% Ri [/ (s-a1) , (3.37)
i=1

onde RiI é& chamada matriz de residuo no pdlo s = Ay,
i =1, 2, n

A magnitude de cada matriz de residuo, onde
qualquer norma pode ser usada, fornece uma medida da
importdncia da contribuigdo do pdlo correspondente na
descrig¢do entrada-saida do sistema MIMO. A escolha dos
pdlos a serem retidos ou negligenciados deve ser feita
considerando-se a magnitude da matriz de residuo e a
localizagdo do pdlo relativa a especificagdo da banda. Unm
p6lo que tenha uma matriz de residuo '"grande" pode ser
negligenciado se sua frequéncia for muito maior que a
frequéncia de cruzamento ("crossover") desejada. Um pédlo
dentro da banda desejada pode ser negligenciado se sua

matriz de residuo for "pequena'". A matriz de fungdes de
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transferéncia resultante, & designada por matriz de fungdes
de transferéncia reduzida Gr(s). Vale ressaltar que a
magnitude das matrizes de residuos sdo dependentes da

normalizagdo (Apéndice C).

Para se retornar @& descrigcdo de estados
existem inGmeras realizagodes possiveis. Deve-se,
entretanto, tomar uma realizacdo de minimo nameroc de
estados cuja matriz de funcbes de transferéncia é& dada por
Gr(s). Para isso, basta que a realizagdo seja observavel e
controlavel (Kailath, 1980).

Assume-se que o modelo reduzido Gr(s) de

ordem r & da forma:

xr(t) = Ar xr(t) + Br u(t) , (3.38a)
y(t) = Cr xe(t) + Dr u(t) , (3.38b)

r

onde xr(t) € R, u(t) € R”, y(t) €« R" , n>r e,
xr(t) = Kr x(t) , (3.39)

onde Kr & uma matriz constante r x n. O significado fisico
e as dimensdes do controle u(t) e da saida y(t) sao

mantidos.

As etapas para se obter a descrigcao de

estados do modelo reduzido sdo enumeradas a seguir:

1) Depois de eliminados os pblos, baseado na
frequéncia e na magnitude do residuo, toma-se a
matriz A, porém, com seus autovalores ordenados,
[A1(A), ... Ar(A) 1].
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2) Define-se a matriz Tr como:

T = | 71, 0 , (3.40)
0 ' Trj
onde, para cada autovalor distinto retido Trk = 1 e

para cada par complexo conjugado de autovalores

retidos
_ Jo.5 = 0.5i
Tre = [0.5 o.5i} ' (3.41)
onde:
]
¥ dim (Trk) = r . (3.42)

k=1

3) Calculo da matriz Kr e Mr:

Kr = Tr : , (3.43)

onde vi sdo autovetores a esquerda de A.

Mr = (ul, .. ay ur) Tr ' (3.44)

onde ui sdo autovetores & direita de A.

Deve-se ressaltar gue os autovetores devem

ser normalizados.
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4) As matrizes de descrigcdo de estados do modelo

reduzido sdo obtidas de:

Ar = Kr A Mr ’ (3.45&)
Br = Kr B , (3.45b)
Cr = C Mr , (3.45¢c)
n
Dr = ¥ Ri / (- Ai) , (3.454)
i=r+1
onde (Ar+i,....,An) sd80 os autovalores negligenciados.
Note que Gr(s) é dado por:
Gr(s) = Cr (sI - Ar) ' Br + Dr (3.46)
e que,
r n
Gr(s) = £ (Ri/Ai1) / ((s/ri)=1) + = Ri / (=i1)
i=1 i=r+l
(3.47)
Logo, o modelo original e o modelo reduzido
coincidem em s = 0.
Finalizando, alguns comentarios podem ser
feitos:

1) A matriziAr obtida na Equagdo 3.45a é uma matriz
real com valores iguais aos autovalores
remanescentes.

2) No processo de reducao se altera o numero e a
posicdo dos zeros de transmissdo, ou seja, podem
ser introduzidos zeros de fase ndo minima.

3) A reducdo pode ser feita depois, isto &, reduz-se a

ordem do controlador obtido.
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3.4 - MODELAGEM DAS INCERTEZAS DA PLANTA

Qualguer modelo apresenta, em algum nivel,
erro na representacdo de um sistema fisico. Estes erros sao
chamados de incertezas do modelo e devem ser considerados
no projeto, pois, podem até causar a instabilidade do

sistema de controle.

As origens e naturezas das 1incertezas da

planta sdo diversas, das quais podemos destacar:

1) variagdo e incertezas nos valores dos parametros;
2) negligéncia de dindmicas rapidas (atuadores,

sensores, modos flexivels de alta frequéncia, etc);
3) linearizacdao;

4) reducao do modelo.

Resta saber como modelar tails incertezas que,

por definig¢do, ndo podem ser quantificadas de forma
precisa. Tratando-se de 1incertezas de naturezas té&o
diferentes, suas representagdes sdo também variadas,

dependem do tipo de modelo utilizado na planta e podem ser
classificadas, num contexto linear em termos do seu grau de

estrutura:

1) Incerteza estruturada: refere-se a erros de
modelamento causados pelo fato de se assumir a
planta real como linear, 1invariante no tempo com a
mesma ordem (n) que o modelo da planta, exceto que
os valores numéricos das matrizes que definem a
representacao de descricao de estados sao
diferentes da nominal. Mantém o mesmo nuUmero de

pblos e zeros, porém influencia a localizacdo dos



64

pblos e zeros da planta real, quando comparados com
os valores nominais. Incertezas do tipo (1) acima
podem ser classificadas desta maneira. Geralmente é
o caso das componentes do erro de baixa frequéncia.
2) Incerteza ndo estruturada: Assumimos que a planta
real & linear e invariante no tempo, porém temos
ignordncia total quanto & ordem da planta e suas
caracteristicas de fase. Em particular, a base é
que o erro de modelamento é caracterizado por uma
incerteza de fase de #180°. A dnica informagdo é a
magnitude do erro em fungdo da frequéncia.
Incertezas do tipo (2) acima sdo tipicamente
representadas desta forma, embora incertezas do
tipo (4) também possam ser tratadas, apesar dos
erros introduzidos serem mais estruturados.
Geralmente sdo erros de alta frequéncia e devem ser
considerados, pois, podem ate provocar a
instabilidade do sistema. Tipicamente 1limitam a
banda de malha fechada do sistema e,
consequentemente, limitam o intervalo de
frequéncias onde pode-se esperar bom acompanhamento
do sinal de referéncia e boa rejeigdo &
perturbagdes. Porém, ao se representar as
incertezas como ndo estruturadas, o projeto pode se

tornar conservador demais.

Erros de modelamento devido a incertezas ndo
estruturadas ndo podem ser, em geral, capturados por um
modelo de descrigdo de estados de dimensdo finita. Entéo
deve-se a adotar um modelo entrada-saida e usar métodos no
dominio da frequéncia para as incertezas ndo estruturadas.
Quando a incerteza é dada através de matriz de fungdes de
transferéncia, ndo se especifica o mecanismo ou a estrutura

que provoca a 1incerteza. Esta pode ser causada por
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variagdes de pardmetros, por dindmicas negligenciadas ou
por intmeros efeitos ndo especificados. Incertezas néo
estruturadas ndo correspondem a todos os erros de
modelamento esperados na pratica, pois, além de sua
natureza de dimensdo infinita, o processo fisico real é
normalmente ndo linear e, possivelmente, variante no tempo.
Estes erros podem ser estudados através de setores cénicos

interpretados via teorema de Parseval (Zames, 1966a e b).

Erros de modelamento ndo estruturados sao
amplamente utilizados como uma representagdo genérica de
incertezas para modelos lineares, invariantes no tempo e de

dimensdo finita.

A segquir & tratada a modelagem das incertezas

ndao estruturadas.

Seja o sistema real e o modelo de projeto

(Figura 3.8), onde:
GR(s) = matriz de fun¢des de transferéncia do sistema
real;
GN(S) = matriz de fungdes de transferéncia do modelo
de projeto;
K(s) = matriz de fung¢oes de transferéncia do
compensador;
TN(s) = GN(S)K(S) = matriz de fun¢des de transferéncia

de malha do modelo de projeto na saida;

TR(s) = GR(S)K(S) = matriz de fung¢des de transferéncia
de malha do sistema real na saida;

E(s) = matriz de fun¢gdes de transferéncia do erro

entre TN(S) e TR(s).
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a)
r(s) e(s) u(s) y(s)
T —| K(s8) —— GR(S) >
b)
r(s) e(s) u(s) y(s)
T —) K(s) ——— GN(S) >

Fig. 3.8 - a) Sistema real; b) modelo de projeto.

Basicamente, os modelos de erros podem ser
absolutos ou relativos. Erros absolutos sdo de natureza
aditiva ou subtrativa (Figura 3.9) e erros relativos sdo de

natureza multiplicativa ou divisiva (Figura 3.10).
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a)
———| E(s)
+
—> TN(s) =
E(s)=TR(s)—TN(s)
b)
+
— TN(s)
E(s)
E(s) = T ot (s)7!
(s) = T_(s) L
Fig. 3.9 - a) Erro de natureza aditiva; b) Erro de

natureza subtrativa.
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a)
——|E _{s)
ME
+
—- —| T (s)}—
E,.(8)=T, (s)” (T _(s)-T (s))
TR(s)=TN(s)(I+EHE(s))
b)
—— | E__(s)
MS
+
—_— TN(S) T
E, . (s)=(T_(s)-T (s))T (s)”"
T, (s)=(I+E,_(s))T,(s)
c)
+
> T (s)} B——
) N
EDE(S) «
E . (s)= (T (s) =T (s) )T (s)
T (s) = T (s)(I+E__(s)) "’
d)
WA
— TN(s) >\T(/ >
EDS(S)\
E . (s) = TN(s)(TR(s);1 - T (s))
T (s) = (I+E__(s)) T, (s)
Fig. 3.10 - a) Erro multiplicativo na entrada; b) Erro

multiplicativo na saida; c) Erro divisivo na

entrada; d) Erro divisivo na saida.
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Tanto os erros aditivos como os
multiplicativos podem ser utilizados, embora os modelos

multiplicativos apresentem algumas vantagens:

1) Confinam TR(s) a uma vizinhanca normalizada de

TN(s).
2) Podem ser usados tanto para G(s) como para
G(s)K(s); para o caso do erro absoluto, o modelo

do erro depende do compensador usado, O gue nhao
ocorre com o erro multiplicativo.
3) As conhecidas margens de fase e de ganho sao de

natureza multiplicativa.

Se as incertezas sao muito diferentes para
cada canal, & necessario normalizar as variaveis de
entrada e de saida (Doyle e Stein, 1981). Diferentemente do
caso SISO, no caso MIMO temos duas opgdes de representar a
incerteza na forma multiplicativa, Jj& gue o produto de
matrizes ndo é comutativo, podendo-se, refletir os erros de
modelamento na saida ou na entrada da planta (Figura 3.10).
Alguns erros sdo naturalmente refletidos na entrada da
planta e sao associados aos atuadores, enquanto outros sao
naturalmente refletidos na saida da planta, associados aos
sensores. Entretanto, incertezas associadas com a dinémica
interna da planta ndo sdo naturalmente refletidas nem na
entrada nem na saida da planta. Por uma conveniéncia
matematica, deve-se optar pelo local onde serdo refletidos

os erros de modelamento.
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Pode-se definir a matriz de incerteza

multiplicativa L(s) refletida na entrada (LE(S)) ou na
saida da planta (Ls(s)), dadas por:
TR(S) = TN(S)LE(S) , (3.48a)
T (s) = L(s)T(s) (3.48Db)

e notar que LE(S) e Ls(s) geralmente sdo diferentes.

Da Figura 3.10 e das Equacgdes 3.48a e 3.48b,
observa-se que o0 erro relativo e a matriz de 1incerteza

estdo relacionados por:

L (s) = (I + E(s)) (3.49a)
L (s) = (I + E(s)) . (3.49b)
Existe ainda, porén, o problema de

quantificar tais erros, isto &, ndo se conhece a matriz de
erro E(s) ou a matriz de incerteza L(s), caso contréario
deixaria de ser, por definic¢cdo, incerteza. Em geral,
coloca-se limites no erro maximo com base no conhecimento
da planta. Os valores singulares (Apéndice D) da matriz
E(s) podem ser bons indicadores da magnitude do erro e
podem ser interpretados da seguinte forma: nas frequéncias
em que os valores singulares maximos de E(s) sdao pequenos,
pode-se esperar semelhancas no comportamento entrada-saida
do sistema real e do modelo de projeto, enquanto dque nas
frequéncias em que os valores singulares maximos de E(s)

sdo grandes, hé& direcdes em que as matrizes de fungao de
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transferéncia TR(s) e TN(s) sdo bem diferentes. Tanto para
o erro absoluto como para o erro relativo, este 1limite

maximo pode ser dado pela seguinte inequacgéo:
oFaX[E(jw)] < 1lm(w) , (3.50)

onde lm(w) & uma fungdo escalar positiva que confina TR(s)

a uma vizinhanga de TN(s) com magnitude 1lm(w).

Deve-se, entdo, estimar 1lm(w) com o cuidado
de que, se estes erros maximos forem superestimados, o
projeto sera por demasia conservador, o que comprometera o
desempenho do sistema. A idéia basica é: Jja que ndo se
conhece exatamente o modelo real, trabalha-se em uma faixa

onde ele certamente esta.

A partir do momento que se obteve um modelo
nominal e uma descrigdo da magnitude dos erros de
modelamento, podem-se estabelecer condigdes para a robuste:z
quanto a estabilidade de sistemas de controle

multivariaveis, como sera visto no capitulo seguinte.
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CAPITULO 4

METODOLOGIA DE PROJETO

O método LQG/LTR & inerentemente um método de
projeto para sistemas MIMO mas pode ser aplicado a sistemas
SISO. Este método apresenta a grande vantagem de tratar a
robustez a nivel de projeto e é enderecado a problemas de
controle nos quais somente as variavels controladas sao

medidas.

O ponto de partida da metodologia LQG/LTR é o
modelo de projeto da planta (linear, invariante no tempo e
de dimensdo finita), dado pela Equagdo 4.1, associado a uma
estimativa da magnitude da incerteza ndo estruturada

(Equacao 4.2).

Descricdo de estados:

Ax + Bu , (4.1la)
Cx + Du . (4.1b)

v
I

Descrigdo entrada=-saida:
G(s) = C(sI-A) 'B + D . (4.1c)

Incerteza nao estruturada da planta (modelo de erro
multiplicativo, refletido na saida):
— _ -1
o [E(s)] =0 [(G (s)-G (s))G (s) ] < lm(w)
(4.2)

E importante notar que este modelo, além de
incluir o modelo nominal da dindmica do processo fisico,

reflete a normalizacdo das variaveils de entrada e sailda



74

(Apéndice C) e, eventualmente, a planta é aumentada com
dindmicas (como integradores) incluidas para que o sistema
tenha caracteristicas especiais quanto & rejeicdo de

perturbagdes e ao comportamento de seguidor.

O problema do projeto do sistema de controle

pode ser dado, entao, da seguinte forma: Obter um
compensador K(s) (linear, invariante no tempo e de dimenséao
finita) - Figura 4.1 - tal que o sistema apresente:

a) Estabilidade Nominal,
b) Robustez quanto a estabilidade a erros de
modelamento,

c) Bom desempenho do sistema real.

r(s) e(s) u(s) y(s)
+m »| K(s) — GR(S) N

N

Fig. 4.1 - Sistema de Controle MIMO.

Propriedades de sistemas lineares como
estabilidade (incluindo margens de estabilidade),
sensibilidade e atenuagdo a perturbagdes sé podem ser

alteradas através do uso da realimentagdo (Safonov et

al., 1981). Estas propriedades estdo relacionadas a
magnitude dos valores singulares da matriz de
transferéncia diferengca de retorno [I+GN(s)K(s)] no

Diagrama de Bode. Logo, os requisitos a, b e ¢, podem ser
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interpretados como restricdes no dominio da frequéncia na
matriz de fungdes de transferéncia de malha nominal

GN(S)K(S), como serd visto a seqguir.

a) Estabilidade Nominal

Em sistemas SISO, a estabilidade nominal do
sistema pode ser verificada através do Critério de Nyquist
padrdao, enquanto que para sistemas MIMO pode ser utilizada
a sua extensao multivariavel (Apéndice F). Nos dols casos
tratam-se de restricdes no dominio da frequéncia na matriz
GN(S)K(S).

b) Robustez da Estabilidade

A questdo bésica é caracterizar a robustez do
sistema realimentado, isto &, a extensdo com que a matriz
GN(S)K(S) pode variar a partir de seus valores nominais sem
comprometer a estabilidade do sistema em malha fechada. A
estimativa da extensdo da variacao de GR(S)K(S) é dada pela
Equacdo 4.2. Deseja-se, entdo, gque o compensador K(s)
diante da planta nominal GN(S) (Figura 3.8a) e da planta

real GR(S) (Figura 3.8b) seja estavel em malha fechada.

A andlise para o sistema nominal baseou-se no
critério de Nyquist multivariavel (Apéndice F), o qual
estabelece que, o0 sistema sera estavel se o© nUmero de
envolvimentos do mapeamento det[I+GN(s)K(s)] para o
contorno padrdao de Nyquist DR, que engloba todo o
semi-plano direito, for igual ao nimero de pdlos instaveis

do sistema em malha aberta.
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E importante ressaltar que o critério de
Nyquist MIMO & uma condicdo necessaria e suficiente para a
estabilidade em malha fechada. O problema é& que o diagrama
de Nygquist MIMO ndo pode ser analisado como o diagrama de
Nygquist SISO, pois, através do diagrama, n&o se sabe a
"distdncia" do sistema nominal da instabilidade, e o que
gueremos €& garantias na estabilidade do sistema real

(sistema nominal acrescido de incertezas).

Algumas observagdes gquanto ao critério de
Nyguist multivariavel podem ser feitas, o gque o distingue
do caso SISO0:

1) O diagrama de Nyquist para o caso MIMO, ao
contrario do caso SISO, nao fornece informacédo
sobre o tipo de <compensagao necessaria para
melhorar a robustez do sistema;

2) O diagrama de Nyguist para o caso MIMO ndo fornece
medida de robustez, ao contrdrio do caso SISO, onde
as margens de fase e de ganho sdo facilmente
obtidas do diagrama;

3) A importdncia do critério de Nyquist MIMO reside no
fato que os testes de robustez da estabilidade
derivam deste critério;

4) A dependéncia de det[I+GN(s)K(S)] em relagcdo ao

compensador K(s) & complicada.

Sdo desenvolvidas condig¢des suficientes para
a robustez quanto a estabilidade de sistemas de controle
multivariaveis com realimentacdo, as quais tem a forma de
desigualdades no dominio da frequéncia que relacionam
valores singulares de determinadas matrizes de funcao de

transferéncia associadas ao sistema hnominal & valores
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singulares gue refleten a magnitude dos erros de
modelamento ndo estruturados em diferentes frequéncias.
Estes testes sdo ‘de utilidade no projeto, pois, auxiliam a
garantir a estabilidade do sistema em malha fechada na
presengca de erros de modelamento através da escolha das

caracteristicas dindmicas do compensador.

Considerando-se o sistema nominal estavel, o
sistema real permanecerd estavel, ou n&do, dependendo da
natureza e magnitude dos erros de modelamento, isto &, da
diferenca entre GR(S) e GN(s). Numa primeira analise ,
pode-se esperar gue gquando este erro for pequeno, o sistema
real permanecera estavel em malha fechada, j& que o sistema
nominal é& estavel em malha fechada, e guando for grande, o
sistema real poderd se tornar instdvel. Isto decorre do
fato de se considerar as incertezas como ndo estruturadas,
ou seja, sb6 se tem conhecimento da magnitude do erro e,
basta que esta seja grande, gue sempre existira uma fase
"artificial" (pior <caso), em gue o sistema se tornara
instavel, sendo este um dos motivos de se obter condigodes

tido conservativas, como sera visto adiante.

O teorema da robustez da estabilidade
(Apéndice G), estabelece gque se a matriz de fungdes de
transferéncia de malha nominal TN(s) e real TR(S) tem o
mesmo ndmero de pdlos instaveis, os pdlos no eixo Jw sao
idénticos, o sistema realimentado nominal de malha fechada
é estavel e consegue-se, através de uma transformagao
continua do Diagrama de Nyquist, passar do sistema real ao
nominal, sem mudar o nuamero de envolvimentos do ponto
critico, o sistema real em malha fechada & estavel. Isto &

equivalente a requerer que, se para todas matrizes de
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funcdes de transferéncia de malha genérica T(s) permitidas

pela Equacéao 4.2,
det [I+T(s)] = 0 , (4.3)
entdo, o sistema real em malha fechada é& estavel.

Examinando-se a Equag¢do 4.3, observa-se que
€ um teste baseado na singularidade, ou ndo, da matriz
I+T(s) . Deve-se, entao, desenvolver conceitos que
quantifiquem a proximidade de uma matriz da singularidade.
Autovalores e determinantes n&o sd8o bons indicadores
diretos da proximidade de uma matriz da singularidade
enquanto que valores singulares sdao excelentes indicadores

desta proximidade, como pode ser visto no Apéndice D.

Deriva-se do teorema da robustez da
estabilidade (Apéndice G) que, se:
-1
o [I+T '] > o [E(s)] , (4.4)
para todo s € QR , onde QR &€ o contorno de Nyqguist
considerado somente para as frequéncias positivas e o erro
E(s) & multiplicativo e considerado na saida da planta,

isto é:
E(s) = [T (s)-T (s)] T ~(s) , (4.5)
entdo, o sistema realimentado real é estavel.

Para cada frequéncia, encontramos o menor
erro de modelamento na pior direcdo possivel, que causara o
sistema realimentado estar no 1limite de instabilidade.
Estas condi¢des sdo somente suficientes para a estabilidade

em malha fechada e derivam do «critério de Nyquist
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ignorando-se a informacdo da fase (erros ndo estruturados),
obtendo-se uma condicdo um tanto conservadora. E importante
ressaltar que, para cada modelo de erro, obtém-se uma
condigcdo e, sendo condigbdes suficientes para garantir

estabilidade, basta atender a condicdo mais branda.

Para se evidenciar as 1implicacdes desta
condigdo, seja a matriz de funcdo de transferéncia de malha

fechada nominal CN(s):
c (s) = [I + TN(s)]_lTN(s) . (4.6)

Tomando-se a 1inversa dos dois lados da

equacdo, tem-se que:
C ' (s) = I + T “(s) . ' (4.7)

Do teorema 2 do Apéndice G tem-se que, para o
Ssistema real manter a estabilidade, deve-se ter:
-1
Inin[CN ] > omm[E(s)] . (4.8)
Das propriedades dos valores singulares
(Apéndice D) tem-se:
-1 - -1
O o LLC(8)]) <o [E(s) ] c . LE()] . (4.9)
Da expressao 4.9, observa-se gque gquando as
dindmicas ndo modeladas de alta frequéncia sdao a fonte
dominante de erros de modelamento, geralmente as condigdes
de robustez quanto a estabilidade, limitam a banda do
sistema de malha fechada. Consequentemente, restringe-se a
banda onde se pode esperar bom desempenho, 1isto &, bom
sequidor e boa  rejeicdo a perturbagdes. Evidencia-se,

assim, o compromisso estabelecido entre robustez da
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estabilidade e desempenho. Fisicamente, estas condicgdes
evitam que energia suficiente possa excitar dindmicas nao

modeladas e consequente possivel perda de estabilidade.

A partir do momento em que se tenta
quantificar a robustez de um sistema quanto a estabilidade,
€ natural estender os conceitos de margens de fase e de

ganho do caso SISO para o caso multivariavel.

Frequentemente, as margens de estabilidade
para o caso MIMO, sdo calculadas para cada malha
separadamente, abrindo-se uma malha de cada vez, engquanto
mantém-se as malhas restantes fechadas e determinando-se as
margens de ganho e de fase do sistema SISO restante
(Lehtomaki, 1981). Obtém-se, entdo, margens de ganho e de
fase associadas a cada malha. Este método, porém, &
deficiente pois ndo se pode esperar que as incertezas
afetem uma malha de cada vez. Ao se tratar as incertezas
atuando simultaneamente, deve-se salientar que mudangas de
fase e de ganho em uma malha, afetam o cadlculo das margens

de fase e de ganho nas outras malhas.

Define-se, entdo, as margens de fase e de

ganho para sistemas multivariaveis (Lehtomaki, 1981):

Margens de Ganho (MG): & o par de nUmeros reails C1 e c2 que
definem o maior intervalo (ci, c2), tal que, quando 1li(s),
i =1, 2,...m, na Figura 4.2 sdo todos constantes reais e

satisfazem a inequacédo:
c1 < li < ¢c2 , (4.10a)

o sistema de malha fechada é estavel.
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Margens de Fase (MF): & o par de numero reais c1 e -ci1 que
definem o maior intervalo (-ci1, «c1), tal gque, gquando
li(jw), 1 = 1,2,...m, na Figura 4.2 sdo da forma ejéiuﬂ,

onde ¢i(w) sdo reais e satisfazem a inequacgdo

-c1 < ¢i(w) < c1 (4.10b)

o sistema de malha fechada permanece estavel.

e 7N Yo |
Uej—a{ > R (s)— ; - ———
Y | i
. =y oivo : 9 o
. ’ o': ° E ° G(S) °
. o: ° i ° °
+/ 0\ ; _f/\\}
ten—
L(s)
Fig. 4.2 - Configuragdo para margens de fase e de ganho de

sistemas MIMO.
FONTE: Lehtomaki (1981), p. 42.

Estas margens diferem das margens obtidas

quando calculadas para cada malha separadamente.
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Vale lembrar gque as mudancas simultdneas nao
sdo mudancgas de fase e de ganho no mesmo canal e que estas
margens consideram somente uma pequena classe de erros de
modelamento descritas por L(s) diagonal. Pode-se obter a
tolerancia cruzada gquando a matriz L(s) ndo é diagonal,
isto é, existe acoplamento da incerteza entre os diversos

canals, através de valores singulares (Lehtomaki, 1981).

Prova-se (Lehtomaki, 1981) que, se um sistema

é estavel em malha fechada e

o (T + G(s)K(s)]™' < 1/ « (4.10c)

para todo s e o = 1, entdo, as margens de fase e de ganho

sdo limitadas por:

MG > [1/(1l+a) , 1/(l-a)] (4.10d)

e
MF > [-2 arcsen(«a/2) , 2 arcsen(a/2)]. (4.10e)
E - desejavel sistemas de controle que

apresentem boas margens de fase e de ganho no gque tange a
estabilidade o que, no caso multivariavel, n&o é& tarefa
facil. Felizmente, sistemas com controladores LQR onde a
matriz de ponderacdao das componentes do estado R, além de

simétrica e definida positiva, ¢é diagonal, apresentam
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excelentes propriedades gquanto a robustez (Safonov e

Athans, 1977), descritas a seguir:

1) Margens de ganho de, no minimo, (1/2,w) em todos os
canais independente e simultaneamente.
2) Margens de fase de, no minimo, (+60°,-60°) em todos

os canais independente e simultaneamente.

Estas propriedades, porém, dependem de se ter
assumido que todas as variaveis de estado sd3o medidas e

realimentadas.
Quando se associa um observador, como & o
caso de controladores LQG, ndo existem mais garantias de

robustez do sistema (Doyle, 1978).

c) Consideragdes quanto ao Desempenho

As mesmas nogdes de desempenho de sistemas
SISO podem ser estendidas para o caso MIMO com algumas

alteragdes. Sao considerados os seguintes aspectos:

1) Acompanhamento de referéncia,
2) Rejeigdo a perturbacgodes,
3) Rejeigdo a ruidos no sensor,

4) Sensibilidade a variagdo nos parémetros.



84

A configuracdao basica do sistema de controle

MIMO a ser estudado é:

di (s) do (s)
r (s) e(s) —— Lov(s)
— K(s) G (s)
_ L +
n(s)
Fig. 4.3 - Sistema MIMO padréo.
onde:
r(s) € Rm : vetor entrada de referéncia,
e(s) € Rm : vetor erro,
di(s) € Rn : vetor perturbacdo de entrada,
do{(s) € Rm : vetor perturbacgdo de saida,
y(s) € Rn : vetor sailda,
n(s) € Rn : vetor ruido no sensor,
qﬂs) € Cmxm : matriz de fungdes de transferéncia em
malha aberta dada,
K(s) € Cmxm : matriz de fungdes de transferéncia do

compensador, a ser projetado de forma
que o sistema atenda os requisitos de
desempenho e robustez e seja estavel em

malha fechada.

Frequentemente, os sinais di(s), do(s), n(s),

r(s) apresentam a parte mais significativa de sua energia
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distribuida em intervalos de frequéncia distintos.

Obtém-se, entdo, as seqguintes relacdes:

e(s) = r(s) - y(s) - n(s) , (4.12)
yY(s) = do(s) + GN(S)di(S) + GN(S)K(S)e(S) . (4.13)
Eliminando-se o erro das Equacdes 4.12 e

4,13, chega-se a:

[I + G, (s)K(s)]y(s) = G (s)K(s)r(s) + do(s) +
+ GN(s)di(s) - GN(S)K(s)n(s) ,
(4.14)
e, consequentemente,
y(s) = [T + G (s)K(s)] 'G (s)K(s)r(s) +
+ [I + G (s)K(s)] ‘do(s) +
+ [T + G (s)K(s)]'G (s)di(s) -
- (I + GN(S)K(S)]_1GN(S)K(s)n(S) i (4.15)
A Equacéao 4,15 permite calcular a

contribuicdo da entrada, das perturbagdes e do rulido nos

sensores na sailda.
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Eliminando-se a saida y(s) das Equacgdes 4.12

e 4.13, pode-se calcular o vetor erro e(s), dado por:
e(s) = [I + G (s)K(s)17'r(s) = [I + G (s)K(s)] 'do(s)
= [I + G(s)K(s)17°G (s)di(s)
- [I + GN(S)K(S)]_ln(s) . (4.16)
As segquintes denominag¢des sdo usadas
I+ GN(s)K(s) : matriz de fungdes de transferéncia
diferengca de retorno;

S(s) = [I + GN(s)K(s)]'1 : matriz de sensibilidade;

1) Acompanhamento de Referéncia

Para que o Sistema apresente boas
caracteristicas de acompanhamento de sinais de referéncia,

deseja-se que
y(s) = r(s) , (4.17)

para s € Qr, onde s € Qr, significa que a relagao deve ser
satisfeita para todas a faixa de frequéncia, onde r(s)
apresenta energia significativa. A partir da Equacgdo 4.15,

observa-se que para atender este requisito, basta que:
[T + GN(s)K(s)]—lGN(s)K(s) ~I, se€r. (4.18)

Boa caracteristica de acompanhamento de

referéncia requer também que:

e(s) =~ 0 , s € Qr . (4.19)
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Analogamente ao caso SISO pode-se, de certa

forma, inferir que, se a matriz [I + GN(s)K(s)] & "grande",
entdo, a matriz [GN(S)K(S)] também © serd e a matriz de
sensibilidade S(s) = [I + GN(S)K(S)]"1 sera '"pequena". Sob
estas condicodes,
-1 -1
[I + G (S)K(s)) =~ [G (s)K(s)]™ (4.20)

de forma que a relacdo 4.18 & satisfeita. E importante que

a estabilidade seja mantida.

Posteriormente, serda definido o gue se

entende por uma matriz '"grande'" ou '"pequena'.

2) Rejeicdo a Perturbacodes

A partir das Equacgdes 4.15 e 4.16 pode-se
verificar que para haver boa rejeicdo a perturbacdes,
deve-se ter:

-1

S(s) [I + G (s)K(s)] =~ 0 , s € Qd, (4.21)

onde Qa4 é a faixa de frequéncia onde a perturbacgado
apresenta energia significativa. [I + GN(s)K(s)] e
[GN(S)K(S)] devem ser "grandes" nas frequéncias das

perturbacdes, sem comprometer a estabilidade.

3) Rejeicdo a Ruidos no Sensor

Na Equacdo 4.15, observa-se a contribuicao do
ruido nos sensores n(s) na saida y(s). Para minimizar este
efeito, a matriz de fungdes de transferéncia nominal de
malha fechada CN(S) deve ser '"pequena" nas frequéncias em
que o ruldo no sensor n(s) apresenta sua energia, sem

comprometer a estabilidade.
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4) Sensibilidade a Variacdo nos Pardmetros

E deduzida a equacdo de sensibilidade do
sistema em malha fechada que relaciona mudancas na salda
nominal como resultado de mudan¢as na dindmica nominal do

sistema em malha aberta.

Seja do(s) = di(s) = n(s) = 0 na Equagdo
4.15

Seja GN(s) a matriz de funcgoes de
transferéncia em malha aberta nominal e y,(s) a saida

nominal do sistema em malha fechada, resposta a uma entrada

de referéncia r(s), isto é:
y (s) = [T + GN(S)K(S)]_1GN(S)K(S)r(s) . (4.22)
Seja GR(S), a matriz de funcgodes de

transferéncia em malha aberta real dada por:
G (s) = G (s) + &8G(s) , (4.23)

onde a matriz 8G(s) representa o desvio do sistema em malha

aberta em relagdo & sua dindmica nominal.
Com isso, pode-se escrever:

y(s) =y (s) + 8y(s)

= [T + [G,(s) + 8G(s)]K(s)] [G (s) +

+ 8G(s)]K(s)r(s) . (4.24)
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Eliminando-se r(s) das Equacdes 4.22 e 4.24
e, apds algumas manipulacgdes algébricas, obtém-se:

§y(s) = [T + G (s)K(s)] 8G(s) [6,(s)] y,(s)

(4.25)

Para se atenuar o efeito da variacao do

modelo 8G(s), no desvio Jdy(s) em relagdo & salida nominal
yN(s), deseja-se que a matriz S(s) seja '"peguena" nas
frequéncias em que 8G(s) & significativa (s € Q8), sem que

comprometa a estabilidade.

Como se verificou, o desempenho do sistema de
controle esta intimamente ligado com as matrizes
[GN(S)K(S)] e [I + GN(S)K(S)] nas diversas frequéncias.
Resta definir precisamente o gue se entende por matriz
"grande" e matriz '"pequena'", o que é feito através da

utilizacdo do conceito de valores singulares (Apéndice D).

O problema de conceituar o "ganho" de uma
matriz de funcgdes de transferéncia, reside no fato de que
deve-se considerar todas as direcdes da entrada. Por
exemplo, uma matriz de funcdes de transferéncia "grande",

deve amplificar a entrada em todas as direcgodes.

Aplicando-se o conceito de valores

singulares, apds alguma manipulacao algébrica, chega-se as
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seguintes conclusodes:

Para que o Sistema apresente bom
acompanhamento de referéncia, boa rejeicdo a perturbacdes e
reducdo da sensibilidade a variac¢do nos parametros, deve-se

ter:
Gm“[G(S)K(S)] » 1, s € Qr, Qd, Q8. (4.26)

Este resultado & andlogo ao caso "SISO" no

que se refere a3 ganhos de realimentacédo.

Para que o sistema apresente boa rejeicdo a
ruidos nos sensores e nao tenha problemas de estabilidade
devido a dindmicas ndo modeladas, deve se ter:

QMX[G(S)K(S)} « 1, s € {n, Qdom , (4.27)
onde Qunm &€ a frequéncia das dindmicas ndo modeladas.

Este resultado é& anadlogo ao caso "SISO" no

que se refere a ganhos de realimentacéao.

Evidencia-se o compromisso entre alto
desempenho, robustez da estabilidade quanto a diné&micas néao
modeladas e rejeicdo a ruidos no sensor. E interessante
notar gque S(s) + CN(S) = I, ou seja, €& impossivel que S(s)

e CN(s) sejam "pequenas'" simultaneamente. Felizmente, emn
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geral, a entrada de referéncia, as perturbagdes e a
variagdo nos pardmetros estdo em baixas frequéncias e,
ruidos no sensor e dindmicas ndo modeladas sdo criticas, em

altas frequéncias.

E interessante notar que grandes ganhos de
realimentagdo podem exigir esforcos de controle além da
capacidade do atuador provocando saturag¢des, como pode ser

visto na seguinte relacgao:
u = [I+K(3w)G(Jw) ] K(jw) (r-n=d) = G (jw) (r-n-d) ,
(4.28)

pois n, d e r sdo amplificados em u sempre que a frequéncia

exceda a banda de G(jw), ou seja, para w tal que
qu[G(jw)] « 1, tem-se:

-1, . _ .

Umn[G (Jw) ] = 1/qu[G(jw)] » 1 . (4.29)

Como foi visto, chega-se, entdo, a um

objetivo bastante claro de projeto: Deve-se projetar um

compensador K(s) de forma que, ao colocarmos no diagrama de

Bode <%MX[GN(]W)K(]W)] e OF“ﬁGN(]w)K(]w)], estes respeiltem

as barreiras de alta e baixa frequéncia impostas pelos

requisitos de desempenho e robustez (Figura 4.4) e mantenha

a estabilidade em malha fechada.
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Fig. 4.4 - Restricdes nos valores singulares maximo

e minimo de GN(jw)K(jw).

Analogamente ao caso SISO, onde a taxa de
atenuag¢do do ganho préximo a frequéncia de crossover deve
estar em torno de -20 dB/década para se garantir uma margem
de estabilidade aceitavel, para o caso MIMO a taxa de
atenuacgdo de UW“[G(jw)K(jw)] e GMn[G(jw)K(jw)] ndo deve
ser elevada préximo da frequéncia de crossover (Doyle e
Stein, 1981; Maciejowski, 1989). O problema se acentua

quando a planta tem zeros e pdlos instdveis.

Este processo de restringir a matriz
[G(Jw)K(Jw)] no dominio da frequéncia sem perder a
estabilidade & <complexo e & facilitado através da
utilizagdo da metodologia LQG/LTR, onde & utilizado um
compensador com a estrutura mostrada na Figura 4.5, onde a
dinadmica da planta nominal aparece de forma explicita na
sua estrutura. Compensadores LQG apresentam a mesma
estrutura, sendo um tipo especifico deste tipo de

compensador.
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a)

COMPENSADOR

PLANTA

e e e
»

b)

K(s)

)

Gls

a) dominio do tempo;

4.5 - Compensador utilizado

Fig.

b) dominio da frequéncia.
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Da Figura 4.5, obtém-se as seguintes

equagdes:

PLANTA EM MALHA ABERTA

X(t) = Ax(t) + Bu(t) + L d(t)
y(t) = Cx(t)

y(s) = G (s)u(s)

G.(s) = C(sI - A)7'B

d(s) = (sI - A)"}

COMPENSADOR

z(t) = Az(t) + Bu(t) + HV(t)
v(t) = y(t)-Cz(t)-r(t)= -e(t)-Cz(t)
u(t) = -Gz (t)

u(s) = K(s)e(s)

K(s) = G(sI - A + BG + HC) 'H

Esta estrutura é também conhecida por MBC
("Model Based Compensator'") (Athans, 1986b) e contém duas
malhas fechadas. Uma envolve a matriz de ganho do
controlador G e a outra, envolve a matriz de ganho do
filtro H. Estas duas matrizes s§o os parédmetros livres de
projeto do compensador, que devem ser ajustados para que o
sistema apresente estabilidade nominal, robustez quanto a
estabilidade e bom desempenho. Deve-se, entdo, sistematizar

0 processo de escolha das matrizes H e G.

Os compensadores MBC apresentam algumas

propriedades interessantes:

1) Quando associado em série com qualquer planta MIMO

em malha aberta (estabilizavel e detectéavel), o
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sistema em malha fechada resultante sera estavel,
desde que as matrizes de ganho sejam selecionadas
convenientemente.

2) Propriedade da separag¢ao que estabelece que o0s 2n
polos de malha fechada do sistema realimentado na
Figura 4.5, sdo os autovalores de (A-BG) e (A-HC),
ou seja, o controlador e o observador podem ser
calculados separadamente (Kwakernaak, 1972;
Kailath, 1980).

3) Em sistemas que usam MBC (Figura 4.5b), tem—-se:
a) A funcao de transferéncia de malha, obtida
abrindo a malha do sistema no ponto (i’), é a

funcdo de transferéncia de malha do filtro dada

por C&oH;
b) A funcdo de transferéncia de malha, obtida
abrindo a malha do sistema no ponto (i), é

G(s)K(s) e pode aproximar C%H ponto a ponto em s
desenhando-se o LOR de acordo com um

procedimento "sensitivity recovery" (Kwakernaak,

1972);
c) A funcdo de transferéncia de malha, obtida
abrindo a malha do sistema no ponto (ii’), é a

funcdo de transferéncia de malha do LQR dada por

G®B;
d) A funcdo de transferéncia de malha, obtida
abrindo a malha do sistema no ponto (ii), é

K(s)G(s) e pode aproximar G%B ponto a ponto em s
projetando-se o filtro de acordo com um
procedimento "robustness recovery" (Doyle e
Stein, 1979).

As propriedades 3a e 3c podem ser verificadas
pela avaliacdo das funcdes de transferéncia envolvidas. As

propriedades 3b e 3d sdo mais elaboradas e requerem como
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restricdes que G(s) deve ser de fase minima com nidmero de
entradas m e numero de saildas p, de forma que, mzp para a
propriedade 3b e, msp para a 3d e, portanto, G(s) deve ser
quadrada para ambas. Os nomes "sensitivity recovery" e
"robustness recovery" sdo restritivos. "Full-state loop
transfer recovery" é talvez um nome melhor para ambos os
procedimentos, com a distincdo de que um é& aplicado nos

pontos (i) e (i1’) e o outro, nos pontos (1ii) e (ii’).

O significado da propriedade 3 é que, pode-se
projetar func¢des de transferéncia de malha de compensadores

LQG como se todo o estado fosse realimentado e, entéo,

aproxima-las adequadamente com um procedimento de
recuperag¢ao. Para o ponto (1), a recuperacdo se da através
das equacgdes do LQR, engquanto que para ponto (ii), através

do FK, sendo a matematica das duas opcdes, dual.

O método LTR se baseia na propriedade 3,

sendo conhecido por método LTR na salda da planta
(ponto i), onde fixa-se H e varia-se G e, método LTR na
entrada (ponto 1ii), onde fixa-se G e varia-se H. E

apresentado somente o método LTR na saida da planta, funcgao

de ter se considerado o modelo de erro na saida.

O método envolve doils passos basicos. No
primeiro, dgera-se a Malha Objetivo (M.0.) através da
especificagdo da matriz de ganho do filtro H, dque atende
todas as especificag¢des de desempenho propostas, sem violar
as condigcdoes de estabilidade nominal e robustez da
estabilidade. No segundo, obtém~-se a matriz de ganho do
controlador G de forma que a matriz de fungdes de
transferéncia de malha do sistema da Figura 4.5 aproxima
a matriz de fungdes de transferéncia de malha da M.O.
(Figura 4.6) estabelecido no primeiro passo. O grau de

aproximagcdo & limitado por zeros de fase ndo minima da
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planta. Se a planta é& de fase minima, entdo, o grau de
aproximagao ou a recuperagéo da M.O. pode ser
arbitrariamente boa, caso contrario, a qualidade da
recuperag¢io dependerd da localizagdo dos zeros de fase néo

minima.

4.1 - MALHA OBJETIVO

Como o comportamento do sistema final
aproximard o comportamento da M.O. (Figura 4.6), onde
Gm(s) = CPH, esta deve atender a uma série de requisitos,
ou seja, os requisitos do sistema final s&o transferidos

para a M.O..

T

d(s) /| C —>

VG

Fig. 4.6 - Estrutura da Malha Objetivo.
Estes requisitos podem ser enumerados:

1) No dominio da frequéncia Gm(s) deve atender

especificagdes de robustez e desempenho:

a) Robustez quanto a estabilidade com erros de

modelamento refletidos na saida da planta:

o 4L+ G (3176 (3w} < 1/0  [E(FW)] .
(4.30)
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b) Para que o sistema apresente bom acompanhamento
de referéncia, boa rejeicdo a perturbacgbes e
baixa sensibilidade a variacdo nos parametros,

os valores singulares m&ximo da matriz de

sensibilidade devem ser pequenos nestas
frequéncias:
. _ -1

J[s@Gw)] =o [T +6G,.1 «1 , (4.31)

ou equivalentemente,

o
ma

a
ma

LG, (31 » 1. (4.32)
c) Para boa rejeigdo a ruidos,
x[GMO(jw)] « 1 , (4.33)

nas frequéncias do ruido.

2)

3)

4)

b)

Os autovalores e autovetores em malha fechada da
M.0O. devem ser satisfatérios;

A localizagdo dos zeros de transmissdo da M.O. deve
ser satisfatédria;

As respostas no tempo de simulagdes deterministicas
e estocéasticas usando a M.0O. quanto a seguidor,
rejeigdo a perturbagdes, sensibilidade a ruidos no
sensor e a variagdo nos parametros devem ser

satisfatérias.
Algumas observacdes ainda podem ser feitas:

GMO(S) possui os polos de GN(s) e oS zeros sao
controlados por H;
Para se conseguir satisfazer certas especificacgdes

de desempenho, pode ser necessdrio redefinir o
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modelo de projeto, aumentando-o com dindmicas na
entrada da planta.

c) Nas simulacdes, os transitdrios nos controles u néo
podem ser observados na M.0.. Estes devem ser
simulados no sistema final, sendo um ponto critico
do projeto, pois, saturacdao de atuadores podem
provocar instabilidade. Neste caso, deve-se reduzir
a banda da M.O..

Resta saber, entdo, como calcular a matriz de
ganho do filtro H de uma maneira simples e, tal que, a M.O.

atenda a todos os requisitos.

A principio, pode ser usada qualgquer técnica
de projeto de controle com realimentacdo de estado como
alocacao de polos, "eigenstructure assignment", etc., desde
gue a M.O. tenha a mesma estrutura de pdlos e zeros no
semi-plano direito gque a planta (Stein e Athans, 1987). A
teoria de estimadores d6timos (Filtro de Kalman - FK) relne
algumas vantagens que fazem=-na uma importante ferramenta de
projeto neste contexto, entretanto, ndo no sentido padréo
de otimizagao de um critério de desempenho, mas
simplesmente numa maneira eficiente de gerar uma M.O. com
boas caracteristicas (estabilidade nominal, excelentes
caracteristicas de robustez automaticas e facilidade de
obtencao). Ao se calcular Gm(s) através do FK, o método
LTR é& denominado LQG/LTR, e GMO(S) serd substituido por
G”(s). Pode-se dizer gque o compensador LQG perde as boas

caracteristicas de estimador, porém ganha em robustez.

Na formulacdo do problema para calculo do
compensador LQG padrdo, 1incluem-se apenas oOS pProcessos

estocasticos atuando na planta e nas medidas, e deve-se
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minimizar wuma funcdo objetivo de custo. Incertezas no
modelo, ndo linearidades e restrigdes para uma soluc¢do real

ndo sao consideradas (Maciejowski, 1989).

Neste contexto, inicialmente, deve-se
formular um problema ficticio do FK como é& dado a seguir,

onde o controle u & eliminado:

l

Ax + LE (4.34a)
cx + 9, (4.34b)

onde L & uma matriz nxm, o ruido £ & branco, gaussiano, de
média zero, com matriz intensidade I e o ruido de medida ¢

é branco de média zero e matriz intensidade uI.

A matriz de ganho do filtro H &, entdo, dada

por:

H = (1/u) = C’ (4.35)

onde ¥ & obtido da solucao da equacao algébrica de Riccati:

0 = AS + A’ + LL/ - (1/u)EC’CS . (4.36)

A partir de agora a matriz L e o escalar u
serdo os parametros de projeto para especificar a matriz de
ganho do filtro H. Desde que [A,L] é& estabilizavel e [A,C]
é detectavel, estd sempre garantida a estabilidade nominal
da M.O. para gqualquer escolha de L e u. A M.O. obtida desta

forma serd sempre de fase minima.
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A escolha de L e u é facilitada pela seguinte
igualdade no dominio da frequéncia, obtida através da
equacdo algébrica de Ricatti, envolvendo os valores
singulares da matriz de transferéncia diferenca de retorno
da M.O. (Doyle e Stein, 1981):

o [I+G_(jw)] = J1+ (1/;1)0? [C@(jw)L]‘ . (4.37)

Esta equagdo governa as propriedades de
desempenho e robustez da estabilidade da M.0. (Doyle e
Stein, 1981).

E interessante notar que os parametros de
projeto L e u estd3o do lado direito da equag¢do, enquanto as
caracteristicas no dominio da frequéncia da M.O. aparecem

do lado esquerdo e, pode-se observar a influéncia de L e u:

1) u controla o) "ganho de malha" do FK e,
consequentemente, pode ser utilizado para ajustar a
frequéncia de crossover ou a banda do sistema, de
forma que a curva dos valores singulares de G”jjw)
ndo cruze a barreira dos erros de modelamento de
alta frequéncia (Figura 4.4). Do ponto de vista do
FK puro, ndo tem sentido limitar a banda do filtro,
pois o FK fornece a banda o&tima para os ruidos
assumidos (Athans, 1986b).

2) L determina os zeros de transmissdo de C¥L e,
consequentemente, a forma da curva dos valores

singulares no dominio da frequéncia.
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Sdo apresentados a seguir alguns métodos
sistemdticos de escolha da matriz L. Pode-se, contudo, se

necessario, utilizar um procedimento empirico para isso.

A partir da Equacdo 4.37, observa-se que para
haver <coincidéncia de valores singulares em baixas
frequéncias e supondo que A ndo tenha pdlos na origem, a
matriz L pode ser dada por:

L = -AC’ (cc’) ™, (4.38)

Al e COL = -I.

R

pois, em baixas frequéncias, 9¢(s)

Para haver coincidéncia de valores singulares
em altas frequéncias, a matriz L pode ser dada por:

L =cr(ccry (4.39)

pois, em altas fregquéncias, %(s) = (sI)_1 e COL = s I.

Da Equacdo 4.37, verificam-se apds algum
trabalho algébrico as excelentes propriedades automaticas

de G“js) quando este & calculado através do FK:

GMn[I + Gm(§)] > 1, (4.40)

-1
o [I+G.(s) ] >0.5 . (4.41)
A Equagcao 4.40 garante gque a M.O. nunca
amplificara perturbacdes refletidas na saida da planta em

todas as frequéncias. A Equagdo 4.41 implica que a M.O.
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nunca sera instéavel devido a modelos de erros
multiplicativos refletidos na saida da planta se

Im(w) < 0.5, para todo w.

Estas margens sdo mais gerais do que as
consagradas margens de fase (i60°) e margens de ganho
(1/2,») do LQR, pois, valem para incertezas nao

estruturadas.

E interessante notar que, em altas e baixas

frequéncias, a Equagdo 4.37 reduz-se a:

Ul [GKF]

IR

(1/VE) o, (6,41 , (4.42)

FOoL

onde G =~ = C®L, o que facilita a vizualizagao da

influéncia de L e u em G, (Athans, 1986Db) .

Ao se acrescentar integradores (um em cada
canal de controle) - Figura 4.7 - de forma gque o sistema
quando excitado por degrau de comando/referéncia ou
perturbagdo tenha erro de regime estacionério zero, tem-se:

ﬁp = u(t) , (4.43)

ou equivalentemente,

up(s) = (1/s)u(s) . (4.44)
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a)
comp. PLANTA AUMENTADA
LQG/LTR T e ———— -
|
U(S){ | Upls) | Y(s)
K(s) — —_— G (5) 1 - —
I i S G i ‘
| |
e
b)
COMPENSADCR
{— _! PLANTA
r{s) ! )
- e | Up(s) vie)
/\ : K(S) _}‘_ | P G (s) I —
\./ l - S | -
- l |
e ——_——

Fig. 4.7 - Modelo de projeto com adigdo de integradores:
a) na planta; b) incorporado no compensador.
0 modelo de projeto &, entdo, definido pela

dindmica aumentada (dinédmica da planta mais os integradores
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adicionados) e agora & um sistema de dimensdo n+m, podendo
ser dado por:

u (t) 0 0 u (t) I
X(t) B A xX(t) 0

u (t)
y(t) = [ 0cC ] P (4.45)
x(t)
ou
Xa = AaXa + Bau , (4.46a)
Yy = CaXa . (4.46Db)

Neste caso, é& interessante que a matriz L

(n+m)xm, seja escrita na forma:

' L
La=[ L] , (4.47)

e, conseguentemente, GFOL para baixas frequéncias pode ser

dado por:

I/s 0 LL
G = Ca[sI-Aa] 'La = [0 C] =
FOL _A—lB/s _A—l

= -ca”'BL /s - ca’'L (4.48)

H ’
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e, para altas frequéncias, por:

o I/s 0 L,
G, = CalsI-Ra] 'La = [0 C] =

= CBLL/sz +CL /s (4.49)

onde se verifica que L (mxm) pode ser selecionada para
governar o comportamento de baixa frequéncia dos diagramas
de Bode da M.O. e LH (nxm) pode ser selecionada para
governar o comportamento de alta frequéncia dos diagramas
de Bode da M.O..

Para que haja casamento de valores

singulares em baixa frequéncia pode-se escolher:

L = -[ca’By’, (4.50)

e, para casamento de valores singulares em alta frequéncia:

L, = cr(ccr)y ™t . (4.51)

Para casamento em todas as frequéncias
(Apéndice J) (Cabral (1987), citado por Athans, 1986Db):

-fca’'B] (4.52a)
—A_lBLL . (4.52b)

N v
o
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Concluindo, as etapas a serem seguidas para a

obtencdo da matriz de ganho do filtro H sio:

1) Acrescentar, ou ndo, integradoresem cada canal de

controle de forma a se obter o comportamento

desejado;

2) Determinar a matriz L de forma que a M.O. tenha as

caracteristicas desejadas;

3) Ajustar u de forma a se obter a frequéncia de

crossover desejada;

4) Determinar a matriz de ganho do filtro H através da

resolucdo da equacdo algébrica de Riccati, com os
valores L e u obtidos, e calcular G”(s);
5) Verificar se G _(jw) atende aos requisitos de

KF
desempenho e robustez da estabilidade.

Com a matriz de ganho do filtro H calculada,

resta somente obter a matriz de ganho do controlador G do

compensador K(s).

4.2 - RECUPERACAO

O procedimento de recuperacao consiste enm

encontrar uma familia de matrizes de ganho Gp, tal que,

para todo p,

Re Ai(A—BGp)<O; i=1, 2,...,n

lim vlp Gp » WC ; W/ W=1I

(4.53)

(4.54)
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Se isto for possivel, chega-se ao resultado

fundamental do método LTR: Se o modelo de projeto da planta

GN(S) = (C(sI-A) 'B s6 tem zeros de transmissdo de fase
ninima, entdo:

lim C(sI-A) 'BGp(SI-A+BGp+HC) 'H-C(sI-A) 'H

p-0

(4.55)
ponto a ponto em s, o gue implica em:
lim G (s)Kp(s)~G__(s) , (4.56)
N KF
p~0
lim S(s)-s _(s) (4.57)
p~0 ‘
lim CN(S)»CKF(s) , (4.58)
p-0

onde S”(s) e C”Js) sdo, respectivamente, as matrizes de
sensibilidade e de fungdes de transferéncia de malha
fechada da M.0.. Isso mostra gque o sistema aproxima

assintoticamente a malha do filtro M.O..

0 desenvolvimento da expressao 4.55,

encontra-se no Apéndice G.

Felizmente, & possivel se construir a familia
de matrizes de ganho Gp que atenda as Equacgdes 4.53 e 4.54
através da solucgao do "Cheap control LOR

problem" (Apéndice I), para plantas que:

apresentam o mesmo nUmero de entradas e saldas;
[A,B] & estabilizavel (ou controldvel);
[A,C] & detectavel (ou observavel);

tenham os zeros de fase minima.
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Logo, a matriz de ganho do controlador G é

calculada resolvendo a equagdo algébrica de Riccati:
0 = -KpA-A'Kp-C’'C+(1/p)KpBB’'Kp , para p-0 (4.59)
e, entao, calculé-se a matriz Gp, através de:
Gp=(1/p)B’'Kp . (4.60)
Compensadores LQR obtidos quando p-0
apresentam caracteristicas interessantes (Kwakernaack e
Sivan, 1972):
Seja uma matriz de fungdes de transferéncia

G(s) com np pdlos e nz zeros de malha aberta. Os np pdlos

de malha fechada de G(s) se dirigem para:

a) zeros de fase minima de G(s) de malha aberta;
b) imagem no semi-plano esquerdo dos zeros de fase ndo

minima de G(s) .

Os np-nz pdlos restantes se dirigem para o

infinito.

E interessante notar na Equacdo 4.56 que

GN(s) e G“(s) sdo sistemas de ordem n e K(s) & um

compensador de ordem n, logo, nao e possivel
G(s)K(s) = G”(s). Para fins de projeto basta que a
aproximagdo seja ponto a ponto, isto &, G(Jjw)K(jw) =

Gm(jw) na banda de frequéncias relevantes, no gue concerne

a desempenho e robustez.

A matriz de transferéncia de malha GN(S)K(S)
do sistema que estamos para projetar (Figura 4.5), aproxima

a matriz de fungjo de transferéncia de malha G”(s) da M.O.
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(Figura 4.6), desde que a condigédo de fase minima em GN(s)
& satisfeita. Logo, se a M.0O. & satisfatéria, pode-se usar

o compensador LTR para recupera-la.

No dominio da frequéncia, o método LQG/LTR
resulta num bom casamento entre os diagramas de Bode da
matriz de funcdo de transferéncia de malha, matriz de
sensibilidade e ﬁatriz de funcdo de transferéncia de malha
fechada do sistema final (malha LQG/LTR, Figura 4.5) e da
M.0. (Figura 4.6) para frequéncias abaixo da frequéncia de
cruzamento ('"crossover"). Geralmente, em altas frequéncias
as curvas dos valores singulares de G“(s) tem declividade
de -20 dB/dec, enquanto que as curvas dos valores
singulares de GN(S)K(S) eventualmente tem declividade em
altas frequéncias ("roll off") de -40 dB/dec (Athans,
1986) . Logo, malhas LQG/LTR oferecem robustez adicional as
dindmicas ndo modeladas de alta frequéncia quando
comparadas a M.O.. As caracteristicas de desempenho de
seguidor e rejeicdo a perturbacdes em baixa frequéncia, sao

essencialmente as mesmas entre M.0O. e a malha LQG/LTR.

O compensador LQG/LTR, essencialmente, gera
uma inversa estavel (nas frequéncias abaixo do crossover)
do modelo de projeto da planta G (s) e substitui as
dindmicas desejadas definidas por G“(s). Os zeros de K(s)
correspondem  aos Zeros de G“(s), alguns pbdlos do
compensador K(s) sao usados para cancelar os zeros de
transmissdo de GN(s) e outros vao para o infinito a medida
que p-0, de forma que a estabilidade nominal é preservada.
Estes p6los de alta frequéncia podem ser eliminados através
de um processo de reducdo (Athans et al., 1986) como o
Método dos Residuos (item 3.3). Vale lembrar que a ordem do
compensador é& igual a da planta aumentada. Para plantas de
fase ndo minima, o problema é bem mais complexo, como sera

visto a sequir.
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De acordo com Freudenberg e Looze (1985),
zeros de fase ndo minima limitam o desempenho de sistemas
realimentados, independente da metodologia de projeto
utilizada. Quando existem =zeros de fase ndo minima na
planta GN(s), o método LTR né&o & capaz de recuperar a M.O.
em todas as . frequéncias e, consequentemente, as
caracteristicas desejadas da M.O, pois, 1isto envolveria
cancelamento de podlos e zeros no semi-plano direito. As
matrizes de funcdo de transferéncia de malha fechada CN(S)
e de sensibilidade S(s) sdo prejudicadas nas frequéncias

préximas aos zeros de fase ndo minima.

E importante notar que as caracteristicas de
fase ndo minima de GN(S) ndo sao refletidas na matriz de
funcdo de transferéncia G”js) da M.O0., pois G“(s) é
sempre de fase minima, logo, ndo existem limitag¢des no
desempenho da M.0O., porém, na malha do LQG/LTR podem haver

limitacdes, impostas pelos zeros de fase ndo minima.

Na realidade, o método LQG/LTR & recomendado
também para plantas de fase ndo minima (Athans, 1986). Se
0os zeros de transmissdo de fase ndo minima estio acima da
banda da M.O., entao, havera recuperacao em baixas
frequéncias e, do ponto de vista pratico, a presenca de
zeros de fase ndo minima distantes nao deteriora as
propriedades de baixa frequéncia de seguidor e rejeicdo a

ruidos.

Se existem zeros de fase ndo minima em baixa
frequéncia, entdo, a sensibilidade da malha LQG/LTR nao
sera pequena em frequéncias préximas a estes zeros. Em
sistemas  MIMO isto significa que existirdo certas
"diregdes'" de comandos e perturbacdes nestas frequéncias,

controladas pela localizacdo e direcdo dos zeros de fase
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ndo minima de GN(s) em gue o sistema ndo apresentara as
caracteristicas de bom seguidor e rejeigdo a perturbagdes
desejadas (Athans, 1986b).

No caso de plantas de fase ndo minima,
existem algumas opc¢des (Maciejowski, 1989; Stein e
Athans, 1987):

1) Utiliza-se o método LQG/LTR padréo, onde a
estabilidade do sistema nominal estd garantida,
porém, ciente das limitag¢des impostas pelos =zeros
de fase ndo minima. Vale 1lembrar gque estas
dificuldades s3oc encontradas em outros métodos de
projeto.

2) Aproximar o modelo da planta por um modelo de fase
minima, e o erro introduzido é& incluido na
incerteza da planta. Isto pode ser feito

fatorando-se GN(s) da seguinte forma:

GN(s) = Bz(s)Gm(s) (4.61)
onde Gm(s) & de fase minima e Bz(jw)Bz(jw)H = I,
para todo w e contém todos os zeros instaveis.
Bz(s) € incluido no modelo da incerteza (item 3.4).

3) Construir GHO(s) através de uma metodologia mais
apropriada para plantas de fase ndo minima ao invés
do FK, com os cuidados e restrigdes mencionados
anteriormente. Entretanto, esta opc¢ao é
gquestionavel, pois perde-se as excelentes
caracteristicas gquanto & robustez de malhas com

reguladores "LQR".
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caAPITULO 5

PROJETO DO S.C.A.

O S.C.A. operando no modo normal deve manter
o apontamento do satélite dentro das especificacgdes de
atitude e de movimento de atitude na presenca de torques
ambientais. O sistema deve também ser robusto quanto a
estabilidade a erros de modelamento e apresentar margens de

fase e de ganho satisfatodrias.

Como fol visto, as equacdes dJue descrevem a
dindmica de atitude do satélite (Equagdes 3.28 e 3.29),
podem ser decompostas em um sistema "MIMO" para os eixos de

roll e yaw e um sistema "SISO" para o eixo de pitch.

Os projetos do sistema "MIMO" e do sistema
"SISO" s&o realizados separadamente, ambos utilizando a
metodologia LQOG/LTR. O caso "MIMO" é tratado em detalhe,
enquanto que o caso "SISO", onde poderiam ser utilizadas
técnicas convencionais de projeto, & tratado brevemente por

se tratar de uma repeticdo simplificada do primeiro.

a) Projeto para o Sistema Roll/Yaw

A Tabela 5.1 apresenta os valores numéricos

adotados para o projeto.



114

TABELA 5.1 - VALORES NUMERICOS UTILIZADOS PARA OS PAINEIS

Mbédulo de Young: E = 1,3x109 Pa
Coeficiente de Poisson: v = 0,3

Densidade superficial: p = 3,01 kg/m2

Coeficiente de amortecimento c¢c = 0,02
Dimensdes dos Painéis: L1 = 0,665 m; L2 = 1,07 m;
L3 = 0.659 m; h = 1,31%5e-2 m
Massa dos painéis: M1 = M2 = 2,14 kg; M3 = 1,32 kg
Distédncias dos painéis: bx = by = 0,33m; bz = 0,53 m
Ll = comprimento dos painéis 1, 2 e 3; L2 = largura dos
painéis 1 e 2; L3 = largura do painel 3; h = espessura dos

painélis 1, 2 e 3 (Figura 3.3).

Utilizando-se as Egquacgdes 3.34a, b e c, os
valores dados na Tabela 5.1 e considerando-se como
variavels de sailda os angulos de roll (¢) e vyaw (¥),

chega-se a seguinte descricado de estados:

AX + Bu (5.1a)
cx (5.1b)

onde:



115

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1.0577e-03 0 0 6.7508e+01
0 2.1195e-03 1.7764e+02 0
0 -2.9217e-03 -4.8474e+03 0
-1.8029e-03 0 0 -4.7105e+03
1.0000e+00 0 0 0]
0 1.0000e+00 0 0
0 0 1.0000e+00 0
0 0 0 1.0000e+00 (5.2)
0 9.7934e-01 0 1.1129e-03
-1.9625e+00 0 9.0177e-04 0
2.7053e+00 0 -2.4608e-02 0
0 -1.6693e+00 0 -7.7655e-02
B 0 0
0 0
0 0
= 0 ° 1, (5.3)
-0.0326 0
0 -0.0654
0 0.0902
0.0556 0
_ 0 0 0 ] ,(5.4)
_ 0 0 0

(5.5)
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x = [pyagey q g3, (5.6a)
u = [ u uz ] . (5.6b)
ur = Hpx (5.6C)
uz = Hpz (5.6d)

Este sistema é& observavel e controlavel. Ele
apresenta um par de pdlos com frequéncia de aproximadamente
Hy/(Isz)l/2 referente a frequéncia de nutacdoc com pequeno
amortecimento devido ao amortecimento dos painéis, um par
de pdlos bastante lento com frequéncia de aproximadamente
wo referente ao movimento orbital e pbdlos de alta
frequéncia referentes aos painéis flexiveis (Tabela 5.2). E
interessante notar que todos os zeros de transmissdo sdo de
fase minima e que variagdes em Hy para o controle de pitch

se refletem em variagdo da frequéncia de nutacéo.

TABELA 5.2 - POLOS E ZEROS DE TRANSMISSAO DE MALHA ABERTA

P6los de Malha Aberta Zeros de Transmlissao
-3.8811le-02+ 6.8633e+011 -3.7879e-02+ 6.7790e+011
-3.8811le~-02- 6.8633e+011 ~3.7879e-02- 6.7790e+011
-1.2320e-02+ 6.9625e+011 -1.1682e-02+ 6.7842e+011
-1.2320e~02~- 6.9625e+011 -1.1682e-02- 6.7842e+011
-2.2675e-10+ 1.3331e+001
-2.2675e-10- 1.3331e+001
-4.6413e-17+ 1.0809e~-031
-4.6413e-17- 1.0809e-031

Ao se tragar o diagrama de Bode dos valores
singulares da matriz de funcdes de transferéncia do sistema
G(jw) (Figura 5.1), observa-se que os valores singulares

madximo e minimo sdo préximos, o que, a principio, dispensa
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uma normalizacao de variaveis. Esta proximidade é
necessaria para ndo se obter condig¢des quanto a robustez
muito conservadoras (Stein e Doyle, 1991). Verifica-se
tambén as péssimas caracteristicas de rejeicgao a
perturbac¢des de baixa frequéncia na entrada da
planta (amplificagdo de 40 dB).

Valores Singulares de G(jw)
100 —

T T

Magnitude dB

10 10-5 10-¢ 10-3  10-2 10-t 100 10! 102 109 104

Frequencia [rad/s]

Fig. 5.1 - Valores Singulares de G(jw).

1) Redugéao

Um modelo mais simples para projeto pode ser
obtido através da redugdao de ordem do modelo anterior,
utilizando-se o Método dos Residuos. Seguindo procedimento
de redugdo de ordem descrito na seg¢do 3.3, chega-se as

sequintes normas dos residuos normalizados (Tabela 5.3):
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TABELA 5.3 - ﬁéLOS E NORMAS DOS RESIDUOS NORMALIZADOS

das partes flexiveis podem ser eliminados,

Pélo IR T/ Ta
-3.8811e-02+ 6.8633e+011 8.4584e-08
-3.8811e-02- 6.8633e+011 8.4584e-08
-1.2320e-02+ 6.9625e+011 3.4135e-07
-1.2320e-02- 6.9625e+011 3.4135e-07
-2.2675e-10+ 1.3331e+001 2.6454e-02
-2.2675e-10- 1.3331e+001 2.6454e-02
-4.6413e-17+ 1.0809e-031 3.0891e+01
-4.6413e-17- 1.0809e-031 3.0891le+01

Os pdlos associados as frequéncias naturais

apresentarem residuos

Obtém-se,

reduzido:

entao,

.2675e-10 1.
.3331e+00 -2.
.0437e-15 1
.4902e-16 1.

pequenos,

3331e+00 1.
2675e-10 1.
.627%e-16 -4.
561l2e-16 -1.

sdao de alta

pois,

além de
frequéncia.

a seguinte descricao de estados do modelo

1060e-18 -1.0510e-17
0038e-17 5.8155e-19
8976e-17 1.0809e-03
0809e-03 4.8975e-17

.1345e-03 9
.8372e-02 4
.3549e-04 -4
.7211e-02 -6
.4905e-01 1
.2341e-02 4

.5457e-02
.3762e-03
.7224e-02
.3567e-04

.6002e-02
.8733e-01

7.0694e-01
-9.5187e-03

(5.7)

(5.8)

9.5161e-03
7.0714e-01

(5.9)



Dr = ! -1.6954e-07 3.5206e-12 { (5.10)
| —-8.5185e-12 -6.8232e-07 |

Como forca-se dgue os modelos original e

reduzido coincidam em s = 0 (Equagdo 3.47), aparece um ramo

direto entre a entrada e a saida (Dr = 0).

E interessante observar que o procedimento de
redugao altera os zeros de transmissdo (Tabela 5.4) e
lembrar que, para zeros de transmissdo de fase ndo minima
em frequéncias dentro da banda do sistema, a metodologia

LQG/LTR apresenta problemas no processo de recuperagao.

TABELA 5.4 - POLOS E ZEROS DO MODELO REDUZIDO

Po6los de Malha Aberta Zeros de Transmissao
l , ' .
-2.2675e-10+ 1.3331e+001 5.4451e-05+ 4.3341e+021
-2.2675e-10- 1.3331e+001 5.4451e-05~- 4.3341e+021
-3.6785e-32+ 1.0809e-031 -3.7988e-05+ 3.0171e+021
-3.6785e-32- '1.0809e-031 -3.7988e-05- 3.0171e+021

Na Figura 5.2, observa-se o efeito em altas
frequéncias do ramo direto e dos zeros de transmissao nos

valores singulares de Gr(s).
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Valores Singulares de Gr(jw)
100 — — T

50

Magnitude dB
)
o
=)

-100

-200 — L R J I ' L ! 1

104 10-3 10-2 10-? 100 101 102 108 104

Frequencia [rad/s]

Fig. 5.2 = Valores Singulares de Gr(JWw).

Vale lembrar gue, para se utilizar o Método
dos Residuos em conjunto com a metodologia LQG/LTR, devido
as condigdes Al e A2 do Teorema da Robustez (Apéndice G),

ndao podem ser eliminados pdlos instaveis e pdlos sobre o
eixo jw.

2) Determinag¢do da Barreira de Alta Frequéncia

A redugdo de ordem do modelo introduz erros
que devem ser considerados em projeto, pois podem provocar
~a 1instabilidade do sistema. Tomando-se o modelo de erro
multiplicativo refletido na saida (Equacdo 4.2), obtém-se o
seguinte diagrama de valores singulares da matriz de erro
Ews (jw) , mostrado na Figura 5.3.
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Valores Singulares de Ems.(jw}

100 — : 5 . :
S0
0
-50
2
S|
_3 -100
=
ED -150
= ;
3
~200
-250 :
-300 E
-350 i i \ ! i i j

10-4 10-3 10-2 1o-t 100 10! 102 103 104

Frequencia [rad/s]

Fig. 5.3 - Valores Singulares de Ews(jw).

Como esperado, o modelo reduzido €& bastante
semelhante ao modelo completo em baixas frequéncias e
diferente em altas frequéncias, onde os pdélos dos modos
flexivels foram eliminados. O primeiro pico com frequéncia
proxima a 70 rad/s refere-se aos painéis flexivels; os dois
segulintes, com frequéncias de aproximadamente 300 rad/s e
430 rad/s, respectivamente, referem-se aos zeros de
transmissao do modelo reduzido, e a regido plana em altas

frequéncias, ao ramo direto.

Como Dr & muito pequeno e trata-se de um ramo
direto entre entrada e saida, considerou-se Dr = 0.
Obtém-se, entdo, "os mesmos pdlos e os seguintes zeros de

transmissdo de fase minima (Tabela 5.5):
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TABELA 5.5 - ZEROS DE TRANSMISSAO DO MODELO REDUZIDO
PARA Dr = O

Zeros de Transmissao

-8.095e-01- 4.5971e+041
-8.095e-01+ 4.5971e+041

Comparando-se as Tabelas 5.4 e 5.5,
verifica-se como os zeros de transmissdo sdo sensivelis a
alteracgdes no ramo direto Dr. O sistema reduzido para Dr =

0 apresenta o seguinte diagrama de valores singulares
(Figura 5.4).

Valores Singulares de Gr{jw), Dr=0
100 T T

T T T T T

50

Magnitude dB
1
o
=)

=100

-150

-200 I i u L p I I ! !
10-¢ 10-5 10-¢ 10-32 10-2 10-t 109 101 102 102

Frequencia [rad/s]

Fig. 5.4 - Valores Singqgulares de Gr(jw) para Dr

|
(@
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Verifica-se na Figura 5.4 somente a
elimina¢do do efeito do ramo direto em altas frequéncias e
a alteracdo dos zeros de transmissdo. Porém, ao se examinar
os valores singulares de Eus(jw) (Figura 5.5a), verifica-se
que o erro em baixas frequéncias aumenta devido a nao
coincidéncia dos modelos original e reduzido em s = 0. Como
foi visto na Equagdo 4.9, as 1mplicagdes destes erros de
modelamento podem ser evidenciadas tragando-se a curva dos
valores singulares de inv (EMs(Jjw)) (Figura 5.5b),
definindo-se assim a barreira de robustez de alta
frequéncia. Nota-se que, de acordo com a Equagdo 4.9,
para se garantir a estabilidade deve-se ter
QMX[CN(jw)] < UMn[inV(EMS(jW)]. Como CN(jw) = GK(jw) em
altas fregquéncias, a curva O}M[GK(jw)] nao pode cruzar a
curva Umm[inv(Em(jw)] em altas frequéncias para ser

garantida a estabilidade.
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a) Valores Singulares de EMStjw) para Dr =0
50’— T T T T —
0
S -s0
kY
=
e
1))
2 -100
-
-150
_200 1‘]‘ 2 . ] L 1 L
10+ 10-3 10-2 10-t 100 10! 102 103 104 105
Frequencia [rad/s]
b) . .
Valores Singulares de inv(EMS$ (jw)) para Dr=0
200
150
2 1ook Tl
2 N
.-
= 50
= ‘"
|
ok
\
_50 4 L . . ! ' . .
10-¢ 1073 10-2 10~ 100 10! 102 103 104 109
Frequencia [rad/s]
Fig. 5.5 - Valores Singulares: a) Ews(jw) para Dr = 0;

b) inv(Exs(jw)) para Dr = 0.
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Desta forma est& definida a barreira de alta
frequéncia. Deve-se notar a influéncia dos parametros dos
painéis como frequéncia do primeiro modo e amortecimento na

barreira de robustez.

3) Determinacdo da Barreira de Baixa Frequéncia

Considerou-se as seguintes especificagdes de

desempenho:

a) O sistema, quando excitado por degrau de referéncia
ou perturbacao, deve apresentar erro de regime
estacionario zero.

by O compensador deve ser capaz de amortecer
ativamente a nutacdo, o dgue eguivale a impor uma
frequéncia minima de cruzamento superior a
frequéncia de nutacdo.

c) O satélite, guando sujeito aos torgues, externos
deve atender aos requisitos de atitude e de

movimento de atitude, tal que:

Pmax = Ymax = 0.00872 rad
Ymax = 0.000174 rad/s
’ 0.000113 rad/s

i

Pmax

d) O sistema deve ser 1insensivel a variacdo nos

parametros.

Ao se acrescentar integrédores (Figura 4.7) o
erro de regime estaciondrio gquando excitado por degrau de
comando/referéncia ou perturbacdo é =zero. A descricdo de
estados da planta aumentada é obtida das Equagdes 4.45 e

4.46, onde A, B e C sao substituidos por Ar, Br e Cr e
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dados nas Equagbes 5.7, 5.8 e 5.9, e o vetor de estados é
dado por:

X' = [Upt Up2 @ ¥ § ¥ Upt up2 ® Y § Y] (5.11)

Outras vantagens de se acrescentar
integradores na saida do controlador sdo apresentadas a

seguir:

1) Elevam a curva de valores singulares da matriz de
fungdes de transferéncia da planta em baixas
frequéncias, pois, esta deixa de ser plana e
adquire inclinagdo de -20 dB/década.

2) Auxiliam em superar torques de atrito presentes nos

atuadores (Maciejowski, 1989).

Os torques ambientais atuam na entrada da
planta e sdo de pequena amplitude e de baixa frequéncia
(Figuras 3.1 e 3.2). Da Equagao 4.16, tem-se que
perturbagdes na entrada da planta est@o relacionadas a

perturbagdes na saida desta, pela relagdo:
do(s) = GN(s)di(s) (5.12)

Supondo-se a perturbacdo na entrada da planta
senoidal, esta refletida na saida pode ser obtida da Figura
5.1, onde a amplificagdo maxima é de 75 dB em torno de
0,001 rad/s. Deve-se lembrar que, sendo o sistema do tipo
"MIMO", para obter-se esta amplificagdo, a perturbagdo na
entrada da planta deve ter amplitudes e fases especificas,

determinadas pela decomposig¢do em valores singulares.



127

Seja a perturbacdo na entrada senoidal di(s):

4 (t) _ dlejwt+®1 _ @ 0 ejwt+®1 ~
dzejwt+©2 0 dz e]wt+©2
ejwt+<I>1
= Di. . ,
e]wt+©2 (5.13)
onde, das Figuras 3.1 e 3.2, |IDil|l = max(di,d2) = le-5 e a
frequéncia w = 0.001 rad/s.

Refletindo-se di(t) na saida da planta,
da Figura 5.1, tém-se ||Doi]l < 0,01.

Da Equacdo 4.16 com r(s) = 0, di(s) = 0 e
n(s) = 0, tém-se:
e(s) = —[I+GN(S)K(S)]—1do(S) , (5.14)
ou
y(s) = [I+G (s)K(s)] 'do(s) , (5.15)
onde:

y(s) = [(p(S)J . (5.16)
v(s)
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Tomando-se a norma de ambos o0sS membros da

Equacdo 5.15, tém-se:

Ly (s)11 = 11 [T + G (s)K(s)] 'de(s) Il =

= 11 [T+ G (s)K(s)] Il.fldo(s) Il . (5.17)

Das propriedades dos valores singulares,

chega-se a:
y(s)Il = o [[T + G(s)K(s)] ].llde(s)II - (5.18)
Ao se considerar a perturbacdo na entrada da

planta como senoidal (Equacao 5.13), tém-se para

w = 0,001 rad/s:

Hy (3w) Il = o ([T + G (3Jw)K(Iw) 17 1.1 Ido(w) Il

max

(5.19)
Yy (Gw) 112 = 0’9 + vy = 1ol + 1yI°
Pafa maxlly(jw)ll2 < 0.008722, basta que:
o [[TI + G(Iw)K(3w)]1 ' 1.1lde(3w) Il < 0.00872° ,
(5.20)

ou

o [T + G(jw)K(jw)] > 0,01/0,00872% = 42,37 dB

ml

(5.21)
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Para velocidade angular v{(t) = [@(t) &(t)]%
tém-se:
v(s) = sy(s) = s[I + G(s)K(s)] 'do(s) , (5.22)
e
Hv(3w) Il = [13w[I + G(Iw)K(Jw) ) 'de(Jw) 1| =
= woll [T+ GOIWRGW) T 1. Hde(3w) 11
(5.23)
Da propriedade dos valores singulares e
considerando-se a entrada senoidal para w = 0,001 rad/s:
V(3w (1 = weo  [[I + G(IW)K(3W) 1 ].1ido(Jw) I
(5.24a)
v 3wy 112 = 1912 + 19)° (5.24b)
Para max||v(jw)ll < 0.000113°, é suficiente
que:

o [I + G(jw)K(jw)] > (0,001).(0,01)/0,000113° =

mi

x 57,87 dB . (5.25)

Desta forma, estd definida a barreira de

baixa frequéncia.
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4) Determinacdo dos Parametros L, u e p

do Compensador

No dominio da frequéncia, a escolha dos
pardmetros L e u €& facilitada pela Equagdao 4.37. O
parametro L determina os zeros de transmissdo de COL, e
consequentemente, a forma da curva dos valores singulares
no dominio da frequéncia e u, a frequéncia de crossover de
GroL. E interessante lembrar gue a forma da curva Jja estéa
determinada em parte pelos pdlos de C®L (pdlos de M.A. da
planta).

No.dominio do tempo & necessario verificar a
localizacdao dos podlos de M.F. da malha objetivo C%H, uma
vez gue o comportamento do sistema resultante (planta +
compensador) aproximard o comportamento da M.O0.. O problema
estd na dificuldade de se prever esta localizag¢do a partir
de L e i, pois, os pdlos de malha fechada da M.O0. s&o dados
pelas raizes do polindémioc det(sI-A+HC), onde H é funcéo de
L e u, sendo obtida da solucdo da equagdo algébrica de

Riccatl (Equacdes 4.35 e 4.36).

Sabe-se, porém, da teoria de filtros que, a
medida que i > 0 decresce, o0s pdlos de malha fechada da
M.O. partem dos pdlos de malha aberta e de suas imagens em
relacdo ao eixo imagindrio, caminhando em direcac aos zeros
de transmissdo de fase minima e & imagem no semi-plano
esquerdo dos zeros de transmissdo de fase ndo minima de
GroL. Deve-se ainda ter o par [A,L] estabilizavel de forma
a se garantir a estabilidade nominal da M.O0., como

observado no Capitulo 4.

Logo, a escclha do pardmetro L é& critica.
Maciejowski (1989) descreve um procedimento baseado em

vetores singulares gue apresenta bom controle scobre a forma
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da curva de valores singulares e Athans (1986b), sobre

alocagdo de pdlos em reguladores lineares quadréaticos.

Apbs algumas tentativas empiricas,

adotaram-se os seguintes valores para os pardmetros L e yu:

, (5.26)

H O B O O O

=17, (5.27)

onde os zeros de transmissdo de Groo sd3o dados na Tabela
5.6 e a curva de valores singulares de Groo & dada na

Figura 5.6.

TABELA 5.6 - ZEROS DE TRANSMISSAO DE GroL

Zeros de Transmissio

3.4452e+17* 1.6764e-131
-1.9586e+00* 3.5214e-011
1.9687e+00+ 2.8615e-011
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200

50

Magnitude dB

-50

~100

Val. Sing. Max. e Min.

10—+

10-3 10-2

10-!

100

Frequencia [rad/s]

104

Fig. 5.6 - Valores
0.5

1

g

)

GFOL.

Singulares

Maximos Minimos

de

Observando a regiao de crossover, nota-se que

a malha Gro. ndoc apresenta as boas margens de fase e de

ganho do LOQR.

ganho do filtro H através das Equagdes 4.35 e 4.36,

por:

.5981le+01
.7451e+01
.2292e+00
.2809e+00
.1946e+00
.8946e+00

Com L e u determinados,

.7451e+01
.5981le+01
.6253e+00
.6921e+00
.2029e+00
.2128e+00

obtém~se a matriz de

dada

(5.28)
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A curva dos valores singulares de Gkr é dada

na Figura 5.7.

Val. Sing. Max. e Min. de GKF
200 }
\
NN |
100+ \ ) _
g BARREIRA DE
o ALTA FREQUENCIA
= ~ f
= 50 - SN -
S |
3 ;
= BARREIRA i
'DE BAIXA A
FREQUENCIA |
-50+ -
i
!
-100 - =
10-¢ 10~ 10-2  10-t 100 10t 102 109 104 108
Ftequencia [rad/s]
Fig. 5.7 - Valores Singulares Maximos e Minimos de Gkr(jw).

As curvas nas Figuras 5.6 e 5.7 sao
semelhantes em altas e baixas frequéncias em concordancia
com a Equacao 4.42, porém, perto da frequéncia de
cruzamento sao sensivelmente diferentes. Na frequéncia de
cruzamento, as curvas de valores singulares de GkF tem
inclinag¢do de -20 dB/década, caracteristico de sistemas com
boas margens de fase e de ganho. No caso, temos margens de
fase de no minimo [#60°] e margens de ganho de no minimo
[0,5;+x0] devido a forma como fol calculado H. Observam-se
também as excelentes caracteristicas de rejeicdo a
perturba¢des, insensibilidade a variacdo dos pardmetros e
acompanhamento de referéncia em baixas frequéncias, pois,

0  [GK(Jw)] » 1 nestas frequéncias (Equacgdo 4.26).

min



134

Em baixas frequéncias a inclinacdo das curvas
de valores singulares de Gkr(jw) & de -20 dB/década devido
a introducdo de integradores e observa-se a dificuldade de
se colocar a curva entre a barreira de robustez e a
frequéncia de nutacdo, pois, a inclinagdo da curva de
Gkr(jw), a partir da frequéncia de cruzamento, é de
-20 dB/década. A principlio, a curva omm[er(jw)] poderia
cruzar a barreira de robustez, porém, seria imposto limite
na magnitude minima do parametro p de recuperacdo, pols, a
malha recuperada ndo pode cruzar a barreira. E conveniente,
portanto, que GkF respelite as barreiras de forma a nao se

limitar a gualidade da recuperagao.

A matriz de funcgdes de transferéncia GkrF(jw)
& recuperada a medida que p-»0. Sao tragadas diversas curvas
de valores singulares para trés valores de p definidos na
Tabela 5.7. '

TABELA 5.7 - VALORES DO PARAMETRO p ESTUDADOS

ol valor
p1 le-5
pe2 le-10
p3 le-20

Observa-se a recuperacgdo de GkF(jw) na Figura
5.8 e que, em altas frequéncias, devido a inclinacdo maior
que -20 dB/década, a «curva da matriz de funcdes de
transferéncia de malha aberta recuperada GLr(jw) denota

uma malor robustez face a erros de modelagem que Gkr(Jjw).
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Fig. 5.8 - Valores Singulares da Recuperacdo.

Para p < p2 a da
praticamente coincide em baixas frequéncias com a curva da

M.O..

curva malha recuperada

Na Figura 5.9 tem-se a curva dos valores singulares
maximos da matriz de

fechada da M.O.

fungdes de. transferéncia de malha

e das malhas recuperadas.
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Valores Singulares Maximos de Malha Fechada
200

| 150L : ’ ' “

i
BARREIRA_ DE !
ALTA FREQUENCIA °

100+

Magnitude dB

50
0 e BRI
-50} ) N \
P\ Pa Py
-100 AT :
10-¢  10-3  10-2  10-t 100 L0t 102 10° 104 103
Frequencia [rad/s]
Fig. 5.9 - Valores Singulares Maximos de Malha Fechada.
A Figura 5.9 mostra gque a banda de malha
fechada do sistema é definida pela M.O.. Pode-se reduzir p

indefinidamente gque a banda do sistema recuperado ndao
aumenta, mesmo guando s&o permitidos controles de grande
amplitude. Observa-se que, como GkF(Jjw) respeita a barreira

de robustez, p pode ser indefinidamente pequeno, gue nao

havera cruzamento da mesma.
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-

A partir das Figuras 5.8 e 5.9 é& dificiil
definir um valor de p. Entretanto, a partir dos valores
singulares da matriz de sensibilidade S(jw) (Figura 5.10),
torna-se mais transparente o efeito de p, pois, as margens
de fase e de ganho s3o fungdo do valor singular maximo de

S(jw), como pode ser visto na Equagdo 4.10c.

20 ‘ ; . -
0
-20 4
_40 p
=]
2 -60 .
S -80 -
kel
=
-100 .
-120F .7 i
-140F 4
_160L L ! 1 : I L L
10-¢ 10-3 10-2 10-1 100 101 102 10? 104
Frequencia [rad/s]
Fig. 5.10 - Valores Singulares Maximos da matriz de

sensibilidade S(jw).
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Na Figura 5.10, observa-se gue a medida que
p~0, recuperam-se as excelentes margens de fase e de ganho
do LQR, como pode ser visto na Tabela 5.8. Note que a curva

para p = p_, colncide com a curva da M.O..

TABELA 5.8 - MARGENS DE FASE E DE GANHO MINIMAS

r el Margem de Canho Margem de rase i
o |
» 1.0000e~-05 7.2501le-01 1.5611e+0uv -2.070%e+01 2.070%5e+01 |
|
1.0000e-10 5.6039e-01 4.6396e+00 -4.,6187e+01 4.6G1l37e+01
’ 1.0000e-20 5.123G6e-01 2.0724e+01 | -5.6834e+01 5.C334e+0L1 ’
i . _ |
\ TOR ll 5.0000e-01 -6.00000+01  6.060002+01

Comparando-se as Figuras 5.9 e 5.10, pode-se
verificar o compromisso entre alto desempenho e robustez a
dindmicas nao modeladas evidenciado na relacao

S(jw)+C(jw)=I, como discutido no Capitulo 4.

Na Figura 5.11 apresentam-se as curvas dos
valores singulares mdximos da matriz de fungdes de
transferéncia da perturbacdo para salda, obtida da Figura
4.5. Além das excelentes margens de fase e de ganho
(Tabela 5.8), observam-se nesta figura as excelentes
caracteristicas quanto a rejeicdo de perturbacgdes, tanto enm
baixas como em altas frequéncias, onde tem-se atenuacao de,

no minimo, 20 dB.
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Valores Singulares da Matriz Perturbacao-Saida

Magnitude dB

-160

-180

-200

10-4

T

) L L I

10-2 10-t 109 104 102

103

104

‘Frequencia [rad/s]

Fig. 5.11 - Valores Singulares Maximos

fungdes de transferéncia

saida.

da matriz de

da perturbacdo para

Porém, valores muito pequenos

provocar saturagdes dos atuadores.

de p deven

Isto & sugerido pela

Figura 5.12 em conjunto com a Equagdo 4.28, além de ter

sido observado nas simulagdes.
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Valores Singulares Maximo de K(jw)
150
100 P i
50~ /r/\ A . B
T daar o nn s n:")? \\ b
L. N .
= F———— - -
= S “ Pa™.,
o 0 - . [ \ . R ~ -
E N -
Pur} N
= \\
B -50t - « Py J
= < .
pq\\ s
~-100} : : : o . -
.
N
-150+ - \\, 4
-200L A , : : ‘ ‘
104 10-t 102 105 108 101 1014 1017
Frequencia [rad/s]
Fig. 5.12 - Valores Singulares Maximos de K(jw).
Como verificou-se, diversos fatores devem ser
considerados na escolha do pardmetro p:

1) p deve ser suficientemente pequeno para se obter
margens de fase e de ganho satisfatdérias.

2) Se GkF(Jjw) ndo respeita as barreiras, p ndo pode
ser 1indefinidamente pequeno, pois, GLTR(Jjw) pode
cruzar a barreira de robustez.

3) p nao deve ser muito pequeno devido as vantagens da

declividade em altas

frequéncias de - 40 dB/década.
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4) p nédo deve ser mulito pequeno para ndo saturar os
atuadores.

5) Para valores muito pequenos de p podem aparecer
problemas numéricos da Equacgéao

na resolucao

Algébrica de Riccati.

Baseado nestas observacdes e nas simulagodes,

chega-se a:

p = le-10 , (5.29)
e, através das Egquacdes 4.59 e 4.60, a:
2.9428e+01 -8.5766e-04
-8.5766e~-04 3.6753e+01
T _ -3.4537e+04 7.4147e+03
G = | -5.3053e+03 =-4.8217e+04 (5.30)
-7.0645e+04 -2.8209e+03
2.8201e+03 -7.0664e+04
b) Pitch

O projeto do compensador de pitch é& bem mais

simples, pols trata-se de um sistema SISO e, portanto, as
curvas de valores singulares sdo substituldas pelos
diagramas de Bode padréao.

A partir da Equagao 3.28b, chega-se a

seguinte descricdo de estados para o eixo de pitch:

AxX + Bu ,

Cx ,

(5.31a)
(5.31b)

<
I
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onde :
o 1 _ 0 _
A = [O O] ’ B = [-l/Iyil ’ C—[l O] ’
x =[ 6866 ] eu-=up (5.32)

Este sistema & observavel e controlavel,
apresenta dois pélos em zero e ndo apresenta zeros de
transmissdo. Na Figura 5.13a é apresentado o diagrama de
Bode da fung¢do de transferéncia G. O sistema é& bastante

simples dispensando uma simplificagdo do modelo.

al

Diagrama de Bode de G(jw)

200[ Di{\grf\‘mvn” de B.m!‘e'dv: Glolljw )

L

aguitude B

Magnitude dB

A

d

| ~q \
; | N | K -_-:- ‘ ! ) ‘:~_\\\( '

- 100l - — . 0 | —
< ‘ = I | P T ;
S0 — Sc-zoo}—l ? S P
= i g R \ I R
- 100 I_&‘AIJIIJ ) }lwnu I lllx“" 400 | Ile l soend 4oy p1 il
104 19-1 102 103 1074 1ot 19 10° 148

Frequencia {rad/s] Frequencia {rad/s]
Fig. 5.13 - Diagramas de Bode de pitch: a) G(jw);

b) GroL(jw); c) Gkr(jw); d) Recuperacdo.
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As especificacdes de atitude e de movimento
de atitude sao as mesmas das de roll e yaw, © que fornece a
mesma barreira de baixa frequéncia, desconsiderando-se a
nutagdo. Apds algumas tentativas, adotou-se o0s seguintes

valores para os parametros L e u:
M= l, (5.33a)
T
L =1[11], (5.33b)
chega-se ao diagrama de Bode de GroL apresentado na Figura
5.13b. Para estes valores, obtém-se, a partir das Equacgodes
4.35 e 4.36, o ganho do filtro H dado por:

H = [4,0404 3,1623] , (5.34)

e o diagrama de Bode de Gkr, dado na Figura 5.13c. Para

p1 = le-5, p2 = le-10, p3 = le-20, obtém-se os diagramas de

Bode da malha recuperada (Figura 5.13d), da malha fechada
(Figura 5.14a), da matriz de sensibilidade (Figura 5.14b),
da matriz perturbacgdo-saida (Figura 5.14c), do compensador

(Figura 5.14d) e as margens de fase e de ganho, dadas na
Tabela 5.9.
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0 200, | -t -
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= 2 | 3
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g Tt ' i 2
= = - [ 1 - RIS
= S 100~ i
|
-200: L
10-4 10-! 102 109 10-4 103 1010
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Fig. 5.14 - Diagramas de Bode de Pitch: a) Malha Fechada;

b) Sensibilidade; c¢) Perturbacdo-Saida;
d) K(jw).
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TABELA 5.9 - MARGENS DE FASE E DE GANHO MINIMAS

p Margem de Ganho Margem de Fase (graus)
1.0000e-05 6.2158e-01 2.5562e+00 =-3.5444e+01 3.5444e+01
1.0000e-10 5.1820e-01 1.4233e+01 -5.5404e+01 5.5404e+01
1.0000e-20 5.0007e~-01 3.7530e+03 -5.9982e+01 5.9982e+01

Com base nestes resultados e nas simulacgodes,
chega-se a p = le-7 e, através das Equacgdes 4.59 e 4.60, a:
G = [-3.1623e+03 -3.6789e+02] . (5.35)

c) Simulacbes para Roll/Yaw

S3do feitas simulagdes com trés modelos de

forma a se evidenciar o efeito nas respostas temporais da

variacdo do parametro p, a medida que este tende a zero:

1) Malha Objetivo: O comportamento da M.O. (Figura

5.15) é recuperado pelo procedimento de
recuperacao, portanto, ao se determinar o
pardmetro H do filtro, deve-se verificar se o
comportamento desta malha é satisfatério. O

vetor de estados é dado por [upt up2 ¢ ¥ ¢ &].

Aa

Fig. 5.15 - Malha Objetivo.
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2) Modelo Nominal de Simulagdo (Figura
modelo da planta & reduzido (sem dinédmicas dos

painéis flexiveis) e aumentado com as dinamicas

dos integradores. 0 compensador

dindmica desta planta. Neste modelo os pdlos de
malha fechada sdo dados pelos autovalores de

(Aa-HCa) e (Aa-BaG). O vetor de estados & dado

por:

A

W]

S

[upt up2 ¢ Y <p w Upl Up2 @ Y

5.16) :

contém

d (1)
COMPENWSADOR !

MODELC DA
PLANTA

!x(t){?—:}_rv(t)

Fig. 5.16 - Modelo Nominal de Projeto.

3) Modelo Completo de Simulacdo (Figura 5.17):

modelo da planta é completo e

dinadmicas dos painéis flexiveis

contém

e dos

integradores acrescentados. O compensador & o

mesmo da Figura 5.16 e fol projetado

controlar esta planta. Nas simulacdes com este

as

para
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modelo, o satélite deve atender aos requisitos
de atitude e de movimento de atitude. O vetor de

estados é dado por:

[Upt Upz @ ¥ g1 g3 @ ¥ d1 g3 Upl Up2 @ Y ¢ Y].
COMPEHSADOR
o
| 7
i =
AERIN-IL) B v(t) i
I ST s PALS I
[ S
~§\)_ﬁlg NIV B il
O 3 \
L
o | =
L L=
Fig. 5.17 - Modelo Completo de Simulagdo.
As simulagdes com os dois primeiros modelos é
apresentada para se verificar a recuperacgao do
comportamento da M.0O.. Sdo feitas simulagdes para condigdes

iniciais ndo nulas e para perturbag¢des representadas por
torques ambientais, para p: = le-5, p2 = le-10, p3 = le-20.

Para verificar as caracteristicas de desacoplamento do
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sistea, foram feitas simulac¢cdes apenas nos casos em que uma

das variavels de estado & nao nula.

Na Figura 5.18, tem-se o0s resultados da
simulagdo da M.O0. e do Modelo de Projeto para as condigdes
iniciais ¢o = 0.0174 rad (1°) e demais variaveis de estado
nulas. Na Figura 5.18a, tem-se a salda da M.O.,
correspondente aos anqulos de rcoll e de yaw. Observa-se que
o sistema apresenta desacoplamentc moderado e o estado
rapidamente volta para a origem (10s). Este comportamento é
recuperado pela malha do Modelo de Projeto quando p-0, como
observa-se na Figura 5.18b para roll e na Figura 5.18c para
vaw. Deve-se notar que, sendo o modelo reduzido, a saida
estd relacionada ao estado por y = Cax = [0 Cr]x, o que

fornece para roll yi1(0) = 0.0061 e para yaw yz2(0) =-0.0004.
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a Saida da maihe objetivo
ER
g ]
]
=1 v
-2
-3
] 1 2 3 4 5 ] 7 8 0 10
Tempo (»)
b) Saida associeda ao snguio de rol'l, roll = 1 greu
P
§
~24
-}
-8
] 1 2 3 4 5 8 ? 8 e 10
Tempo (»)
C) x10-3 Salda ansociade a0 sngulo de vaw, roll = { grau
10
ot
-}
-8
[} 1 2 3 4 5 8 ? 8 @ 10
Tempo (s}
Fig. 5.18 -~ Simulacdo com a M.O0. e o Modelo de Projeto,
el
para p = 1: a) M.O.; b) Comportamento
da malha recuperada para roll; c) Comportamento

da malha recuperada para yaw.
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Comportamento semelhante
Figura 5.19 para as condig¢des iniciais o

e demais varidveis de estado nulas.

observado
0.0174 rad (1°)

na

via-e Calda Wat,

o Glgetive

) 1. — e e

3
<
) Celia as100taa 4O arigHio = vam » | greu
001
LY LR !
[ !
2oy :
o « !
0o B i
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Fig. 5.19 - Simulagdo com a M.O.
0.0174 rad: a) M.O.;

da malha recuperada para roll;

para yo

da malha recuperada para yaw.

e o Modelo de Projeto,

b)

c) Comportamento

Comportamento
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Na Figura ©5.20 tem-se o0s resultados da

simulagcdo do modelo da Figura 5.17 para pt = 1le-5,
JoF) = le-10, 03 = le-20 e condicao inicial
° " v - N
o = 0.0174 rad (1 ) e demals variavels de estado nulas.
Antguio de roll, rolint greu 110-* Aogulo de yaw rollal grau
3 3
~0.008
- 010 i ] 3 ‘ 3 [ 7 L] v 10
Tempe {s) Tempo (o)
Velocidede de roil, roilsl grau Velocldade de vraw rollv( grau
0 008 — — c °'°"I -
o~_.‘. u.m{ -~ d |
-0 003 A
< -0l T 000 ‘
.‘iu o1s ‘f‘ o
;; -0.02 ‘:;
3-0.028 »-0.003
-0.03
=-0.0¢
-0033
o0y 1 2 3 ‘ B s 7 ) N 0 g \ 2 3 “ 3 s T s
Tempo (s} Tempe (o)
Node do rall. roliel grau Rods de yur rollsl greu
i —
e t
‘i
7 Z i
3 z !
H |
ki - i
|
= -0z \ s 4
-5 J ~0.4 \/ !
0 0.2 04 ae s I 1.2 [} 1.8 A 2 9 i 2 3 4 B L 7 ) i
Tempe (s} Temapo (o)

Fig. 5.20 - Resultados da simulagdo do Modelo Completo de
Simulagdao: a) Angulo de roll; b) Angulo de yaw;
c) Velocidade de roll; d) Velocidade de yaw; e)

Torgue da roda de roll; f) Torque da roda de
vaw.
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Observa-se que a resposta do Modelo Completo
de Simulacdo tende assintoticamente & resposta da M.O. a
menos dos fatores Cr e Kr. Na Figura 5.20e observa-se
torques muito elevados quando p & muito pequeno. Para estes
torques elevados observa-se que, alem dos atuadores
saturarem (torque de saturacdao = 0,2 Nm), o sistema nao
atenderia as estreitas especificacdes de velocidade devido

ao efeito dos painéis flexiveis (Figura 5.20c).

Os resultados das simulacodes do Modelo
Completo de Simulacdo com o compensador obtido para
p = 1le-10, para as mesmas condig¢gdes 1iniciais da Figura
5.20, sao apresentados na Figura 5.21. Estes resultados séo
uma sintese daqueles obtidos da Figura 5.20. Para estas
simulagcdes o sistema apresenta desacoplamento moderado
(¥ 25 %) para o = 0.0174 rad (10) e rapidamente atende as
especificacdes de atitude e de movimento de atitude. Na
Figura 5.21c observa-se que o0s valores elevados dos torques
saturam os atuadores, porém, simulacdes para condicdes
iniciais sdo equivalentes a aplicar um impulso no estado e
o compensador nao fol projetado para rejeitar tais

perturbacodes.
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angulos de roll o yaw. Roll={ grau

a)

Angulo {rad)

0.000

Tempo {s)

Velocldedes de roll e yaw. Roll=| grau

b) 0.005

Tempo (s}

Rodes de roll e yaw, Roll=1 grau

C) T

Torque (Nem)

Tempo (s)

|

Fig.

5.21 - Resultados da Simulacdo do Modelo Completo de
Simulacdao com o compensador final: a)Angulos de
roll e de yaw; b) Velocidades de roll e de yaw;

c) Torques das rodas de roll e de yaw.
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Definido o valor de p = 1le-10, o compensador
obtido pode ser efetivamente testado nas condigdes para as
quals ele fol projetado. Os resultados da simulagdo do
Modelo Completo de Simulagdo, para uma Orbita completa
(6000s) com perturbacdes semelhantes as esperadas (Figuras
3.1 e 3.2), sao apresentados na Figura 5.22 para o torque
aerodindmico e na Figura 5.23 para o torque de radiacgao
solar. Verifica-se que o sistema atende com bastante folga
as especificagdes, tanto de atitude como de movimento de
atitude, como era previsto pela Figura 5.11. A oscilacgao
observada na velocidade (Figura 5.22b) é provocada pelas
condig¢des iniciais nulas do sistema e isto pode ser visto
como sSe existisse um torque em degrau em t = O0Os.
Comparando-se as Figuras 3.1 e 3.2 com as Figuras 5.22c e
5.23c, observa-se que o torgque de controle & contrario e de
mesma magnitude do torque externo, como era de se esperar,
e que ndo ocorrem saturacgdes. Nas Figuras 5.23a e b,
nota-se o efeito da passagem do satélite da sombra para o
lado iluminado da Terra, sendo um movimento lento, como

verifica-se na Figura 5.23b.
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Fig. 5.22 - Resultados da Simulagdo do Modelo Completo de
Simulacdo para Torque Aerodindmico: a) Angulos
de roll e de yaw; b) Velocidades de roll e de

vyaw; c) Torque de controle de roll e de yaw.
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Fig. 5.23 - Resultados da Simulacao do Modelo Completo de
Simulagdo para Torque de Radiagdo Solar: a)
Angulos de roll e de vyaw; b) Velocidades de
roll e de yaw; c) Torque de controle de roll e

de yaw.
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d) Simulagdes para pitch

A partir das Equagdes 5.31 e 5.32 e do
compensador obtido das Equagdes 5.34 e 5.35, sdo feitas
simulacdes para o eixo de pitch. Os resultados da simulacéo
com este modelo para condicao inicial
6o = 0.00875 rad (0,5 ) e as demals varidveis de estado
nulas, sdo apresentados na Figura 5.24. Considerandc-se a
perturbacido como a soma dos torques aerodinamico e de
radiacéao solar obtidos da Figura 3.1 e 3.2,
respectivamente, chega-se aos resultados mostrados na
Figura 5.25, onde os requisitos de atitude e de movimento

de atitude sdo plenamente atendidos.
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Fig. 5.24 - Simulacées de Pitch: a) Angulo; b) Velocidade;

c) Torque de controle.
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cAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

0O projeto de sistemas de controle fixos do
tipo "MIMO", que sejam robustos quanto a estabilidade e ao
desempenho, & tarefa complexa e ainda & objeto de
pesquisas. Muitos procedimentos de projeto sdo ineficazes
ao se considerar plantas com 1incertezas, polis tratam o
sistema "MIMO" como uma série de sistemas "sIiso"
independentes, onde encontram-se dificuldades em se
caracterizar a robustez do sistema a partir de cada sistema

"SISOo".

Neste contexto, a metodologia LQG/LTR
mostrou-se ser uma ferramenta de grande utilidade no
projeto de controladores com a estrutura "MBC". Margens de
fase e de ganho satisfatdrias s&do obtidas de maneira
sistematica através da recuperacao das margens de sistemas

com reguladores lineares quadraticos.

0 fato da metodologia abordar o problema de
controle no dominio da frequéncia, através do conceito de
valores singulares, associlada a teoria de controle étimo no
dominio do tempo, €& promissor, no sentido que estas
abordagens devem ser complementares e nao excludentes como
durante décadas foram tratadas, e Util, como sera mostrado

a segulr.

No dominio da frequéncia pode-se tratar
facilmente incertezas na planta devido & dindmicas n&o
modeladas, © dque encoraja a utilizacdo de métodos de
redugdo. O Método dos Residuos mostrou-se eficiente na
determinagdo da barreira de robustez de alta frequéncia.

Neste contexto, evidenciou-se como a ordem necessdria para
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o modelo de projeto depende da banda de operacdo do sistema

e, consequentemente, das especifica¢des de projeto.
A}

Em S.C.A.s gue apresentam momento angular
embarcado, o modelo linear da dinadmica de atitude do
satélite pode ser decomposto em um sistema do tipo "MIMO" e
um sistema do tipo "SISO". No satélite estudado, este
modelo apresenta incertezas devido as diné&micas néo
modeladas dos painéis flexiveis e a variacao nos
pardmetros, principalmente devido a variacdo do acoplamento
giroscépico, provocado pela mudanga na velocidade do

volante de inércia.

Muitas especificagdes de projeto, usuais em

Sistemas "SISO'", como margens de fase e de ganho, banda
passante, caracteristicas de rejei¢cdo a perturbagdes e
insensibilidade a variacdo nos parametros, sdo mais

transparentes no dominioc da frequéncia e podem ser tratadas
diretamente pela metodologia LQG/LTR. J& as especificacdes
no dominio do tempo, como sobre-sinal maximo, tempo de

acomodacdo, nao saoc tratadas diretamente.

Uma das dificuldades na utilizacao da
metodologia LQG/LTR encontra-se na determinacao de uma M.O.
adequada, que satisfaca tanto os requisitos no dominio da

frequéncia como no dominio do tempo.

A parte computacional foi facilitada pela
utilizacdo do programa MATLAB, pois, muitas funcdes
especificas sdo de aplicacdo imediata pela metodologia
LQG/LTR, tais como: calculo de valores singulares e da
solucdo da Equacao Algébrica de Riccati, rotinas de

simulacdo, etc.
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solugdo da Equagdo Algébrica de Riccati, rotinas de

simulagdo, etc.

Os resultados obtidos nas simulagdes para
torques externos semelhantes aos reais foram bastante
satisfatdrios, atendendo as especificagdes de projeto.
Teria sido, contudo, interessante realizar simulag¢des com o
modelo ndo linear completo para testar o comportamento do
sistema em condi¢bes mais realistas. Com base nos
resultados e na sistematizagdo de sua utilizacgao,
conclue-se que a metodologia LQG/LTR & uma opgdo bastante
atraente para o projeto de sistemas "MIMO". Vale ainda
lembrar algumas caracteristicas que a tornam inovadora em

alguns aspectos:

1) No dominio da frequéncia, trata-se de uma
generalizagdo de conceitos de projeto de sistemas
"SISO" para sistemas "MIMO".

2) Utiliza a teoria de controle 6timo (LQR) apenas
como um meio de se obter sistemas robustos, e nao
propriamente para a otimizagdo de um critério de
desempenho.

3) Resolve o problema da robustez de sistemas com
compensadores LQOR, onde o estado nao é

completamente medido.

Entretanto, a metodologia LQG/LTR apresenta

algumas limitag¢des que devem ser mencionadas:

1) A recuperagdo nd3o é eficiente em frequéncias
proximas a zeros de fase ndo minima.
2) E criticada na 1literatura (Dorato, 1987) por

apresentar um conservadorismo excessivo.
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Incertezas nao lineares ndo sao tratadas
diretamente.

A classe de incertezas 1lineares consideradas é
limitada pelas hipbéteses Al e A2 do Teorema de
Robustez.

A eficiéncia da metodologia é fungdo da proximidade
dos valores singulares maximos e minimos da matriz
de fungbdes de transferéncia da planta, ao longo da
frequéncia.

Especifica¢des no dominio do tempo ndo sdo tratadas

diretamente.

Como possibilidades de extensdo do trabalho,

podem ser mencionadas:

1)

2)

3)

4)

5)
6)

Determinar uma barreira de robustez que inclua as
incertezas nos modelos dos sensores e atuadores e
mais modos de vibragdo dos painéis flexiveis.
Estudar o sistema de controle para outros conjuntos
de variaveis medidas.

Avaliar com maior critério o efeito da normalizagdo
no projeto, uma vVvez gue as curvas de valores
singulares sdo sensiveis a normalizagdes e, neste
trabalho, por simplicidade, dispensou-se a
normalizagdo por terem as curvas de valores
singulares sido julgadas suficientemente proéximas
entre si.

Estudar a viabilidade da redugdo de ordem do
compensador através do Método dos Residuos.

Estudar o problema da saturagdo dos atuadores.
Estudar uma maneira eficiente de determinacgdo de
M.O. com caracteristicas adequadas tanto no dominio
do tempo, como no dominio da frequéncia,

como, por exemplo, via alocagdo de pdlos em LQR.
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7) Considerar o efeito de nao linearidades
introduzidas devido a passagem por zero da

velocidade das rodas de reacgao.
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APENDICE A

DADOS DE ENTRADA DO PROGRAMA DE SIMULACAO
DOS TORQUES AERODINAMICO E DE RADIACAO

SATELLITE : MECB-RSS CONFIGURATION 2-A

ORBITAL ELEMENTS:

SEMI MAJOR AXIS (M) 7017519.000
ECCENTRICITY 0.00000000
INCLINATION (DEG) 97.950
ASCENDING NODE (DEG) 80.000
PERIGEE ARG. (DEG) 0.000
MEAN ANOMALY (DEG) 0.000
ORBITAL PERIOD (MIN) 97.507
LAUNCH DATE:

MONTH ) 1

DAY 31
YEAR 1989
MODIFIED JULIAN DATE 14275.0
HOUR 10
MINUTES 0
SECONDS 0.000
TIME STEP (SECONDS) 10.000
CALCULATION TIME (S) 6000.000

SOLAR FLUX DATA:

SOLAR FLUX F10.7 230.00
AVERAGED SOLAR FLUX 230.00

GEOMAG. ACTIVITY KP 5.00
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SATELLITE CENTER OF MASS IN BODY FRAME COORDINATES:

X AXIS (METERS) 0.00000
Y AXIS (METERS) 0.00000
Z AXIS (METERS) 0.00000

REFERENCE AREA FOR DRAG COEFFICIENT:
SATELLITE AREA (M2) 0.76176

ATTITUDE RELATED FRAME:

FRAME NUMBER 4 - SPACECRAFT SYSTEM

X-Y-Z ROTATION (DEG) -90.00000
ANGULAR VELOCITY (RPM) 0.00000

-90.00000
0.00000

0.00000
0.00000
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APENDICE B

ENERGIA CINETICA

A energia cinética de rotagdo do

satélite

& dada pela soma das energias cinéticas das partes que

compdem o satélite, isto ¢, plataforma, rotores e
apéndices:
1 5005 1 3 503
T =" Rp . Rpdmp +-??- 3 J RRri.Rridmr +
] mp i=1Mm
1 3 S5005
+7 ZJ; Rai.Raidma (B.1)
i=1Mmha
Em relacdo ao referencial inercial, tem-se:
dR dR L.
_ = — + W AR , (B.2)
dt | . . lat
iner. sat.
onde w= [Wx Wy wz], & a velocidade absocluta do satélite no
referencial do satélite, ou seja:
Ro = wA Rp (B.3)
RRi = Q?i A RRi = (Q + QRi) A Rri =
= (W + WRi) A (Rhi + Tr1) , i=1, 2, (B.4)
ﬁai'—'\/_:’Afial‘{‘ﬁai:V_\)l/\(Bl+;’a1+é1)+éi ,
i=1, 2, 3 (B.5)
onde QT € a velocidade angular absoluta rotor em
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relagdo ao sistema inercial e wri & a velocidade angular do

rotor em relagcdo a plataforma.

A Figura B.1l mostra os sistemas de referéncia

utilizados.

Z

|

]

|

l hys Lo X

(T | ahz 'hl‘;{

—_—— — AL N I,
565~ by rz = Z/u/
B X“z Z P4 XO e
b 1
P tYoz %/as/bz bx
* Xag Ya,
Yay
Ty

Fig. B.1l - Sistemas de referéncia no satélite.
Rp = [xp Yp 2p] ,
Rr1 = [xr1th1  yr1 2Zr1] ,
Rrz = [xr2 yrz2thz zr2] ,
RR3 = [Xr3 yr3  2r3+h3] ,
-+ R1
woo= [wX+wXRl Wy  Wz) '
W = [wWx  wWytw Wz ]
[ YT p2 !
CJRz = [Wx W WztWwz ]
N Y R3 !
Ra1 = [bx+Xa1 by+e1 Zal ] ;
Ra2 = [~ (bx+Xa1) by-e1 za1] ;

Raz = [Xa3 byte3 - (za3+bz) ] ,
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onde:

hi = distdncia do C.M. do i-ésimo rotor
pa! WZos = velocidades angulares dos rotores
1, 2 e 3, respectivamente,
bx, by, bz = distédncia de P1 e P2 ao plano yz;
de P1, P2 e P3 ao plano xz e de P3

ao plano xy, respectivamente.

Referindo-se ao referencial do satélite e
introduzindo a notacdo matricial, onde os produtos vetoriais

sdo substituidos por produtos matriciais, isto é:

fqp = W A Tp = Row (B.6a)

éRi = Q?i A Rri = ﬁriW?i , (B.6b)

I:iai = W A Rai + I:iai = Raiw + ei / (B.6cC)
onde:

B 0 Zp -—Yp

Rp = -2p 0 Xp , (B.7a)

Yp  —Xp 0

~ 0] Zr1 -yrit

Rr1 = -2ri 0 Xr1+hi / (B.7b)
yr1 - (Xr1+h1) 0

5 0 Zr2 ~(yr2+h2)

Rrz = —2r2 0 Xr2 , (B.7c)

yr2+ha ~-Xrz2 0
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~ 0 zr 3+h3 -yr3 -(

Rr3 = - (zr3+h3) 0 Xr3 , (B.7d)
L yr3 -Xr3 0] J

N 0 Zal -¢(x)g-by

Ra1 = -Zal 0 Xal+bx , (B.7e)
d(x)g+by =-(xa1t+bx) 0

_ o Za1 ®(x)g-by

Ra2 = ~Zal 0 -(Xa1+bx) ’ (B.7f)
- (x)g+by xa1+bx 0

- 0 -(2a3+bz) -®(za3)gs-by

Ra3z = (za3+bz) 0] Xa3 . (B.79)
d(zaz3)gs3+by —Xa3 0

obtém-se as seguintes expressdes:

a) Energia Cinética da Plataforma (Tp)

A expressdo da energia cinética da plataforma
é dada por:

Tp =%l [fip w]T[fQP W] dmp =%l wT.fiPT.ﬁP.w dmp =
m ) m
=-€;-le Rp. Rp dmp w :-é;-WTJpW ' (B.8)
m

onde Jp & a diadica de inércia somente da plataforma, em

relacdo aos eixos principais de inércia do satélite
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b) Energia Cinética dos Rotores (Tgr)

A expressdo da energia cinética dos rotores é

dada por:
Tr = Tr1 + Trz + TR3 (B.%a)
onde:
Tr1 = %;-J [ﬁRl.W?l]T[ﬁRl.W?l] dmr =
mR
1 RlT ~ T = R1
= ——-J w Rr1 Rr1 w dmr =
2 I I
mR
1 RlT ~ T = R1
== W l Rri Rr1 dmr W =
2 I I
R
1 RlT R1
= + =
5 W, (Jr1+JRs1) W,
_ 1 T
=5 (w + wr1) (Jr1 + Jrs1) (W + WR1) =
= —£—wT JRl W o+ —£—wT JR1 WR1 +-—l—-wT Jrs1 w +
2 2 2
+ }; wT JRS1  WR1 +-—l—-wT JrR1 W +-—‘l—-wT JrR1 WR1 +
2 2 R1 2 R1
+<—l—-wT JRrRs1 W 4——£-wT JR1 WR1 =
2 R1 2 R1
=-jl-wT(Jh1+JF51)w + WTJRI WR1 +-—l—-wT JR1 WR1
2 2 R1
(B.9b)
1 T T 1 T
Tr2 =«i?-w (Jr2+Jrs2)wW + W JR2 WR2 +<7?—WR2JR2 WR2

(B.9c)
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TrR3 = %;-WT(JP3+JPS3)W + WTJR3 WR3 +-€;—w;3JR3 WR3 ,
(B.9d)
0 0 5 0
Jrs1 = 0 mr1h1 0 5 , (B.Se)
0 0 mr1h1
[ 2
mr2h2 0 0
Jrsz2 = 0 0 0 . , (B.of)
0 0 mrzhz
i 2
mRr3h3 0 5 0
JRs3 = 0 mr3h3 0 , (B.99g)
0 0 0

Jri, Jr2, JR3 =

Jri + JRsi =

Tensores de 1nércia dos rotores em
relagcdo aos eixos principais dos

rotores 1, 2 e 3, respectivamente.

tensor de inércia do rotor em relacao
aos elixos principais de inércia do

satélite, para i =1, 2, 3.

c) Energia Cinética dos Apéndices (Ta)

A expressao da energia cinética dos apéndices

é dada por:

Ta = Ta1 + Taz + Ta3 (B.10a)
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onde:

Ta1 =%J‘ [f{a{w + é1]T[f{a1w+ é1} dma =
m

’I‘ . ’I‘ ~ .
a1 + et J[Raiw + e1] dma =

It
m|._a
3—
ES
ol

1 T 3 Tx T c Tx T
=—§—I W Ra1 Raitw + w Rai e1 + e1 Ral1w + e1 eidma=
m

1 T 1 T~ T © T « T
wJalw +7Jw Rai e1 + e1 Raiw + e1 e1 dma

2
ma
(B.10Db)
1 T 1 T~ T c Tx © T
Taz = TW Jaz2w +—2—ina2 ez + e2 Razw + e2 e2 dma
a
(B.10c)
1 T 1 T~ T + Tx « T
Taz = TS-W Ja3w +_7?_ W Raz e3 + e3 Raz3w + e3 e3 dma
ma
(B.10d)
Ja1, Ja2, Ja3 = momentos de inércia dos painéis 1, 2 e
3, respectivamente, no estado
deformado em relacéao aos eixos

principais de inércia do satélite.
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Finalmente, chega-se a expressdo final da

energia cinética:

T =—%—WTJTW + WTJRl WR1 +—%—w;lJR1 WR1 + w JR2 WR2 +
%wngRz wWRrR2 + WTJR3 WR 3 +%wg3 JR3 WR3
+ Ta1 + Taz2 + Taz , (B.11la)
onde:
Jr = Jp + Jr1 + Jrz + JR3 + Jrst + Jrs2 + Jrs3 + Ja1 +

+ Jaz2 + Ja3 ’
(B.11D)

-

é& a diaddica de 1inércia do satélite total no estado

deformado, isto é, incluindo plataforma, rotores e painéis.

Desenvolvendo-se os termos e discretizando-se

os deslocamentos elésticos, chega-se a:

T =—%—[(Ix + 2Aeqf + Aqui + 2Aye3q3)WX2 + IyWy2 +

2 2 2 2
+ Iz + 2A + 3 + 3 w + \% +
( eq1 Ae q3 2Aye q3) z Ixle le
+ I W G I W 2] + Aeq’ + E Ae3q® -
YVRr2"VRr2 “%r3"*R3 °d, 2 fe3d,
- 2AxeqlWny + AzquBWwa + Ixlewxwal +

+ InyZWyWyR2 + IZZRBWZWZRB + 2Axeq1wZ + AzquBWx ,

(B.12a)
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(B.12b)

(B.12c)

(B.12d)

(B.12e)

(B.12f)

inércia total do

satélite no estado nao deformado

em relacdo aos eixos principais

inércia dos rotores

em relacdo ao referencial fixo ao

Ae = | ®(xa1)’ dme
ma
Axe = (bx + Xa1)®d(xa1) dma
ma
2
Ae3 = J ®(za3)” dma
ma
Aze3= J (bz + 2a3)®(za3) dma
ma
Aye3= by® (za3) dma
ma
Ix, Iy, Iz = momentos de
do satélite.
Ixx  ,Iyy , T2z = momentos de
R1 R2 R3
rotor.
Wx_ , Wy Wz =

R1 R2, R3

velocidades angulares dos rotores
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APENDICE C

NORMALIZACAO

Frequentemente os modelos sao normalizados
para fins computacionais, quando nos cdlculos do
compensador o problema & mal condicionado numericamente. Na
descricdo de estados, as matrizes A, B, C e D podem ser
normalizadas de forma a se obter um sistema bem
condicionado e, consequentemente, o0s resultados obtidos séao

mais precisos.

Entretanto, no contexto deste trabalho, a

normalizacdo adquire papel fundamental, pois:

1) Na reducdo pelo Método dos Residuos, as magnitudes
das matrizes de residuo dependem da normalizacao.
2) Valores singulares, ao contrario de autovalores e

autovetores, sao sensiveils & normalizacao.

Seja a descricdo de estados:

X = AxX + Bu , (C.1la)
y = Cx + Du . (C.1b)
As matrizes A, B, C e D podem ser

normalizadas utilizando-se matrizes diagonais Su, Sx e Sy
para normalizar, respectivamente, a entrada u, o estado x e
a saida y, onde:

u = Suun , (C.2a)
SxXn (C.2b)
= Syyn . (C.2c)
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O sistema normalizado é dado por:

x.
E)
Il

AnXn + Bnun ’ (C.3a)
yn = CnXn + Dnun p (C.3b)

onde:

An = Sx 'ASx (C.3¢)
Bn = Sx 'BSu (C.3d)
Cn = Sy_1CSx , (C.3e)
Dn = Sy 'DSu (C.3f)
Para descricao entrada-salda, tem-se:
G = C(sI-A)B + D , (C.4)
que normalizando, torna-se:
Gn = Sy 'GSu . (C.5)
A interpretacao correta de relacgoes
envolvendo valores singulares, baseia-se em valores

singulares maximo e minimo proéoximos (Stein e Doyle, 1991).
0O problema & gue nao existe uma maneira sistematica de se
normalizar as variaveis de um sistema, pois a normalizacdo
depende do sistema particular. Geralmente, estabelece-se um
processo iterativo entre a normalizagdo e o projeto, onde a
normalizagdao torna-se parte integrante do processo de

projeto.
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Alguns critérios de normalizacdao sdo

descritos a seguir:
1) Tornar a planta G(jw) bem condicionada:
kK(w) = [oc G(Jw)/o  G(Jw)] =1 , (C.6)
maXx miln
onde k(w) & o "condition number" da planta.

2) Minimizar a incerteza nao estruturada da planta, ou

seja, minimizar:
~ -1

o JE(s)] =0 [(G(s) - G(s))G(s) ] . (C.7)

3) Minimizar a diferenca das 1lncertezas nos diversos
canais.

4) Atribuir a devida importancia para as variaveis de
entrada e salda. Geralmente, normaliza-se em funcio
da maxima variagao prevista de cada variavel de

entrada, estado e saida.
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APENDICE D

VALORES SINGULARES, DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES
E RESPOSTA EM FREQUENCIA DE SISTEMAS MIMO

Ao se estender as 1idéias de resposta em
frequéncia para o caso MIMO, deve-se introduzir o conceito

de valores singulares e decomposicdo em valores singulares.

a) Valores Singulares e Decomposicdo em Valores

Singulares

. . Xn

Valores singulares o¢i de uma matriz A e C"
de caracteristica r sdo as raizes nao negativas dos
autovalores da matriz obtida pela multiplicagdo da sua

conjugada transposta por ela mesma (A'A):

ci(A) =V a1 (AA) = o0, i=1,2,...,n (D.1)
ordenadamente,

g1 zZ g2 = ,.... Z On , (D.2)

Se r < n, entdo, existem n - r valores

singulares nulos, 1sto é:

Or+l = Or+2 = ., ..... = On = 0 . (D.3)
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Na decomposicao em valores singulares,

existem duas matrizes unitarias U € ¢™ e v e ¢ ™, e uma
matriz diagonal ¥ = R™", tal que:

*

A=uvsvi=u |5 Ol v, (D.4)

0 0

onde Y = diag (¢ ,0_,....,0)
r 17 2 r

0s n vetores n-dimensionais u (i=1,2,...,n)

da matriz U sdo os vetores singulares a esquerda da matriz

A e formam uma base em C" e, os m vetores coluna

m-dimensionais v (j = 1, 2,....,m) da matriz V sdo os
j

} ~ . . m
vetores singulares a direlta e formam uma base em C'.

0 wvalor singular maximo o1 (norma espectral

de A) é denotado por:
G(A) = ot =V Amax(A'RA) (D.5)
e o minimo (inverso da norma espectral de A%), por:

g(A) = on =V Amin(A'A) (D.6)

conhecidos também por ganhos principais. Algumas
propriedades dos valores singulares sdo apresentadas a

segulir, onde || . || representa a norma Euclideana usual.
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b) Propriedades

- [ 1Ax]|

1) o(A) = max P (D.7)
xECn x|
2) o(A) = min | /A%[] , (D.8)
xECn [ x|
3) Se existe A", entdo, o(A) = 1 , (D.9)
g(A ")
4) Se existe A”', entdo, o(A) = 1 ) (D.10)
o(A ™)
5) o(ad) = |alo(A) , (D.11)
6) (A + B) = o(A) + 0(B) , (D.12)
7) o(AB) = 0(A)0(B) , (D.13)
8) o(A) - 0(E) = 0(A + E) = o(A) + 0(E) , (D.14)

9) Medir a proximidade de uma matriz da singularidade:

Sejam A e B duas matrizes de mesma dimensdo e
det[A]#0. Se ¢ [B] < ¢ [A], entao,

max min

det [A+B]#0 . (D.15)
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c) Resposta em Frequéncia de Sistemas MIMO

0 conceito de valores singulares e
Decomposigcdo em Valores Singulares permite o estudo da

resposta em frequéncia de sistemas MIMO.

Seja u(s) a transformada de Laplace do vetor
de entrada de dimensdo m e y(s) a transformada de Laplace
do vetor de saida de dimensao p, estes estdo relacionados

por:
v(s) = G(s)u(s) . (D.16)

E lnteressante notar que esta equacgao
representa uma transformac¢cdo linear do espac¢o m dimensional

para o espaco p dimensional ou dado em componentes:

m

v.(s) =¥ 9

(s) uj(s) , k=1,2,...p . (D.17)
j=1

kj

Considera-se somente o caso, onde o nuimero de
entradas é 1igual ao nimero de saidas e todas as entradas
sdo sendides de mesma frequéncia w, pols, o gque interessa
sdo as propriedades da planta na mesma frequéncia e como
estas variam ao se alterar a frequéncia do vetor de

entrada.

Seja o vetor de entrada, dado por:

jwt

u(t) = ue ;u e C” , (D.18)
entdao, o vetor salda, passado o transitdério, sera:

y(t) = yel*" vy e . (D.19)
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A entrada u e a salda y s@oc relacionadas pela

matriz de funcdes de transferéncia G(s) em s = jw, tal que:
y = G(jw)u . (D.20)
Para cada frequéncia w, pode-se obter a

Decomposicdo em Valores Singulares:

. . * .

G(jw) = U(Jw) T(w) V (3w) | (D.21)

onde:

Y(w) = matriz mxm diagonal real formada pelos valores
singulares de G(jw), Umm(w) = Ul(w), ..,Um(w)=
=0  (wW).

min

U(jw) = matriz mxm complexa cujos vetores coluna
{uj(jw)}, sdo os vetores singulares a esquerda
de G(jw).

V(Jjw) = matriz wmxm complexa cujos vetores coluna
{vj(jw)}, sdo os vetores singulares a direita
de G(jw).

Tomando-se o vetor u como uma combinacao
linear dos vetores singulares a direita vk(jw), isto &,

u =y awx(jw) , (D.22)

k=1 -
A salida sera dada por:
3% =k§ akak(w)uk(jw) , (D.23)

onde uk(jw) sdo os vetores singulares a esquerda.
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Desta maneira, pode-se determinar a amplitude
e a fase de cada saida, para todas as frequéncias, gquando
forem dadas a amplitude e a fase de todas as entradas. E
interessante notar gque, se a entrada u tiver a diregdo de
um vetor singular a direita v, de G(jw) (unitario), entéao,
a saida y terd a direcdo do vetor singular a esquerda u. de
G(jw) (unitdrio) e magnitude amplificada ou atenuada em

funcdo do valor singular o associado.
1

Pode-se visualizar os aspectos geométricos da
transformagdo linear y = G(jw)u para o caso de duas
entradas e duas éaidas. A medida gque a entrada unitaria u
percorre uma circunferéncia correspondente & todas as
entradas possivels, a salida y descreve uma elipse com
semi-eixo maior igual a omm[G(jw)] e semi-eixo menor igual

a omﬂ[G(jw)] (Figura D.1).

/ /
B A

A /
B/" A/f 7
- \ ; //<9 \, / ,
o // X, \J/ v
/

B _—

Fig. D.1 - Valores Singulares no caso de duas entradas e

duas salidas.

Evidencia-se, assim, o cardter direcional de
sistemas MIMO e a idéia de tamanho ou ganho de uma matriz,
no sentido de que uma matriz de funcgdes de transferéncia

G(jw) tem um ganho grande se omﬂ[G(jw)] € grande e um
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ganho pequeno se QMX[G(jw)] & pequeno. Justifica-se,
assim, o uso dos diagramas de valores singulares maximo e
minimo em funcdo da freguéncia, sendo uma extensdo do
diagrama de Bode para o caso SISO, podendo ser analisado de
forma semelhante. Cuidado especial, porém, deve ser tomado
na sua utilizacdo, pois, ao contrario de autovalores e
autovetores, valores singulares sao sensiveis a

normalizacdes e a mudancas de unidades.
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APENDICE E

POLOS E ZEROS DE SISTEMAS
LINEARES MULTIVARIAVEIS

Existem na literatura quatro tipos de zeros
definidos para sistemas multivariaveis (MacFarlene e
Karcanias, 1976) : zeros do sistema, zeros de
desacoplamento, =zeros invariantes e zeros de transmiss&o.
As definigdées nao s&o equivalentes, porém, em certas

condicgdes os conjuntos de zeros obtidos sdo coincidentes.

Ao longo do texto, zeros de sistemas

multivariaveis sdo definidos como zeros de transmissao.

Zeros de transmissao sao, fisicamente,
associados as propriedades de bloqueio de transmissdo do
sistema, sendo analogos a definigdao de zeros em sistemas
SISO. Estes sdo definidos através da matriz de fungdes de
transferéncia G(s) na forma Smith-McMillan M(s) (Kailath,

1980) onde:

G(s) = Ui(s)M(s)Uz(s) , (E.1)
M(s) = [ dlag{Ciés)/wi(s)} 8 ] , (E.2)
Ui(s) = matrizes unimodulares (det([Ui(s)] = constante

nao nula, independente de s).

Os zeros de transmissdo sao definidos como as
raizes ndo nulas do polindémio do numerador ci(s) de M(s) e
0os pdlos, como as ralzes do polindémio do denominador yi(s)
de M(s). Se o sistema for observavel e controlavel, os

pdélos de G(s) sdc os autovalores de A.
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P

No caso em gue o numero de entradas & igual
ao numero de saidas e ndo existe cancelamento de pdlos e
zeros (o0 sistema & observavel e controlavel), os zeros de

transmissdo sdao obtidos de (Athans, 1986b):

det G(s) = 0 , (E.3)

onde:

G(s) = C(sI-A)'B . (E.4)
A interpretacao fisica de zZeros de

transmissdo, & como segue:

Seja o sistema

Ax + Bu , (E.5a)
y = Cx . (E.5b)

O sistema tem um 2zero em s=z  se existe um

vetor u ¢ R" e um vetor x, € R" com as seguintes

propriedades:

a) se o estado inicial é x(0) = x e

b) se o vetor de entrada u(t) é& dado por:
u(t) = ue K t=0 (E.6)
entdo, a saida y(t) & nula, isto é:

y(t) = 0 ;t=0 . (E.7)
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APENDICE F

CRITERIO DE NYQUIST MULTIVARIAVEL

Antes de expor o critério de Nyquist MIMO,

alguns resultados importantes sdao mostrados:

1) Para o caso MIMO, pode-se obter a seguinte relacao
entre os polindémios caracteristicos de malha aberta
i) e de malha fechada @MF (Kailath, 1980;

M.A.
Kwakernaak, 1972):

¢ . (s) =0  (s) . det[I+T(s)] |, (F.1)
onde T(s)=G(s)K(s).
Tem-se também:
,  (s)=det(sI-A) , (F.2)

@MF (s)=det (sI-A+BC) . (F.3)

As ‘ralzes de @MA (s) sd&o os pdlos de malha

aberta (sem cancelamento de pdlos e zeros) e as raizes de
@MF (s) sao os pdlos de malha fechada.

@MA (s) pode ter ralzes no semi-plano

direito, isto &, a planta pode ter pdlos instaveis. O que é
realmente 1importante sdo as raizes de @MF_(S). O sistema
sera estavel se ¢ (s) ndo tiver nenhuma raiz do

M.F.
semli-plano direito, inclusive sobre o eixo imaginario.
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2) Teorema 1 (Principio do Argumento): Seja C um contorno
fechado no sentido horario no plano complexo s e seja

F(s) uma funcao escalar complexa.
Se:

1) F(s) & analitica no contorno C;
2) F(s) tem Z zeros estritamente dentro do contorno C;

3) F(s) tem P pdlos estritamente dentro do contorno C.

Entdo, a imagem de C sob o mapeamento F(s)
serd um contorno fechado que ira envolver a origem O do
plano conplexo exatamente (Z-P) vezes no sentido horario.
Para simplificar, o Principio do Argumento pode ser dado em

uma notacdo mais concisa:

N(O,F(s),C)=2-P . (F.4)
3) Seja F(s) = F1(S)F2(S)’ sendo que nao existe
cancelamento de pdlos e zeros entre F1(S) e Fz(s).

Obtém~-se, do Principio do Argumento:
N(O,F (s)F (s),C) = N(0,F (s),C) + N(O,F (s),C)
(F.5)

Pode~-se, entdo, definir o contorno de Nyguist
como mostra a Figura F.1 , denotado por DR, que inclui todo
© eilxo 1imaginario, evitando qualquer pdlo de T(s) que
esteja exatamente sobre o eixo jw. O contorno de Nyquist é
definido com R - o e € = 1/R -5 0 e engloba todo o

semi-plano direito.
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ims

Res

4

‘\\\\

Fig. F.1 - Contorno de Nyquist Dr.

O contorno engloba todos os zeros de @M(s) do
semi-plano direito fechado evitando zeros

imaginarios através de contorno de raio 1/R.

No caso, interessa saber se existe alguma
raiz de @MF_ no semi-plano direito. O sistema em malha
fechada sera estavel se, e somente se:

N(Or(bM. (s}),b ) = 0 , (F.6)

ou da Equacao F.1:

N(0,®  (s).det[I+T(s)),D ) =

=N(O,d>MA (s),DR) + N(O,det[I+T(s),DR)=O
(F.7)
Seja N(O’énA(S)’DQ = PU o numero de pdlos
instaveis em malha aberta. Chega-se, naturalmente, ao

Critério de estabilidade de Nyquist MIMO:
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O sistema de malha fechada é& estavel se e

somente se:

N(0,det[I+T(s)],D,)=-P (F.8)

ou alternativamente,

N(-1,~1+det[I+T(s)],D)=~P ) (F.9)
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APENDICE G

TEOREMA DA ROBUSTEZ DA ESTABILIDADE

Teorema 1: Teorema de Robustez quanto a estabilidade
(Lehtomaki, 1981)

A 1déia béasica deste teorema & a deformacao
continua do Diagrama de Nyquist, desde o sistema nominal
até o sistema real, sem mudar o numero de envolvimentos do
ponto critico. Se 1isto pode ser feito, e o namero de
envolvimentos do ponto critico ndo se altera, conclui-se

que o sistema de malha fechada real & estavel.

Seja TN(S) a matriz de funcodes de
transferéncia de malha nominal, T}(s) a matriz de fungodes
de transferéncia de malha real e T(s,c) uma matriz de
funcdes de transferéncia racionais, que sdo fungdes

continuas do escalar c, 0=c=1l, tal que

il

T(S/O) TN(S) ' (G.la)

T(s, 1) T (s) ) (G.1b)

R

Suponha que:

Al) Ambos TN(s) e TR(s) tem o mesmo numero de pdlos
instaveis no semi-plano direito. Isto implica que os
erros de modelamento ndo podem ser gquaisquer. O ndmero
de pobélos instaveis de malha aberta da planta real e da
planta nominal deve ser o mesmo, porém suas
localizagées\ no semi-plano ‘direito podem ser

diferentes.
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A2) No eixo jw, os pbdlos de TN(s) e TR(s) devem ser
idénticos.
A3) O sistema realimentado nominal de malha fechada &

estivel.
Se para todo s € DR e todo ¢ € [0,1],
det[I+T(s,c) =0 . (G.2)
entdo, o sistema real de malha fechada é estavel.

Vale ressaltar que n&o é necessario verificar
todos os s no contorno de Nyquist, pois |IT(s,c)|l=0 gquando
Is|-»», uma vez gque tanto a matriz de transferéncia real
gquanto a nominal sdo estritamente proprias. Logo, pode-se

restringir s ao eixo positivo jw, 0 < W < w.

Prova: Para qualquer o] € [0,1] e para todo R
suficientemente grande, o contorno de Nyquist DR envolvera
todos os pdlos das matrizes de transferéncia de malha
nominal e real do semi-plano direito aberto. Devido a
hipdtese A2 e a forma como foi construido o contorno D
este envolverd todos os pdlos instéaveis das matrizes de
transferéncia de malha nominal e real, isto é&, todos no
semi-plano direito fechado. Da hipdtese A3, da Equacédo G.2

e do critério de estabilidade de Nyquist MIMO, sabe-se que:

N(0,det[I+T(s,0)],D ) = -P . (G.3)
Agora, supondo-se que variando continuamente

C em [o,11, o nimero de envolvimentos dados  por
N(O,det[I+T(s,O)],DR) muda. Desde que det[I+T(s,c)] é
continuo em s e em c, sua imagem forma um contorno fechado

no plano complexo para qualquer ¢ € [0,1]. Segue-se entéo,
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gque a Unica maneira de se mudar o numero de envolvimentcs
do ponto critico =zero, é se ter para algum c a 1imagem
passando pelo ponto critico, isto &, precisa existir um Cyr

Ofcofl, tal que:
det[I+T(s,cO)J = 0 para algum s € DR . (G.4)

As Equacgdes G.2 e G.4 sdo contraditérias.
Segue-se gue o numero de envolvimentos nao pode mudar
enguanto c varia em [0,1] e, entaoc, o numero de
envolvimentos deve permanecer constante em -Pu para todo c.
Em particular, isto precisa ser verdade para c¢=1 e, emn
vista da Equacao G.1l, deve-se ter:

N(O,det[I+TR(s)],D }) = —-Pu . (G.5)

R
Finalmente, a Equacdo G.5, a hipodtese Al, e o
critério de Nygquist MIMO implicam na estabilidade do

sistema realimentado MIMO.
(C.Q.D.)

A importéncia do Teorema 1 €& gque muitos
testes de robustez gquanto a estabilidade para o caso MIMO
podem ser derivados em termos de condig¢des que sao
equivalentes & Equacdo G.2. Isto significa que precisa-se

explicitar como construir T(s,c) para c em [O,1].
Para o erro multiplicativo na salda tem-se:

E (s) = [TR(sS)-Tn(s) ]Tn '(s) . (G.6)

Pode-se entédo definir T(s,g), onde
T(s,0) = Tn(s) e T(s,1l) = Tr(s).
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Substituindo Tr(s) por T(s,tg) e Em(s) por

cE(s), chega-se a:
T(s,g) = [I+8Em(s)]TN(s) . (G.7)

Deve-se notar que tanto para o erro absoluto

como O erro relativo tem-se:
T(s,e)=(1-€)Tn(s) + £Tr(s)

mostrando que T(s,g) é continuo em € € (0,1] para todo s €

DR e que T(s,c) satisfaz T(s,0) = Tn(s) e T(s,1l)=Tr(s).
Teorema 2: O polindémio 5MF_(S) ndo possul zeros no
semi-plano direito e, portanto, o sistema realimentado

perturbado é estavel se:

1) Condicdo A1-A3 do teorema 1.

2) UMn[I+TM1] > o [E(s)] para todo s « QR , (G.8)
e
E(s) = [Tr(s)-Tn(s)]Tn '(s) . (G.9)

Prova: Da Equacao G.7, tem-se:

I+T(s,e) = 1 + [I + €E(s)]Tn(s) =
= [I + Tn '(s) + €E(s)]Tn(s) . (G.10)
Assumindo-se que Tn  (s) existe, entéo,
I+T(s,e) & singular se e somente se, [I+Tn (s)+eE(s)] é

singular. Uma condicdo suficiente para isto é (Apéndice D):

o [I+Tn '] > o [€E(s)] = eo_ [E(s)] . (G.11)

min
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APENDICE H

DEMONSTRACAO DA RECUPERACAQO

Lema: Considere a classe de MBC’s cuja matriz fungdo de

transferéncia Kp(s) & dada por:
Kp (s)=Gp (sI-A+BGp+HC) 'H , (H.1)

tal que:

Re Ai[A-HC) ]<0,
Re Ai[A-BGp]<0; para todo 0<p<w,

e tal que:

lim pGp ~» WC; W/ W=I . (H.2)
p-0 ’
Entao,
lim Kp(s) - [C(sI-A) 'B]'c(sI-A)'H , (H.3)
p-0

onde a convergéncia é ponto a ponto em s.

Prova: Sera frequentemente utilizado o lema de inversao de
matriz (LIM), que estabelece:

LIM: (A+BcD) ' = a"' - a'B(c™' + pa'B) 'Da”" (H.4)

Serd utilizada a seguinte notacao:
$(s) = (sI-n) ', (H.

X(s) (¢ (s)+HC) . (H.

(93]

a)}
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Utilizando estd@ notacdo, a Equacdao H.1l & dada por:

Kp(s) = Gp(X '(s)+BGp) 'H (H.7)

e aplicando LIM, obtém-se:

Ko(s) = Go[X(s) - X(s)B(I+GpX(s)B]'GpX(s)]H =
[GpX(s) - GpX(s)B(I+GpX(s)B] 'GpX(s)]H =

[I - GpX(s)B(I+GpX(s)B] 'GpX(s)H

i

(H.8)

Substituindo-se a primeira matriz identidade
da Equacao H.8 por:

I=[I+GpX(s)B][I+GpX(s)B] ' (H.9)

e fatorando, obtém-se:

[I+GpX(S)B - GpX(s)B][I+GpX(s)B] 'GpX(s)H =
[I+GpX(s)B] 'GpX(s)H

Kp(s)

(H.10)

Multiplicando-se e dividindo-se por 0,

chega-se a:

Kp (s) [I p + p GpX(s)B] ' p GpX(s)H . (H.11)

Considerando-se a Equacdo H.2, tém-se:

lim Kp(s) - [WCX(s)B] ' WCX(s)H =

p-0

[CX(s)B] "W 'WCX(s)H =
[CX(s)B] 'CX(s)H . (H.12)

I
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Tomando-se separadamente as matrizes CX(s)B e
CX(s)H e aplicando-se o LIM, tém-se:
cre'(s) + HC]'H =
= C[d(s) - ®(s)H(I+Cd(s)H) 'Cd(s)]H
= CP(s)H - CO(s)H(I+Cd(s)H) 'Ch(s)]H =
= [I - CP(sS)H(I+Cd(s)H) ']Cd(s)]H =
= [I + CO(s)H - CO(s)H) (I + Cd(s)]H) 'Ch(s)H =
= (I+Cd(s)H) 'cd(s)]H

CX(s)H

(H.13)
CX(s)B = c[® '(s) + HC) 'B =
= C[d(s) - ®(s)H(I+Cd(s)H) 'Cd(s))B
= Co(s)H - CO(s)H(I+CP(s)H) 'Cd(s)]B =
= [I - CO(s)H(I+CP(s)H) ']CP(s)]B =
= [I + CO(s)H - CO(s)H)](I + Cd(s)]H) 'Cd(s)B =
= (I+C®(s)H) 'cd(s)]B ,

(H.14)
(CX(s)B) ' = (CX(s)B) (I + CX(s)H) . (H.15)
Logo, a Equagdo H.3 pode ser dada por:

lim Kp(s) - (CX(s)B) '(I + CX(s)H) (I+Cd(s)H) 'Cd(s) ]H=
p=0

(CX(s)B) 'Cd(s)]H =
[C(sI-A) 'B] '[c(sI-A)T'H] . (H.16)

(C.Q.D.)
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APENDICE I

PROPRIEDADE DA SOLUCAO DO "CHEAP LQR"

Seja o problema do LQR
Minimize
J = 7J [y’ (t)y(t) + pu’(tju(t)]dt; p>0 (I.1)

0

sujeito as restricgdes dinédmicas:

= Ax(t) + Bu(t) |, (I.2a)
y = Cx(t) . (I.2b)
A solucdo deste problema & a lei de controle,
dada por
u(t) = -Gpx(t) , (I.3)

onde o ganho de controle Gp é& dado por:
1
Go = _ B'Kp , (I.4)
ol
e Kp é dado pela equacdo algébrica de Riccati:

0 = -KpA - A'Kp - C/C + ;KpBB’Kp . (I.5)
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Teorema 1: Seja o "cheap LQR", cnde p-O0.

Se
1) O ndmerc de entradas (m) de controle u & o mesmo
gue o numeroc de saidas (p) Y,
2) [A,B] & estabilizavel (ou controlavel);
[A,C] & detetavel (ou observavel);
3) O modelo da planta G(s) & estritamente de fase
minima, ou seja, todos os zeros de transmissdo de
G(s) estdo estritamente no semi-plano esquerdo.
Entao:

lim p Gp -~ WC; W/w=I . (I.6)
p-0

Prova: Sob as hipdteses 1, 2 e 3, Kwakernaak e Sivan (1972)

provaram que:

lim Kp » O (I.7)
p-0

A hipbtese 3 é& a condig¢do necessaria e

suficiente para este comportamento assintético.

Logo, com p-0, a equacgdo de Riccati

(Equacao) I.5) fornece:
P 1
-C’C + _ KpBB'Kp - 0 . (I.8)
Reescrevendo a Equacdo I.4 como a seguir:

p Gp = é B'Kp . (1.9)
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E das Equacdes 1.8 e 1.9, chega-se a:
( pGp)' ( pGp) =~ C’C , quando p-0 , (I.10)
o gque implica em:
lim p Gp - WC, onde, W/W=I
p-0

(C.Q.D.)

Esta Gltima passagem deriva do seguinte fato

da &lgebra linear:

A equacdo matricial X’'X = M'M tem solucéao
X = WM, onde W'W = I (matriz unitéaria).
OBS.: Se o0 nuimero de entradas m & menor gue O nhlamero de

saldas p, deve-se aumentar o vetor de entrada com (p-m)
componentes que ndo serdao alimentadas pelo controlador. As
colunas da matriz B para essas componentes adicionadas nao
podem introduzir zeros de transmissdo instavels. Se m > p,
deve-se selecionar um vetor de controle com dimensdo p de
forma gue nao existam zeros de transmissdo instaveis, e

mantém-se as (m-p) malhas fechadas (Doyle e Stein, 1979).
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APENDICE J

COINCIDENCIA DE VALORES SINGULARES
EM TODAS FREQUENCIAS

Objetivo:
oi [Ca(jwI-Aa) 'La] =—%— , para todo w
Solucgao:
Conforme sugestéb do Prof. E.L.L.
adota-se:

LL -(ca” ') !
Le = 1] = |a'B(catp)™

Prova:
A partir das Equagdes 4.45 e 4.46,
escrever:
-1
Ca(sI-RAa) 'La = C(SI‘Z;) BLL | c(sI-A) 'Lk
Seja Lu = -A 'BLL ,
entao:
Ca(sT-Aa) 'La = C(sI-A) [ BIS“L A"'BLL }
= c(sT-A)" [% -t } BLL
-1 1 -1
= C(SI—A) ? |: A - sI } A BLL

Cabral,

pode-se



218

se L. = -(CA"'B)™', entéo,

Ca(SI-Ra) 'La =2 . | (J.6)
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