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RESUMOQ -NOTAS /ABSTRACT - NOTES

Apresenta-se um conjunto de métodos que, dentro da teoria das
aproximacdes, sdo englobados num mesmo contexto com a denominacao de méto
dos autocorretivos. A caracteristica comum do conjunto e a possibilidade de
determinar solucbes que sucessivamente vao se aproximando do resultado exa
to desejado. Nos métodos apresentados, neste volume, o erro tolerado na
aproximacdo pode ser estipulado previamente para qualquer meétodo, embora
nao se possa ter uma nocao exata do trabalho computacional necessario para
obtencdo da precisac desejada. Este volume contém os capitulos finais da
terceira parte (Analise de Métodos Numéricos) do trabalho sobre os fundamen
tos da Analise Numérica, iniciado com a Publicagao INPE-1937-MD/005.

OBSERVAGOES / REMARKS

Complemento das publicagdes INPE-1937-MD/085 (Volume 1) e INPE-5088-MD/043
(volume 2),
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ABSTRACT

Under the denomination of self-correction methods, a set
of methods are collected within the same context for the theory of
approximation. The set is characterized by the possibility of refining
successively the solutions until a prescribed accuracy is obtained.
However, in the methods presented here the amount of computational
work requived to obtain the desired accuracy cannot be predicted. This
volume presents the last chapters of the third part of the work
"Anglise de Metodos Mumericoe” (Analysis of Numerical Methods), which
started with the publication INPE-1937-MD/005.
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TERCEIRA PARTE

ANALISE DE METODOS NUMERICOS
- METODOS AUTOCORRETIVOS -




CAPITULO 20

"SOLUQKO'DE'EQUAQGES'NKO4LINEARES

20.1 - INTRODUCRO

Os tipos de equagao de interesse pratico em analise nume
rica podem ser colocados na forma geral:

¥(v) = 0, :
¢ que de imediato sugere a aplicagao dos metodos iterativos e de relaxa
¢ao para encontrar o valor de v. Como estes metodos utilizam a propria
equagao ¥(v) = 0 para aprimoramento de solugces aproximadas, eles Sao
por vezes chamados autocorretivos.

A aplicacao dos metodos iterativo e de relaxagao nem sem
pre & simples e depende decisivamente de uma boa aproximagao inicial pa
ra o seu sucesso. [ interessante, entdo, dispor de metodos diretos que
permitam a transformagao.inversa:

ainda que apenas aproximadamente.

Neste capitulo, inicia-se o tratamento de equagoes, com o
objetivo de encontrar a solucao de equagoes nao-lineares.

Inicialmente, prefere-se a abordagem unidimensional,a fim
de proporcionar ac leitor um melhor entrosamento com o problema.

Na forma unidimensional, as equacoes nao-lineares englo
bam basicamente dois tipos de problemas de maior incidencia pratica:

a) determinacao de raizes reais de equagoes transcendentais da for
ma f(x) = 0;
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b) determinacao de todas raizes, reais ou imaginarias, da equacao
polinomial

sendo n 0 grau do polinomio.

A ocorrencia de raizes imaginarias em equacoes - transcen
dentais constitui caso raro e, por isto, nac sera aqui discutida.

0 problema de sistemas de equacoes nao-lineares e progra
magao nao-linear sera brevemente discutido, apos o tratamento do caso

unidimensional,

20.2 - SOLUGAO DE EQUACUES TRANSCENDENTAIS UNIDIMENSIONAIS.

As equacoes transcendentais unidimensionais podem ser co
locadas na forma generica:

sempre que exista a fungao inversa f~!, Nestes casos, pode-se aplicara
interpolacao inversa e obter a solucao diretamente.

Como nem sempre e possivel usar o metodo direto, os meto
dos de aproximagoes sucessivas adquirem importancia a medida que possuam
convergencia garantida e rapida. Estes metodos sao apresentados a se

guir,
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- 20.2.1 - APROXIMACOES SUCESSIVAS INDEPENDENTES

No caso de aproximacpes. sucessivas irdependentes desta
ca-se pela sua importancia o método do bisseccionamento, que consti
tui a aplicacao imediata do teorema de Bolzano ({Apostol, 1957);

“Teopema: Se f(x) @ continua em [ a, b ], e o produto f(a) f(b)<0,
entao f(x) possui pelo menos uma raiz em | a, b ].

1) Metodo do bisseccionamento

Seja o intervalo [ a, b ], tal que f(a) f(b) < 0. Tem
-se entao pelo menos, uma raiz de f(x) dentro deste intervalo. Chaman
do- ' Xy =a e X, = b, calcula-se f(xm) .para  Xm = 51¥%~J3?; Se
f(x1)f(xm) >0, faz-se Xy = x e repete-se o _processo. Em caso contrario,
faz-se x, = x; e repete-se o processo. Assim, o intervalo dentro do
qual a raiz se encontra e reduzido a metade. cada vez que 0 processo

e repetido.

Apos n repeticoes do processo, a amplitude do intervalo,
em que se encontra uma raiz de f(x). estara reduzida a:
ax = (b - a)/2" .

Assim, os valores de x; e x, para a enesima repeticdo aproximarao a
raiz com um erro que nao excede a amplitude Ax.

Pode eventualmente ocorrer que durante o processo se ob
tenha f(xm) = 0. Neste caso, interrompe-se o processo porque o valor

de x_ € a.-raiz procurada.
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0 metodo do bisseccionamento & sempre convergente, mas
nao se aplica a raizes de multiplicidade par, pois neste caso nao sao
satisfeitas as condicoes do teorema de Bolzano nas vizinhacas dessas
raizes.

2) Metodo da falsa posicao (Regula Falsi)

Este metodo tambem & uma aplicacao do teorema de Bolza
no e pode ser considerado como uma variante do metodo do bissecciona

mento. A diferenca entre esses metodos esta no calculo do ponto X

que, no presente caso, e dado peTa.intersecngcia corda que une 0s pon
tos (X3, f(xy})a(xy, f(x2)) comoeixo dos x. O valor de X sera  en
tao calculado pela expressao:

_ 1£{x3)]
X = X7 + -
m T )]+ ()]

- (xp - X1}

A convergencia do método da falsa posicaoe garantida pe
lo sequinte teorema:

“Teorema: o metodo da falsa posicao converge em todos os casos de
sua aplicagao.

Prova: basta provar que x; < Xp < X2 0 que implica a reducdo da
amplitude do intervalo (x, - x;). a cada repeticao do pro
Cesso.

Como por construgdo x; < x_ < Xz, excetoquando f(x;) =0

ou f(x2) = 0, o teorema esta provado, pois se f{x;) ou f(x;) seanula,
o valor desejado da raiz ja foi atingido. Uma demonstragaoc mais rigo
rosa pode ser encontrada em Young and Gregory (1972).
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Para examinar a rapidez da convergencia, basta reescre
ver a expressao para o calculo de X na forma:

X=XI+M, x1<€<xz.

" [f'{¢)]

Assim, a velocidade de convergeéncia depende do comporta
mento da relacao:

[£'(g)]

0 metodo da falsa posicao apresenta asmesmas restricoes
que o do bisseccionamento para o caso de raizes de multiplicidade par.

Quando a funcao f{x)} apresenta um comportamento monotﬁ

nico, no intervalo {x;, X}, a amplitude do intervalo aposumgrande nu
mero de repetigoes do processo -ténde a: um valor limite, dado por:

lX2 - Xll.Ed:f:O.

Nestes casos, a convergencia &, em geral, mais lenta do: que nos.casos
em que a amplitude do intervalo. |x, - x;|, tende a 0.

3) Modificagao dos métodos para® caso de ra¥zes multiplas

R primeira vista pode parecer ao leitor que, no caso de
raizes de multiplicidade par, ndo se dispoe de nenhum método para en
contrar uma aproximagao inicial para a raiz da equagao f(x) = 0. A se
guir, : moStra-se  um artificio que permite contornar este problema.
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Teovema: A equagao

1]
o

u(x)

com

-
ey

-+

uix) =

——
>
S

possui as mesmas raizes da equagao f(x) = 0, mas commul
tiplicidade simples.

Prova: Seja x o ponto parao.qual f{x}=0 com multiplicidade m. A
fungao f pode entao ser decomposta. como o produtode duas
funcoes, na forma:

N |
fly) = (¥ - x}7 9(¥)
com g(x) ¥ 0. Neste caso, a funcao u(y) assume a forma:

P g(¥) J
-mg(y)+(y - x) 9'(y)

ufy) = (¥ - x)

Como g(x) # 0, o limite para y + x € 0 mesmo nos dois
casos, f(y) e u(y), e vale 0. Assim, u(y) possui as mesmas raizes de
f(y), mas com multiplicidade simples.

A utilizacao da funcao u(x), no Jugar da funcao  f(x),
permite empregar os metodos do bisseccionamento e da falsa posicao,
_mesmo nos casos de multiplicidade par das raizes. Elimina-se assim a
restricao de aplicabilidade desses metodos. 0 artificio aqui apresen
tado pode ser usado tambem em conjungao com todos os métodos que se se
guem, razao pela qual nao se discutira o problema de rafzes multiplas
nos metodos subsequentes.
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20.2.2 - APROXIMACOES ENCADEADAS, BASEADAS EM RELAXACAO

0s métodos baseados em relaxacao utilizam a propria
igualdade:

f(x) =0
para corrigir um valor aproximado, X s da solugao, x, do problema.

Considerando-~o desenvolvimento de Taylor ate o  ter

mo linear, pode-se escrever:
f{x) = f(xk) + (x - xk) f'(¢) = 0,
sendo £ um ponto intermediario entre X, € X.

Como nao se conhece o valor de &£, nao se pode determinar
exatamente o valor de x, mas & possivel, utilizando a : expressao aci

ma, calcular um "refinamento", x para a aproximacdo da  solugao.

k+1?
Assim, tem-se:

£'(g,)
onde £ € uma aproximacao para £, com a restricao de que no limite:
_ 'XI( + X, 5k > X.

Da forma utilizada para calcular f'(g ) derivam os  di
ferentes métodos. Destacam-se pela sua importancia os metodos da  se
cante e de Newton.
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1) Método da Secante

Este método usa a aproximagao:
£(x,) - f(x, -)
] k -
f (Ek) = k-1 ’
X 7 *k-1

e, entao, a formula de recorrencia torna-se:

] f(xk)(xk - Xk-l)

=X

X
k+1 k
£x) - Flx,_y)
Para que haja convergencia local, & necessario que:
Ixk+1 Xk| 1
X - xk-1|

o que ocorre somente quando f(xk) e f(xk_l) possuem sinais opostos.
Entretanto considerando’ a- convergencia global. & possivel, em al
guns casos, dispensar esta condigao (Ralston, 1965)

Para problemas localmente convergentes, e simples deter
minar uma estimativa para o erro, que & dado por:

| 7 f(xk)
e = | X = X { = X = X .+ |
Recordando- que: .
f(x,)
Ly - K
X = Xy

' (g)
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e desenvolvendo f'(g) em serie de Taylor em torno do ponto Ep? tem
-se:

F(x) ()
£ = (E = gk)
£1(8) £'(g,)

Como foi admitido que a fungdo possui sinais opostos pa
ra pontos consecutivos, entao &g e nestao.compreendidos no intervalo
limitado pelos pontos X € KXo Supondo-se tambem ¢ e &y muito
proximos, pode-se limitar o erro por:

] f(x,) £'(n,)
O[]

2
1

e < X ¥ S L

fl‘f.k_’_\
1 k) ?

(€

onde f“(nk) e uma estimativa de f"(n), que pode ser calculada por:

f‘(gk) B f‘(ék-l)

k7 X1

Para analisar a estabilidade do método, sao feitas as
sequintes consideragoes iniciais:

a) a precisao, €, requerida para o calculo de x & bem maior nume
ricamente que o0 erro, §, introduzido nos arredondamentos do
computador;

b) o erro & nao altera muito os valores g 2 ponto de perturbar
a estrutura do metodo.

Nessas condigoes, o valor &y e subistituido por um
valor Tyo que ainda tem a propriedade:

Tim 7 = x
XX b =7
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A equacao basica para o calculo da propagacao de erros e:

1+1 fl(ck) + 6

onde se supoe que as primeiras derivadas podem ser confundidas, havendo
assim o cancelamento. Esta Ultima expressdo mostra que o método da se
cante e um metodo estavel (ver Capitulo 6).

Este metodo possui algumas vantagens que o tornam preferi
do, mesmo em comparacao com metodos mais sofisticados. Asprincipais van
tagens sao:

- 0 metodo n3o exige o conhecimento prévio das derivadas de f(x),
que sao calculadas numericamente;

- 0 metodo permite tambem o calculo da raiz de equacdes do  tipo
X, Y1y evns yn) = 0, onde y; = ¢i(x) i=1, ..., n;

- 0 metodo n3do requer o uso de dupla precisdo, apesar de envolver
diferencas de numeros proximos quando se aproxima do valor dese

jado (Ralston, 1965).

2) Metodo de Newton

0 método de Newton tambem chamado Newton Raphson, ou méto
do das tangentes, emprega a aproximacao:

fl(gk) = fl(xk) 3

que resulta na formula de recorrencia:
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Para que haja convergencia local, deve-se ter:

Xpn = Xl 1R £ (%)

<1,

|Xk - xk-ll lf(xk_l) f'(xk)l
que pode ser facilmente testada no decorrer do programa.

0 calculo do erro deste método & identico ao calculo ja
efetuado para o metodo da secante. A Unica restricdo & que o ponto ¢
estara compreendido entre os pontos X1 e x. 0 Iimite do erre  pode
entao ser escrito diretamente como:

()
f'(xk)

e < |x - Xk-1!2

A analise de estabilidade e identica a do método da se
cante e a conclusao também & a mesma, ou seja, o metodo de Newton€ es
tavel.

0 metodo de Newton nao apresenta as mesmas vantagens do
método da secante, pois requer o calculo da primeira derivada em cada

ponto calculado.

20.2.3 - APROXIMACOES SUCESSIVAS ENCADEADAS, GERADAS POR ITERACAD

0s metodos de iteracao baseiam-se na construcdo de uma
relagao. de dependencia funcional entre a solucdo e uma funcdao dessa
solucao. Esta dependencia funcional pode ser colocada na forma:

X = ¢ (x)

que € conhecida como iteracao com um ponto, sem memdria.
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Outras formas de iteracao sao construidas com o intuito

de acelerar o processo de convergencia ou melhor utilizar as informa

coes conhecidas. destacam-se as formas:

a) Iteracao com um ponto e memoria:

b
1

o{x, X),

onde g_é o vetor construido com um conjunto de pontos aproxi
madores da solucao.

Iteracac com multiplos pontos sem memoria:
x=¢ [xv (0],
onde v(x) indica um conjunto de fungoes que devem ser recalcu

ladas para cada ponto novo. Difere da forma anterior por nao
usar resultado ja calculado.

Iteracao com multiplos pontos e memoria:

x = ¢ x, v{x); X, ¥(X) ]

onde X,v(X) especificam a contribuicao de outros pontos apro
ximadores da solucao, em geral ja calculados no processo -de
recorrencia.

A sequir, apresentam-se 0Ss  processos de construcao de

formas iterativas, com uma breve discussao de seus aspectos principais.

1)

equacao:

Metodo Iterativo com um ponto, Sem memoria

Considere-se a equagao f(x) = 0. Entao, tem-se tambem a

h(x) f(x) = 0,
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onde h{x) & uma fungao que n3o se anula no intervalo (a, b).dentro do
qual o valor de x esta compreendido.

Pode-se entao escrever que:

x = x + h{x) f(x) = ¢(x),
e 0 processo de recorréncia e gerado pela sequencia:
Xerr = ¢(Xk)_ =Xt h(Xk) f(_Xk)

Para que haja convergencia, & necessario que ¢(x) satis
faca a condicao de Lipschitz' no intervalo (a, b), com N < 1 (ver Ca
pitulo 6).

Introduz-se agora o conceito de "Ordem de Iteracao".

Defini¢cao: Diz-se que uma iteracaoc € de ordem m, se:
(v = - G (m=1)
$(x) = ... = ¢ {(x)=0,
onde x & a raiz da equacao f(x) = 0,

Desenvolvendo  ¢(y) em série de Taylor em tornodo pon
to Yo = % mostra-se que para iteracao de ordem m tem-se:

m
aly) - x = X0 oMy

m.

onde £ & um ponto compreendido entre x e y. Segue-se entao que:

£ )
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Esta Ultima expressdo permite analisar a convergencia
das iteragoes de ordem superior (Berezinand Zhidkov, 1965). 0valor de
m e também chamado ordem de convergéncia do processo.

A forma para gerar iteracoes de ordem superior € sim
ples. Basta impor a condigao

sy =0, k=1, ..., m,

para obter o valor de h{y) e suas derivadas no ponto x. Pode-se, as
sim, usar a formula de Taylor para representar h(y). Como exemplo, im
pondo-se a condigao ¢'(x) = 0, obtem-se h{y) = - 1/f'(¢) que resulta
na mesma expressao dos metodos de relaxacao.

Uma discussao sobre vantagens e desvantagens da ab]icg
¢do de iteragoes de ordem superior pode ser encontrada em Traub
(1964).

A expressao que se obtem com o método aqui apresentado,
para geracao de iteracoes de ordem superior, coincide com a expressao
- do chamado metodo de Schroder {Korganoff, 1962).

A-estabilidade dos metodos iterativos ja foi discutida
no caso geral (Capitulo 6). Sua particularizacao para os casos emdis

cussao e imediata.

2) Metodo iterativo com um ponto e memoria

A obtencao de metodos iterativos com memoria & feita a
partir de formulas interpoladoras, ou do uso da formula de Taylor, em
pregando pontos ja calculados como "memoria" para obtencao de es
timativa das derivadas (Traub, 1964). Apresenta-se aqui apenas uma
forma simples, baseada na formula interpoladora de Newton.
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Considere-se a formula interpoladora de Newton:
N(x) = fIx, 3 + (x - x,.) flx.o x,_ 1+
+ (X - xk) (x - Xk—l) FLXps X, » XI

Fazendo N(x) = 0 e reagrupando os termos, resulta em:

f(xk) |

X =X -

fIXe, x 1+ (x - xk‘l) FLXy s X _ s X]

Usando x = X do Tado esquerdo desta expressao e

X=X _, do Tado direito, obtem-se a formula de recorréncia:
.F
. (%)
k+1 k :

D X3+ e, =X ) FDxe Xy e %]

que possui uma identidade formal com as formulas resultantes de relaxa
¢ao. De fato, o denominador da expressdo acima nada mais e do que uma
forma mais aprimorada para calcular f'(g).

Assim, desprezando a ultima parcela do denominador, obtég
-se a conhecida expressao do metodo da secante.

Pode-se demonstrar facilmente que o erro deste metodo pos
sui o mesmo 1imite que o do metodo da secante, nao apresentando assim
decisiva vantagem. De fato, para consequir melhores resultados, devem
ser usadas iteracoes de ordem superior conjuntamente com diferencas fi
nitas para o calculo das derivadas, Estes metodos nao sdo aqui discuti
dos. | '
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3} Metodo iterativo com varios pontos sem memoria

Uma forma possivel e simples de gerar estes métodos ba

seia-se nas duas equacoes primitivas:

de onde se pode escrever que:

$(x) = ¢ (x) + h(x) fLe(x) ],

onde h (x) e uma funcao que nao muda de sinal no intervale (a, b),den
tro do qual se encontra o valor desejado, x, da raiz.

A funcao iterativa € entao gerada pela sequéncia:

sy (x) = 8 (x) + h(x) £ [0 ()]

o1(x) = x,
sendo h(x)} escolhida para aumento da ordem de convergencia.
Como exemplo seja:
h(x)=-T/F"(x) e k = 3.

Tem-se entao:

frx-'ﬂxwf%x)]

o L

¢ (X) =X - = 3
: £ (x) £ (x)
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e 0 processo de recorrencia dado por:

xi+l =¢3(xi)

A fungao ¢;(x) pode ser colocada na estrutura formal
o[x, vix)1, fazendo-se:

vi(x) = - .

_fIx - f(x)/f'(x)3
f'(x)

vy(x) =

Para a implementacdo do metodo em computadores, nio € ne
cessario explicitar a forma analitica de ¢k(x), como foi feito no exem
plo acima. Os valores ¢k(xi) sao obtidos para cada ponto Xi usando-se
processo de recorrencia para o calculo de ¢k(x).

0 efeito da recorréncia de ¢,(x), na convergencia do meto
do, pode ser facilmente mostrado. Chamando:

Ek,i = Xi - ¢k(xi)

e usando a formula de recorrencia para calculo das ¢k(x), tem-se:

2

+E 1.h(xi)f-(xi)_k_"'h(x.)f"(x.n... ,

E .
k,i k, 2 i i

ker,i - F

onde f{¢k(x)] foi desenvolvida em serie de Taylor em " torno do ponto
X; e h(xi) f(xi) foi suposto nulo.

Para h{x) = - 1/f'(x), resulta aproximadamente em:
2 n
Bei T(xy)

it

E,- .
k+1,1 2 fl(xi)
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e finalmente:

E

_|-E%n- £(x;) 7k

Esta Ultima expressao ilustra o efeito da utilizacdo de
de varios pontos em confronto com a iteracao que usa um unico ponto.

4) Metodo iterativo com varios pontos e memoria

A funcao iterativa, neste caso, pode ser gerada pela mes
ma formula de recorréncia do método anterior, ou seja:
daq (%) = 8 (x) + h(x) f[ 3 (x) ].
Neste caso, entretanto, a fungao inicial ¢, (x) e dotada

de memoria. Pode-se usar, por exemplo, a expressao do metodo da secan
te:

f(xi)

f[ X5 xi;l ]

hr(x5)=x -

Este metodo possui essencialmente as caracteristicas de
convergencia do metodo anterior, acrescidas das vantagens de uma fun
¢do iterativa inicial, rapidamente convergente.

20.3 - SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUAGOESTRANSCENDENTAIS,PROGRAMACKO NAO
-LINEAR. .

0 sistema de equagoes nao-lineares:
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e escrito em notacdo vetorial:
r(v)=0
que € a equacdo basica para o desenvolvimento do metodo de relaxacdo. A
solucao do problema, colocado nesta forma, ja foi discutida no Capitulo
6, que engloba os metodos iterativos e de relaxacao.
0 problema de encontrar a solugao de um sistema de equa
¢oes nao-lineares pode ser convertido no problema de otimizacdo de fun

coes nao-lineares de varias variaveis. Para isto, basta construir a fun

;50:
g{v) = < ¥(v), ¥(v) > = |#(v}|® que possui um minimo ¥(v) = C.

A reciproca e verdadeira, pois a procura de valores extre
mos locais e equivalente a solugdo do problema de equacoes nao-lineares:

ag(v)

20.3.1 - METODO DO GRADIENTE

0 meotodo do gradiente e tambem denominado metodo do de

clive maximo (steepest descent).

0 gradiente da funcdo g(x) e um vetor d de componentes:

ag(v)

% BV ’
i

que indica a direcdao de maxima varia¢do da funcao.
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Inicia-se o processo de recorrencia supondo que o
vetor Y, constitui uma aproximacao da solucao. Faz-se o aprimoramento
da solugao pelo vetor:

-td

Vi =¥, o

Obtém-se o valor de t impondo a condicao da funcao:
f(t) = g (vo - t d)
ser minima.

Para obter este valor de t, e  necessario calcular o
valor da funcao g para um conjunto de pontos,

Para obtencao do minimo o método do gradiente pode ser
usado recursivamente, agora sobre a fungao f(t).

Obtém-se o processo iterativo a partir da recorréncia, da
aproximacao de ordem k para a aproximacdo de ordem k+1, resultando em:

Vier T YT B4,

fk(tk):= g(!k - tk-gk)

Uma grande quantidade de operagoes esta envolvida na ob
tencao de cada aproximagdo no método do gradiente. Para  simplifica
-lo, prefere-se, por vezes, usar apenas a maxima derivada de cada pon
to, ao inves de todas as derivadas. Para a aproximacdo de ordemk, tem
-se;
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dj,k = m?x di,k’ i=1, » N,
L)
o Bvii V=V ’
- =k
Yes1 T Y djjk 2y

onde &j e o versor da direcao j. Como apenas a componente desta dire
¢ao e afetada, seu valor Viri s

- ? kL, ]
ele e a solucao. da equacao:

pode ser calculado diretamente, pois

J LA
Dispensa-se assim o processo iterativo para o calculo do valor tk'

Embora nesta variante do metodosejam necessarias mais
iteracoes, no compto geral ela torna-se competitiva por economizar a
recorrencia no calculo de tk.

20.4 - SOLUCAO DE EQUACDES ALGEBRICAS .

0s metodos discutidos anteriormente podem ser aplicados
tambem a equagao do tipo:

onde Py (Z) € um polinomio de grau n. Como, entretanto, varias raizes
diferentes podem estar contidas dentro de um intervalo relativamente
reduzido, este problema possui maior complexidade.
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0 tratamento das equacoes algebricas sera aqui desenvol
vido em 3 etapas: ‘

a) separacdo das raizes,
b) aproximacao segura de uma solugdo,

c) aprimoramento de solugoes aproximadas.

20.4.7 - SEPARACAQ DAS RAIZES

Historicamente, a regra de sinais de Descartes parece
ter sido a forma mais eficaz de que se dispunha para a separacao das
raizes. Atualmente, sua relevancia € devida a sua simplicidadee impor
tancia para a compreensdo de métodos .mais eficazes.

- Regras 'de Sinais de Descartes

0 numero de raizes positivas de P.(z) = 0 nunca e maior
que o numero de variacoes de sinais na seqiiéncia de coeficientes a,s
a1, 8, ..., 3, Omitidos os coeficientes nulos.

0 Timite do numero de raizes negativas pode ser obtido
usando este mesmo teorema para os coeficientes aj, i = O,...n,? do
polinomio Pn(t), onde t =-z, pois as raizes positivas de Pn(t)= 0 sao
as raizes negativas de Pn(z) = 0.

A regra de sinais pode tambem ser usada para determinar
se as raizes excedem um valor escolhido M, quando aplicada ao poling
mio Pn(z-M).

0 Timite do numero de raizes positivas e negativas, da
do pela regra de Descartes, nem sempre e atingido, daf a necessidade
de metodos mais eficientes para a determinagao do numero exato.de rai
zes reais. O teorema de Sturm e usado com este propdsito.
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Antes do  teorema de  Sturmy, " apresenta-se
o calculo do maximo divisor comum entre dois polinomios.

1} Maximo Divisor Comum entre dois polinomios

Dados dois polinomios: Pn(z) de grau n, e Tm(z) de grau
m, chama-se maximo divisor comum entre eles o polinomio Qk(z), do
maior grau k, que divide exatamente tanto Pn(z) como Tm(z).

0 maximo divisor comum {(m.d.c) nac e unico, pois se
Qk(z) e o m.d.c. entre Pn(;) e Tm(z) entao. ¢ Qk(z} com ¢ uma constan

te arbitraria tambem e-o m.d.c. entre P.(z) e Ty(z).

0 processo para encontrar o m.d.c. entredois polinomios
e analogo ao processo para encontrar o m.d.c. entre dois nUMeros .

Seja n 2 m. Pode-se dizer que:

P (2) =T (2) a(2) + T1(2)

ou reescrevendo-se:

f T (2)
() = () [ 2 qy(2) + 1)

ri(z)

De modo analogo, pode-se obter sucessivamente:

() - 1) e e nale) = ) [ e ]
ry(z)
f(2) = Ta(2) a5(2) + Tal2) = Ts(@) | ;2(2) aslz) + 1],
3
' ~ T
rp(z) = Top(2) qp+2(z)+rp+2 = rp+2(z)[_;91%%§% I (z) + 1} .
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Seja i o menor indice, tal que ri+é(z) =0. Seque-se, que

ri(z) =1, (2) q (2)

e assim:

ri_,{z) = r,{z)q,, () (z) +1] 3

- (2) =y, (2)9;, (z)a

T lin 1+1 42
entdac pela lei de recorrencia, o fato de Fi(z) ser multiplo de F1+1(Z)
implica que Pi-l(z) tamem o spja, e assim sucessivamente r},JZ)’F1+3(Z)
etc., serdo multimplos de Fi;l(z). Segue-se que Tm(z) e Pn(z) tambem se
rao multiplos de Fi+r(z)' 0 polinomio ri+i(z), assim encontrado, € o po.
linomio de maior grau que divide exatamente Pn(;) e' T (z). Logo,
F1+1(Z) = Qk(z) = m.d.c. [Pn(z), Tm(z)]. 0 esquema abaixo & a forma pra
tica de execugao das divisoes sucessivas para o calculo do m.d.c..

=

QUOCIENTE qi(z) qz(z) qB(z) ..... qi+l(z) q1+2(z)
Po(2) | T@) [T (@) |1 (2)] ... r.z) |t (2)
RESTO + ri(z) Fz(z) Pa(z) Fu(z) ..... 0

Pela propria definicdao do m.d.c., multiplicacoes por cons
tantes durante o processo de divisoes sucessivas nao alteram o valor do
m.d.c.. Assim, para ndo trabalhar com numeros fracionarios, usualmente
multiplica-se o resto Fj(z) por uma constante a5 tal que o polinomio
ajrj(z) so possua coeficientes inteiros.

2) Seqtiencias de Sturm

Definicdo 1 - Seja f1(z), v..s fn(i) uma sequéncia de polino
mios. Esta e a chamada seqiiencia Sturm em (a,b),
podendo a e b serem infinitos, se satisfazer as
duas condicoes:
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- f_(z) ndo se anula em (a, b).

- Para todo zero de fK(z), K =2y vous N =1, as
duas funcoes vizinhas sao diferentes de zero e
tem751na1s opostos, i.e., fK_l(z) fK+1(z) < 0,

Definicdo 2 - Seja {fj(z)} uma seqiiencia de Sturm em (a, b) com n
elementos. Considere-se um ponto z, de (a,b), tal que
fl(zo) = 0. Define-se ent§0 V(zo) como 0 nimero de
variacoes de sinal de seglencia {fj(zo)} desprezando
-se seus valores nulos. Se a e finito, V(a) & defini
da como VY(a+e) com € suficientemente pequeno para que
nenhuma das fungoes f.(z) se anule no intervalo
(a, a+e}. Analogamente, define-se V(b) parab finito.
Se a = - », V¥(a) e definido pela variacdo de sinais

{lim f.(z)}. Analogamente, define-se V(b)} comb =+,
X =00

Definigao 3 - Seja R(z) uma funcao racional. Define-se o indice de
Cauchy de R(z) em (a, b), CR(a, b) como a diferenca
entre o numero de vezes que R(z) saltade- = para+w
e o numero de vezes que R(z) salta de + » para -,
quando z varia de a ate b.

- Teorema de Sturm - Seja {f.(z}} uma seqliencia de Sturm em (a,b)
e R(z) = f.(z)/f.(z). Se f,(a}) = 0 e
f1(b) & 0, entdo: |

C,(a, b) = v(a) - v(b) .

R

Prova: 0 valor de V(z) ndo se altera quando z passa por um zero
de fK(z), K =2, ..., N=1por causa da restrigao imposta
na Definicao 1 acima. Assim, o valor de V(z) s0 se altera
quando f,{z) passa por um zero.
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Por outro lado, sendo z, um zero de fi1(z), ele nao & um
zero de fy(z) pela definicao 1. Assim, se Z, € um zero de multiplici.
dade par, V(z) nao muda quando z passa por 2y Entretanto, se Z, e um
zero de multiplicidade impar, V(z) aumenta de uma unidade, se f,(z) e
fo(z) possuem o mesmo sinal a esquerda de Z,s © decresce de uma unida
de, se f,(z) e f,(z) possuem sinais diferentes a esquerda de Z,- Tam
bem o indice de Cauchy nao se altera se a multiplicidade da raiz de
fi(z) = 0 for par, e varia de uma unidade se ela for Tmpar, exatamen
te como a variacgao de V(z), 0 que demonstra o teorema.

Pode-se agora aplicar o teorema de Sturm para a determi
nacao do nimero de raizes reais de uma equacao Pn(z) = 0.

Considere-se o processo para.encontrar o m.d.c entre
Pn(z) e sua derijvada Pé(z):

B~
——
I~
S
1

a;(z) P {z) ror(z)
(2} = a2 T, (2h o+ T (),

o (2) = ., (2) Ty(2) .

de polinomios:

1
—
-

Seja a sequénciarfj(z), 3

-+
[
——
™~
[
1]
-
= -
——
(]
—
»
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Assim, 0S fj(z) $30 0S restos Pj(z) do processo do cal
culo do m.d.c. afetados por uma constante muitipiicativa.

Conforme mostrado anteriormente, nessas condigoes fi(z)
e 0 m.d.c entre Pn(z) e Pé(z) e divide exatamente todos os fK(z), K =

1, ey i

Supoe-se gue fi(z) nao se anulaemf{a,b) para satisfazer
a primeira condicao de definicao 1. Nestas condigoes, se fK(z) =0 pa
ra um z qualquer dentro de {a, b), a segunda condicao da definigao 1
e automaticamente'satisfeita, pois se- segue que:

Fo(z)=-f . (2), =2, o, i -2

Adicionalmente, se fK(z) = 0, necessariamente fK+1(z) 5 0, pois ca
so contrario o m.d.c entre os polinomios- e - nulo para este parti
cular z, Togo fj(z) e nulo, contrariando a hipOtese original.

Com essa construcao, as {fj(z)} constituemuma seqiiencia
de Sturm em (a, b), podendo-se aplicar o teorema de Sturmao polinomio
Pn(z) e sua derivada Pé(z).

Se fi(z) se anular em (a,b}, dividem-se todas as fj(z),
i=1, ..., 1 por f;{z) resultando assim uma seqliencia de Sturm, dada
por {fj(z)/fi(z)}, i=1, ..., 1.

Para a seqiiencia de Sturm construida, tem-se:

fi(z) Ph(z) j=1 z - zj

+ Rl(z)s

onde Z3 sap as raizes reais distintas de Pn(z), mj sao as multiplici
dades destas rajzes, e R;{z) e um polinomic que nao possui raizes

reais..
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Como os ms sao positivos, o Tndice de Cauchy, CR(a, b},
fornece o numero de raizes reais distintas dentro de (a, b). Fazendo
a = -o e b=+, tem-se 0 numero total de raizes distintas. A
multiplicidade destas raizes pode ser obtida, lembrando que o
m.d.c. entre P (z) e P (z) e o produto das raizes multiplas de P,{z)

com as multiplicidades reduzidas de uma unidade.

0 leitor deve notar que a forma de teste das sequencias
de Sturm apresenta grande semelhanca com a regra de sinais de Descar
tes. |

As sequencias de Sturm resolvem completamente o problema
da determinacao do numero de raizes reais contidas num intervalo (a,b)
esco]hidé. Variando a Tocalizagao do intervalo, consegue-se sepa
rar todas as raizes reais. '

3) Criterio de Lehmer Schur

0 criterio de Lehmer Schur completa a solugdo do proble
ma de separagac das raizes, determinando se em um dado circulodopla
no complexo existe uma raiz de Pn(z}. Una vez que as raizes reais ja
foram separadas pelo metodo de Sturm. as raizes adicionais,,determina
das por este metodo, sdo todas complexas.

Considerando- o polinomio P (z), dado por:

Ur~1>
<1}
L
-
-

Palz) =

i=0 i

constrai-se o polinomio P;(z) pela relacao:

~ i i n - -1 '
Pz = Loah =P [(26) ],
=0 : |
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onde se usa o asterisco para indicar complexo conjugado.
Definindo a - fungao redutora de grau T por:
™~ = a%k - ~
T LPn(z)] at P(z) - a_ P (z),
resulta, por recorréncia, em:

¥ P (2)

R, o
Py =TT [P (2) ]) G=2,3 ...

| S—

Antes de passar ao critéric de Lehmer - Schur, e neces
sario recordar tres tearemas da teoria de variaveis complexas.

Teorema 1: (Cauchy) - para o circulo de raio unitario, e valido
0 resultado

-.( dz
J -
Lz

onde C € a circunferencia de raio unitario, orientada
no sentido positive,e i = v-1: .

- o i
Prova. - basta usar a transformacao de variaveis z = a + r e
tendo-se uma integral em & com variagao de 0 a Zn.

e,ob

Teorema 2 - Seja p{z) um polinomio que nao possui raizes na cir
cunferéncia de rajo unitario. O numero de raizes de
p(z) no circulo de raio unitario & dado por:

1 (z) dz

{
N = )p
2ni C p(z)
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Prova - escrevendo p(z) como o produto de monomios na forma:

p(Z) = A (Z" Zj):

T

J=1

onde A & uma constante e z4 sdo as raizes de p (z), obtem
-5e: :

Aplicando © Teorema 1, o teorema fica demonstrado.

Teorema 3 - (Rouche): Seja p{z) & q(z) dois polinomios gue .satii
fazem a condicao:

wq{z)i < Ip{z){ para lz| =1 ,

entdo p(z) e p(z) + q(z) possuem o mesmo numero de
raizes no circulo de raio unitario.

Prova - @ suficiente provar que p{z) + q{z) nao possui nenhumaraiz
adicional no circulo de raio unitario e, entao, pelo teo

rema Z tem-5¢ a tese.

Colocando p(z) + g(z) na forma:

p(2) +q(2) = pl2) 1+ %%ﬁl

ve-se que, para que haja uma raiz adicional no circulo de raio unita

rio, € necessario que a expressao entre colchetes se anule. Isto entre

tanto nao & possivel, pois jq{z}! < |p(z)| para !z| = 1. Logo, p(z) +

q(z) possui somente as raizes de p(z) no circulo de raio unitario.
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Pode-se agora demonstrar o teorema abaixo, (Lehmer,
1961) de capital importancia para o criterio de Lehmer Schur.

Teorema 4 ~ Seja Pn(z) um polinomio de grau n que nao possui raj
zes na circunferéncia de raio unitdrio. Se T[ Pn(D)]
%= 0, entao:

a) Pn(z) e T EPn(z)} possuem o mesmo numero de  rai
zes no circulo de raio unitario, se T [Pn(O)]>O;

b) P;(Z)e”f[Pn(lepossuemonesmonGmerode raizes no
circulo de raio unitdrio, se T[Pn(O)] < 0

Prova - para circunferencia de raio unitario, os mﬁdulosdeiﬁﬂz)
e P;(z) sao iguais.

Examina-se  agora a possibilidade deJTEPn(z)] pos
suir uma raiz na circunferencia de raio unitario.

Seja p esta raiz. Entao, tem-se:
i To- A% - - - =
TLP (B) ] =aF P (8) -a P (8)=0

Como }Pn(s){ = iP;(B)i = 0, deve-se ter entao:

Para que i5to seja possivel, deve-se ter também:

TP = a5l - Ja 12 = o,

que contraria ahipotese inicial. Logo TrPn(z)] nao se anulana circun
ferencia de raio unitario.
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Considere-se agora o €aso T[ Pn(O) ] > (. Seja

p(z) = a% P (2)

9(2) = - a, Pp(2),

de modo que T[Pn(z)] = p(z) + q (2).

Para aplicar o Teorema 3 aos polinomios TﬂZPn(z)] ep(z),
deve-se mostrar que para a circunferencia de raio unitario [p (z)| >
la(z)|. Isto & simples, pois para esta circunferencia os modulos de
P.(z) e P (z) sdo iguais. Como T[Pn(O)] >0 tem-se }a;! > la |, de
onde se segue que |p(z) > jq(z)| no contorno de raio unitario.

de raizes no circulo de raio unitario. Portanto, T[Pn(z)j e Pn(z) pos
suem 0 mesmo numero de raizes neste circulo.

Pelo Teorema 3, T| Pn(z) ] e p(z) possuem o mesmo numero

Quando T[Pn(O)] < 0, faz-se:

p(z) = -3, P(2),

n
Q
»*
B
—
M~
—
"

q(z)

e aplicando o Teorema 3 ~tem-se que TEPn(z)] e P;(z) possuem o mes

mo nimero de raizes no circulo de raio unitario.

E interessante observar que cada raiz de P;(z) dentro do
circulo de raio unitario corresponde univocamente a uma raiz de Pn(z)
fora deste circulo.
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A sequir apresenta-se o Teorema de Schur que consti

tui o fundamento do método de Lehmer-Schur (Lehmer, 1961).
- Teorema 5:. (Schur) - seja P (z) um polinomio que nao possui  rai
zes na circunferencia de raio unitario. Suponha-se que

Pn(O) % 0. Seja m o menor valor, tal que:

m - - _
T[P,(0)] = 0, entao:

a) se Tk[Pn(O)j >Q0parak=1, ....,m~-1e
m-1r-

7

possui raizes no circulo de raio unitario,

Pn(z)] e uma constante, o polinomio P (2) nao

b) se Tk[ P (0) 150, k=0, ...,i-1 e

T'[ P,(0) ] < 0, o polinomio P(2) possui, pelo me

nos, uma raiz dentro do circulo de raio unitario.

" Prova:

a) pelo Teorema 4, todos os polinomios da seqiiencia:

P (z), TLP (2) Js «o0s T

possuem o mesmo numero de raizes no circulo de raio uni
tirio. Como T" [ P.(z) ] & uma constante nao-nula, nao
possui raizes neste circulo. 0 mesmo ocorre com
todos os polinomios da sequencia. Logo, Pn(z) nao possui
rajzes neste circulo.

b) pelo Teorema 4 todos os componentes da seqliencia:
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possuem o rasmo numero ni de raizes dentro do circulo de

raio unitarie. Por outro lado, seja tj()graudo polinomio:
¥P ()], §=0,1,2
[_n g L] b} 3 e

Em virtude da reducao sucessiva de graus, tem-se:

0

Assim, na seqiéncia acima o menor grau & t, . 0 nd
- .i—].'- g ‘_

mero de raizes de T° "[ P (z) | fora do circulo de raio

unitario @ t.  -'n,eeste & o numero de raizes
i « -
de T [ Pn(z) ] dentro deste circulo. Tem-se . entao a re

lagao:

t. = t. -n
17 -1 t>

de onde se seque que:

0 que mostra que, pelo menos, uma raiz de Pn(z)esté con
tida no circulo de raio unitario.

A aplicacao do Teorema 5, para a pesquisa de raizes no
plano complexo deve-se a Lehmer. Apresenta-se aqui uma variante pa
ra a separacao de uma coroa circular do plano complexo, dentro da qual
se encontra uma raiz do polinomio. O metodo e identico ao do bisseccio
namento apresentado na Seg¢ao 20.2. 7

Primeiramente, observe-se que se Pn(zR) possul uma raiz
dentro do circulo de raio unitario, entao Pn(z) possui uma raiz num
circulo de raio R. Diz-se que o valor R e o fator de escala.
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Variande o . fator de escala, por exemplo, em potencias
positivas ou negativas de 2, pode-se determinar uma coroa circular,
dentro da qual existe pelo menos uma raiz do polinomio P (z). Seja R,
0 raio interno desta coroa e Re 0 Seu raio externo, de modo que:

a) Pn(z) nao possui nenhuma raiz no circulo de R+
b) Pn(z) possui pelo menos uma raiz dentro do c¢irculo de Re'
Procede-se, em seguida, ao bisseccionamento da coroa cir

cular em duas outras, uma interna e outra externa, de areas iguais, es
colhendo um raio Rm dado por:

- 2 2y
Rm + v (Re + Ri)/2
Se Pn(z) possui uma raiz dentro do circulo de raio Rm’
escolhe-se ¢ novo valor de Re igual a Rm. Caso contrario, Rm subs

titui o valor de Ri'

Repetindo o processo, reduz-se a faixa de 1incerteza,
Re - Ri’ dentro da qual se encontra a raiz desejada. Pode-se, em sequi
da, usar o metodo de aproximacoes sucessivas para encontrar o valor da

raiz.

4) Modificacao dos metodos para o caso de raizes multiplas

Como no caso de equagoes transcendentais, prefere-se tam
bem neste caso evitar a ocorrencia de raizes multipias.

A modificacao sugerida no item 3 da Secao 20.2.1 também
e aplicavel a equagdes polinomiais, mas acarreta o problema de tra
balhar com funcdes racionais no lugar de polinomios. Para evitar este

inconveniente, 6 artificio a sequir € recomendavel.
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Considere-se Qk(z) como 0 m.d.c. entre 0spolinomios Pn(z)
e P&(z). 0 polinomio:
T,(2) = P (2)/Q, (2)
nac possui raizes multiplas.

Utilizando Tm(z) em lugar de Pn(z), nos metodos para solu
¢ao de equac¢bes polinomiais, elimina-se o problema de raizes multiplas.

Portanto, nos metodos que sao apresentades a seguir, a
ocorrencia de raizes multiplas nao necessita ser considerada.

20.4.2 - APROXIMACOES SUCESSIVAS INDEPENDENTES

Da mesma forma que para equagoes transcendentais, existe,
neste caso, o interesse em dispor de métodos que garantidamente  forne
cem uma aproximacao da raiz.

Para o caso de raT;es reais, pode-se usar o bissecciona
mento de intervalo conjuntamente com as seqiiencias de Sturm. SemeThante
procedimento & aplicavel para o caso de raizes complexas, como mostra o
[tem 3 da Secdo 20.4.1.

Apresenta-se, aqui, um metodo alternativo para o propﬁsi
to em pauta. Este metoda conhecido como o do quadrado das ra¥zes {ou de
Graeffe} e discutido a seguir.
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1) Metodo do quadrado das raizes

Este metodo baseia-se na elevacao sucessivadas raizes de
uma equacao polinomial ao guadrado, separando-as assim gradativamente,
0 processo & bastante simples. Dado o polinomio P (2}, produz-se um po

Tinomio B, (Z) pela relagao:
- (13N - - 52
Bn(Z) = {-1) Pn(z) Pn( z), Z=1z2¢ |,

cujas raizes sdao o quadrado das raizes de P,(2).

Em termos de coeficientes polinomiais, se

0
——
3}
—
1}
Il ~13
ol
™~
Ca

J

lo=)
P Y
T~
L
N
b1
=
~

J1j

tem-se a relagao:

onde K = min{j, n-j).

Se zj sao as raizes de P (2}, entao as raizes Zj de B (7)

valem:
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Considerem-se agora as raizes escritas na forma polar:

z. = p. exp{is. T j=1, ..., n,
;70 p{ J) , =

. = ~ _- - ~
onde i = ¥-1 . Supde-se tambem que estas raizes estao ordenadas em or
dem decrescente de modulo, isto e:

p > > e e>
1 > Py > Pr

Apos m. repetigdes do processo de elevacao das raizes ao
quadrado, tem-se as seguintes relacGes entre coeficientes e raizes:

2 oM oM
z vz e Zo 'An—l/An ,
m m m
(2122)% +(z123)% + ... (z,., 2)% = A /A,
AU A
(2122 .o Zn) ( ]) AO/An,

onde o0s Aj referem-se ao polinomio Bn(Z), obtido na recorrencia de or
dem m. Entao, pode-se escrever que:

- n -
ml m
22700+ Y (z./z4)% = - A /A,
1 L j=2 J a I'l 1 ﬂ
e no limite para m + =, tem-se:
. . ; m-
|zy] = pp = Tim |-An_1/An!1/2

m > o
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Usando o mesmo processo para a segunda relagao, 0 va
lor aproximado resulta em:-

p1Py = 1An_2/An|1/2m,
de onde:

i1/2M
4L

P2 = 1A,

e assim sucessivamente ate:

m
on = EAO/Alil/z .

Na pratica para 3 ou 4 repeticoes do processo, as raizes
ja estao suficientemente separadas, podendo-se aplicar as relagoes aci
ma.

Uma dificuldade tradicional do método do quadrado das
raizes esta na ocorrencia de raizes miltiplas. Utilizando,  entretan
to, 0 artificio sugerido no item 4 da Secao 20.4.1, evita-se este pro
blema.

Uma objecac a este metodo & que o valor dos Aj cresce.expo
nencialmente, podendo sobrepujar a capacidade de representacao dos re
gistros da memoria para m relativamente pequeno. Este problema & con
tornado dividindo todos os Aj por uma constante arbitréria a cada
repeticao do processo. Pode-se observar que este procedimento ndo afe

ta o calculo das raizes.

Cumpre observar que o metodo de Graeffe deve ser encara
do como um gerador de valores iniciais, a fim de serem usados em pro
cessos autocorretivos para obtencao das raizes. Neste aspecto,estexnéyg
do € analogo ao de Lehmer-Schur, possuindo contudo a vantagem de prover
uma localizagao precaria de todas as raizes, quando isto forde interes
se.
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Via de regra este metodo e usado apenas para forne
cer valores iniciais para outros metodos; entretanto, os problemas re
lativos a sua precisdo.ndo serao.discutidos.

20.4.3 - APROXIMACOES SUCESSIVAS ENCADEADAS

Na resolucac de equagoes polinomiais, como na resolugao
de qualquer equacdo, nao se pode dispensar as vantagens dos metodos au
tocorretivos quando se requer precisao nos resultados.

Todos os metodos apresentados para equacoes transcenden
tais aplicam-se tambem a equagoes polinomiais. Discute-se aqui apenas
0 metodo de Newton a titulo de exemplo.

1) Metodo de Newton

A restricao para o uso mais difundido do metodo de Newton
em equagoes transcendentais reside na dificuldade de calcular a deri
vada da funcao no ponto desejado. Esta dificuldade nao existe no caso
de equagbes algébricas, pois a derivada de um polinGmio & facilmente de
terminada.

0 metodo de Newton apresenta, neste caso, uma grande po

pularidade pela sua facil implementagao em computadores.

Estabelecido um valor inicial (Zj)o’ constroi-se o pro
cesso de recorrencia pela relagao:

_ Como esta equagao envolve a variavel complexa z, ela se
dividira em duas outras, uma para a parte real e outra paraaparte ima

ginaria.
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Sendo conhecidas as expressoes analiticas das derivadas
Pﬁ(z), pode-se facilmente determinar se o metodo converge ou nao nas
vizinhagas do ponto inicial considerado.

Os outros metodos a_presentac_los para equagées  trans
cendentais podem ser adaptados do mesmo modo para equagoes algebri
cas.

20.4.4 - ALGORITMOS PARA DIVISAQ SINTETICA

Uma vez conhecida uma aproximacao satisfatoria para 0
valor Zj de uma raiz de Pn(z), pode-se reduzir o grau .do polinomio
usando os algoritmos de divisao sintetica.

Pela simplicidade de sua aplicagao, esses algoritmos sao
usados conjuntamente com os metodos de aproximagoes sucessivas encadea

das.

Discute-se, a seqguir, o desenvolvimento desses algorit

mos.

1) Divisao sintetica com fatores lineares

Seja Ej 0 valor aproximado de uma raiz de Pn(z) = 0. Po

de-se escrever que:

P(z) =(z-2)P
onde Pn_1 (z) & um polinomio de grau n - 1 com coeficientes bj,j =1,
...;n=-1,e0Re o resto da divisao de P.(z) por (z - Ej}.

A identidade acima fornece a relag3o:

1 .
b, 2! + R,
i

pom }

=

1
I~
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de onde Pn(Ej) = R, que desenvolvida produz:

n K n ; n-1 ;
a z = ) by 2z - ) z.b.,z +R
k=0 i=1 iz J 7
Igualando - os coeficientes de mesma potencia, tem-se:
a =b
n n-1
a = b __-b Z s k=1, ..., n-1

Assim o valor R = Pn(ij) pode ser encontrado pelas formu
las de recorrencia acima, que permitem o calculo dos b. a partir dos
;. Este método e conhecido como divisao sintetica (ou regra deHorner)

e pode ser esquematizado por:

an an_1 an_2 ....... a; a0 zj
+ b z b Z b12 b E
n-1-13 n-2 ] o)
bn—l bn-z bn—a bo R

onde os elementos da terceira linha sao obtidos por adigao dos elemen
tos das duas primeiras linhas. 0s elementos da segunda linha sao obti
dos da esquerda para a direita, pela multiplicacao do termo precedente
da terceira linha por Ej, comecando-se 0 processo Com bn_1 =a,. Veri
fica-se que este algoritmo reproduz as relagoes de recorrencia acima.

Nesta forma, o algoritmo € conhecido como algoritmo de Briot-Ruffini.



- 473 -

Analogamente, pode-se escrever:

onde Pn-z(z) e um polinomio de grau n - 2 com coeficientes Ci’ i=1,
.., h=2. Aplicando as . mesmas formulas de recorréncia,

obtem-se:
bn-l-= Cn—2 i
bk = Ck_1 - Ck EJ . , k=1, ,h=-2
bO == C, Ej + R',

onde 0 algoritmo de Briot-Ruffini pode ser usado para calcular R'.
Por outro lado,

Pn(Z) = {z - Ej)z P

e segue-se que:
R' = Pn(zj).

Quando se utiliza z; = z; + ¢,onde ¢ € 0 erro tolerado,
obtém-se uma reducac no grau do polinomio e pode-se prosseguir na
busca das raizes com o polinomio Pn_l(z).

Outra aplicagao do metodo de divisao sintética consiste
em utiltizar Ej = (z.)k , k=1,2, ... em conjucao comométodo de

J°K -
Newton. Nestas condigoes, o processo de recorrencia torna-se:

(Zj)k:ljl = (ZJ)k - R/Rla_
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e a recorréncia € interrompida quando |R| se torna suficientemente pe
queno.

2) Divisao sintetica com fatores quadraticos

Neste caso, divide-se
P (z) por 72 + Pz + q
e tem-se:

P (z) = (22 + pz + §)P,_,(Z) +zR + S,

n 2

Usando o mesmo desenvolvimento anterior, as
relacoes de recorrencia resultam em:

3y = bk_2 t pby_, +ab, k=2, ..., n2,

[a1)
Y—
L}

Eb0+ab1+R,

a_ = abo + S,

gue permitem calcular os valores dos bk, k
res de R e S.

0, ....n-2eo0s valo

Tambem neste caso pode-se estabelecer uma forma esque
matica parao algoritmo, como a mostrada a seguir.
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a a . B, e a,
-pb, _, -ﬁbn_ ..... -ﬁbo -p
-ab,_, .ot -gb, -q
b, b b . R s

Quando p =p+e; € Q=0 + €2, Onde p e g estabelecem
o valor quadratico resultante do produto de duas raizes de Pn(z), obtem
-se um polinomio de grau n-2.

Analogamente, pode-se associar um método de aproximacoes
sucessivas com a divisdo sintetica usando fatores quadraticos. Quando
os coeficientes de Pn(z) forem todos reais, obtem-se o metodo de
Lin-Bairstow anulando R e S e calculando novos valores para p e q.

Considerando ﬁk e ak valores aproximados para p e q,
obtem-se um refinamento desta solucdo fazendo R=0¢e S =0, 0s novos
valores sao entao dados por:

a _ a; - akbl
pk+1 = 7
b0

~ 0
Uiy ~ E_
0

0 processo de recorréncia  interrompido quando |R] e |S| s3o  sufi
cientemente pequenos.



EXERCICIOS

. 0 calculo da raiz.da equagao f(x) = 0 & prejudicado em computado
res por trunéamento e arrendondamento. Discutaoefeito do uso de
uma fun¢50 aproximadora ?(x) no lTugar de f(x), para a determinagao
da raiz da equagao f(x) = 0 (veja Young and Gregory, 1972}.

. 0 método do bisseccionamento nao se aplica ao caso f(x)=(x-2)2=0,
no intervalo (1, 3). Discuta a utilizacao do artificio do item 3da
Secao 20.2.1 e calcule o valor da raiz por esse metodo, Use €=0,01.

. Calcule a raiz de f(x) = 1 - tan x = 0 no intervalo (0,3 «/8), usan
do o metodo da falsa posigao. Mostre que, neste caso, o valor de x,
permanece constante e igual a 3 n/8 no decorrer do processo. Use
e = 0,01.

. Repita os Exercicios 2 e 3 usando os métodos da secante e de Newton.
Discuta a eficiencia na obtencao do resuitado.

. Mostre que o calculo da derivada, usado pelo metodo da secante, dis
pensé a utilizagao de duplé precisao, apesar de envolver diferengas
de numeros. proximos. (Sugestao: use o desenvolvimento de Taylor-para
f(x) e verifique o cancelamento de efeitos da diferenga, Ax, de niu
meros. proximos).

. Encontre uma expressao aproximada para h(x) dos métodos iterativos
com um ponto sem memoria para que se tenha ¢'(x) = 0 e $"(x) = 0.

. Discuta a convergéncia e estabilidade do metodo iterativo, determi
nado no Exercicio 6.

. Usando h(x) = - 1/f'(x) e a fungao ¢3(x), do exemplo do Ttem 3

da Secao 20.2.3, resolva a equagao do Exercicio 3. Compare a  efi
ciéncia dos dois métodos. Use ¢ = 0,01.

- 476 -



10.

1.

12.

13.

14.

- 477 -

Repita o exercicio anterior, sendo ¢;(x) gerada a partir da fungdo:
f(xi)

f[xi’ )(1'-1:I

¢1(x.i) = x.i -

Compare a eficiéncia deste método com a do exercicio anterior.

Discuta a possibilidade de generalizar o metodo do bisseccionamento
para resolver sistemas de equa¢oes nao-lineares,

Considere a funcao Tm(z) = Pn(z)/Qk(z), onde Qk(z) e o m.d.c, entre
Pn(z) e P, (z). Mostre que:

a) Tm(z) nao possui raizes multiplas,

b) Tm(z) possui todas raizes distintas de Pn(z).
Estabeleca um metodo para encontrar o valor de uma raiz real de
Pn(z) = 0, com base na segliencia de Sturm e no bisseccionamento do

intervalo dentro do qual foi localizada uma raiz.

Estabeleca um metodo para encontrar o valor de uma raiz complexa
de Pn(z) = 0, com base no bisseccionamento de uma coroa circular do
plano complexo. Use o criterio de Lehmer Schur,

Uma vez determinado o raio no plano complexo, calcule ©

valor da raiz -fazendo:
z =R exp(io}
e determine o valor de & que satisfaz Pn(z) = 0,

Escreva um programa de computador para calcular o valor aproximado
de todas as raizes de uma equacao algebrica. Empregue:



15.

16.

17.

18.

19.

20,

21.
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a) o metodo do quadrado das raizes,

b) o artificio para eliminar raizes mdltiplas (Exercicio 11).

Compare a eficacia dos métodos dos dois GTtimos exercicios, como
forma de prover valores iniciais para processos autocorretivos.

Mostre que, para o método de Newton, se a raiz (zj) e complexa, o
valor inicial (Zj)O nao pode ser real quando os coeficientes do
polinomio forem todos reais.

Discuta o resultado do exercicic anterior para uma aplicagao mais
generalizada.

Escreva um programa de computador para ¢ calculo das raizes, pelo
metodo de Newton, usando divisdo sintetica.

Discuta o problema da propagacao de erros no processo de divisoes
sinteticas sucessivas com redugdo gradativa do grau do polingmio.

Escreva um programa de computador para o calculo das raizes de um
polinomio, utilizando divisdao sintética em conjungac com o método
de Newton.

Considerando pares de raizes escreva um programa de computador
para implementar o metodo de Lin-Bairstow, utilizando os restos de
divisao sintética.
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CAPTTULO 21

EQUACOES LINEARES SIMULTANEAS E MATRIZES

21.1 - INTRODUCAO

Um conjunto de equacoes 1ineares simultaneas e represen
tado por:

nr--1=

[+1]
><
1}
<
-
1}
—_

-

-
=

Considera-se apenas o caso de. maior interesse pra
tico em que M = N. As equacoes lineares podem ser escritas na forma
matricial:

I

X=V,

onde A e a matriz dos coeficientes (a..), 5# = (X1, «.oa xy) 0 vetor

A .

1J
das incognitas e XF = (v1, ..., vy) 0 vetor constante. Esta Ultima for
ma, A x = v, estabelece uma estreita ligacao entre os problemas de al

gebra matricial e os de solucao de equacoes 1ineares.

0 sistema de equacoes lineares pode ser considerado como
‘uma funcao vetorial de variavel vetorial na forma:

fix) =Ax=v,
cuja solucdo & escrita simbolicamente como:
x = f7Hy) = A7 v,

Conhecendo a inversa da matriz A, pode-se determinar a
solucdo do sistema de equacoes lineares. Isto entretanto nem  sempre
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constitui a forma mais pratica para resolver o problema. Por esta ra
zao sao apresentados primeiramente os metodos para solucdo de equacoes
lineares e, em seguida, tratados os problemas de algebra matricial.

A apresentacao dos metodos seque a mesma estrutura do ca
pitulo anterior, procurando primeiramente uma solucao segura para 0
problema e posteriormente o aperfeicoamento dessa solucao.

As matrizes consideradas neste capitulo sao todas da for
ma:

¢

==
It
— =

e os vetores definidos no espaco vetorial, caracterizado pelas proprie
dades ..

Como o espaco vetorial no qual se trabalhara & Unico, po
de-se simplificar a notac$o dispensando os éi’ pois 0s Indices, neste
caso, caracterizam univocamente a propriedade associada. Entretanto,es
ta notacao exige cuidados especiais no tratamento do produto matricial
{(ver Cap?tu]o 5).

21.2 - SOLUCAO DE EQUACOES LINEARES SIMULTANEAS

Enquanto para a solugac de equacoes nao-lineares nao se
dispoe de metodos simples diretos, no presente caso eles sao bastante
populares e aplicaveis na maioria dos casos praticos (N < 30). Para
sistemas com grande numero de equacoes, os metodos de aproximacoes su
cessivas devem ser preferidos. |

0s metodos numericos para solucdo de equacoes lineares
simultaneas sdo apresentados a seguir,
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21.2.1 - METODOS DIRETOS

Dentre os metodos diretos, os gue mais se destacam podem
ser englobados em dois tipos principais:

- metodos de eliminacao,

- metodos de ortogonalizacao.

1) Metodos de e]iminacéo

Dentre os metodos de eliminacao, destaca-se o de  Gauss
em duas versoes: uma mais apropriada para péquenos computadores e  ou
tra mais utilizada em grandes computadores. Estas formas sao apresen
tadas a seguir sem o0s detalhes computacionais que se encontram muito

bem documentados na bibliografia.

Considere-se o sistema de equacoes escrito na forma:

Isolando a primeira incognita na primeira equacao resulta em:

1=

x3 = (vi)1 - (alj)l Xj;

5=
onde:
(vi)y = a;i_Vl ’

(a,j);, = a7y a1j.

Eliminando-se essa incognita nas equacoes seguintes, tem
-se um sistema de N-1 equacoes com N-1 incognitas, dado por:
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Em seguida, eliminando X, apartir da terceira equacao,
tem-se um sistema de N-2 equacoes com N-2 incognitas. Procede-se as
sim sucessivamente ate obter uma equacao com uma incognita.

Os valores do sistema reduzido pela eliminacdao da incog
nita X sao calculados recursivamente por:

Wi = iy Midie,
(i) = (B ely Byeos s

= 0 = Gl (s

(i = @izl - lagdi (ol

para i, j=k+1, ..., N com:
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As incognitas eliminadas formam um sistema triangular de

equagoes:
N
E (a'l:j)'l Xj=(v.i).i » 1=1, cesy N,
j=i
onde:”
-1
(idi = ()i ()i
-1
(@ighi = @dis Qg

A solucao desse sistema triangular de equacoes e obtida
calculando sucessivamente as incognitas, partindo-se da Gltima equa
¢ao para a primeira. Esse sistema e também chamado triangular superior
em oposicao ao sistema triangular de equagoes:

I ~1—=

(=
=
1}
<

—

-
—
4]
—
w

-
=
-

J
dito sistema triangular inferior de equacoes.

Na implementacao do método de eliminacao de Gauss em com

putadores, procura-se maximizar os valores de (aﬁ)i_1

mudanca de linhas e colunas. Este processo pode afetar a ordem de ob

por conveniente

tencao das incognitas, mas nao o seu valor. 0 valor assim maximizado

de (a49)4.,

eliminacao podem ser encontrados, por exemplo, em: f%a]stbn” (1975),
Pennington (1970), Bakhvalov {1977).

é chamado “pivot“. Detalhes sobre esta forma do método de
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Pode-se mostrar (Ralston, 1965) que o método de  elimi
nacao de Gauss e equivalente a decompor o sistema original:
Ax=v
em dois sistemas de equacoes triangulares: um triangular inferior dado

por By = v; outro trianguiar superior dado por € x = y. Dai  decorre
que

==

=B C. A matriz B possui como caracteristica adicional elementos

)

unitarios na diagonatl.

Esta forma triangular e mais apropriada para utilizacdo
em computadores. 0 problema resume-se na determinacao dos bij e Cij’
1!j=1) *ee g Nc

Para determinar os elementos das matrizes B e {, usa-se
a equacao A = B C, obtendo-se:

z“

d.. = b, ¢ .y

W02 ik “kj

onde K = min(i,j). Adicionalmente tem-se a propriedade bii =1,
i=1, ..., N

0 processo de determinacac dos bij e Cij e feito recur
sivamente considerando cada coluna da matriz A. Assim, tomando a  pri

meira coluna, obtem-se:

Ci1,

1)

a1
a_il :b.il Cll’ -i =2, ey N,
pois by1 = 1. Do mesmo modo, tomando a segunda coluna tem-se:

diz = C12,
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bay €12 + Ci2,

dz2

a_i3=b.Il C12+b.i2 sz, i=3, ...,N

¢ assim por diante. Genericamente tem-se:

Cij = aij - 23 bik ij . 127,
j-1
a13 - k§1 bik CkJ
b.. = - . 1>
1 C
JJ

A utilizacdo de "pivots" tambem e possivel neste caso vi
sando maximizar Cjj» © Qque e conseguido maximizando a5 A troca de 1i
nhas e colunas pode ser feita antes de iniciar o processo para calculo
dos bij e Cij' Outra alternativa consiste somente na troca de 1linhas
durante o decorrer dos calculos (Ralston, 1965).

Uma variante do meétodo de Gauss, conhecida como método
de Gauss-Jordan, consiste em eliminar em todas as outras equacoes a va
riavel isolada em cada equacao escolhida. Este procedimento prbduz um
sistema diagonal de equac6es; mas o numero de operacdes envolvidasacar
reta um aumento de erros'computacionais. 0 metodo pbde, entretanto,
ser usado em conjuncao com a aritmetica de residuos, que sera apresen
tada posteriormente neste capitulo.

Os metodos diretos produzem resultados =~ satisfatorios
quando a solucao, x = A™* v, satisfaz a condicao de Lipschitz:

lax] < M |av],



- 488 -

onde M & um numero que depende de v e Av, Quanto maior o valor de M,
mais sensivel sera a solucao aos efeitos de arredondamento.

Em geral, os metodos diretos sao usados para produzir
uma aproximacao inicial para utilizacao em metodos autocorretivos. Pa
ra M < 1 e um pequeno numerc N de equacoes, pode-se utilizar a solucdo
dos metodos diretos sem refinamento. O aumento do nimero de  equacoes
produz um aumento em |4!|, que, por vezes, torna os metodos diretos

inadequados.

2) Metodos de ortogonalizacao

0 sistema de equacoes A x = v pode ser reescrito na for

ma:

Gy=0,

onde G & uma matriz N x (N+1) e y & um vetor com N+ 1 componentes.

Usando a matriz G decomposta em vetores, pode-se  escre

ver que:

onde se identificam os vetores componentes como:
= (@535 ¢ves 3 N> 'Vi)’

y o= X, oun, Xy 1).
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Assim, a solucao do sistema de equagoes reduz-se ao pro
blema de encontrar um vetor y ortogonal a N vetores 9i> i=1, ..., N.

Os vetores g, formam uma base do espaco  N-dimensional.
Para obter uma base do espaco N+1 dimensional, completa-se o conjunto
com o vetor:

e pode-se mostrar que o conjunto assim formado e linearmente indepen
dente,

Procede-se em seguida ao processo de ortonormalizagao
construindo, a partir dos vetores_gi, um conjunto de vetores  ortonor

mis up, cees Uy Este processo e desenvolvido recursivamente pelas
eXpressoes:
ji1
u':g - < s M > Uy,
1 = k=1 =1 Zk k
u, = ul/|ull, i=1, , N+1

onde na elaboracao de cada novo vetor e subtraida a projecao dos veto
res ja construides, tornando-o ortogonal a todos os precedentes.

Considere-se o ultimo vetor construido da sequinte forma:
Uy = (200 7y,,)-

Este vetor € ortogonal a todos os vetores 9is i=1, ..., Ne assim
obtem-se o vetor y fazendo:
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Este método de ortogonalizacac envolve menos  operacoes
que o metodo de Gauss, mas € menos preciso.

Uma possivel modificacdo consiste em ordenar os vetores
95 i=1, ..., N em ordem crescente de modulo, antes de iniciar o pro
cesso de ortogonalizacdo, De qualquer modo este metodo e recomendado
para obtencao de uma solucao inicial a ser aperfei¢oada.

21.2.2 - APROXIMACOES SUCESSIVAS ENCADEADAS

Na solucdao de equagoes lineares simultaneas tambem nao
se podem dispensar as vantagens oferecidas pelos metodos autocorreti
vos. Os metodos iterativos ocupam, neste particular, uma posicao de
destaque pela simplicidade de implementacac em computadores. Os meto
dos de relaxacao nao sao competitivos na maioria dos casos.

1) Metodos de relaxacao

0 §istema de equacOes lineares & colocado na forma:
ix) =Ax-v-=0,
e 0 processo de recorrencia € formado por:
_>Sk+1 =X - i.l(iﬁk = i)
Chamando ¢, = A x, - v, 0 termo corretivo sera dado  por
gfl_gk, 0 que exige a solucdo de um sistema de equacdes lineares {por

metodos diretos) a cada repeticao do processo.

Para contornar a dificuldade de solucao de um sistema de
equacoes, a cada passo prefere-se considerar apenas o elemento domi
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nante da diferenca A x, -v. Seja i o indice da componente de maior va
lor. A correcao simplifica-se entao (Ralston, 1965) para:

()

(Xj)k-l-l = (XJ)k - R >
1J

onde 355 e a componente de maior valor absoluto na Tinha i damatrizA.
A relaxacao nesta forma simplificada e consideravelmente mais lenta do
que no processo anterior. Em termos de quantidade de operacoes, entre
tanto, pode-se esperar uma certa compensacao. No caso de matrizes es
parsas, esta variante do metodo de relaxacao pode eventualmente tornar
-se competitiva.

0 problema de convergencia ja foi discutide no Capitulo
6 para o caso geral. Na variante simplificada pode-se mostrar que 0
processo converge quando:

(c;)
1 - ___lJi__ < 1.

aij(xj )k

Em geral, o processo de relaxacao e estavel quando se
usa uma boa aproximacdo inicial (ver Capitulo 6).

2) Metodos iterativos

0s metodos iterativos para solucao de equacoes de uma va
riavel ja foram tratados no capitulo anterior. A sua extensao para o
caso de sistemas lineares e possivel na maioria dos casos.

Fundamentalmente {ver Capitulo 6), os metodos iterativos
consistem em transformar a equacao:

fx)=Ax-v=0
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numa equacaoc da forma:
x = ¢x).

Apresentam-se, aqui, as formas mais simples para essa
transformacgao.

a) Metodos de Iteracdo Simples

Equivalente a forma unidimensional (ver Capitulo 20):

x + h{x) f(x),

>
1]

tem-se a forma vetorial:
x =x-GAx-v},

onde G e uma matriz de determinante ndo-nulo. No caso mais simples
G = 1, que resulta na forma:

X = (L+Ax-v,

onde I € a matriz identidade. 0 processo de recorréncia & entdo gerado

por:

Xy, = (LA - v.

Quando G = A”! obtem-se o metodo de relaxacdo.

b) Metodo de Jacobi e Variante de Gauss-Seidel

0 metodo de Jacobi consiste em decompor a matriz Ana soma
de 3 outras matrizes:

(3=

=D+B+C,
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onde:
- D e uma matriz diagonal,
- B e uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal nu
los,

C & uma matriz triangular superior com elementos da diagonal nu

—

0s.
0 sistema de equacoes torna-se entao:

Dx=-(B+C)x+y,

de onde a formula de recorrencia:

-*D—_’I(E'l'g)_—k {2-1 .
Em geral, o metodo de Jacobi colocado nessa forma € pou
Gauss-Seidel

co usado, pois a implementacao conhecida como metodo de

lhe € superior.
0 metodo de Gauss-Seidel usa essencialmente a mesma fGE

mula de recorrencia do método de Jacobi, mas utiliza o valor refinado
das componentes ja calculadas. Assim, a expressdo de recorréncia para

o calculo de cada componente toma a forma:

R N
= - _E aij(xj)k+1'%j=§%1a"(xj)k i

(Xi)k+1 5
- %43 LI
0 que pode ser escrito em forma vetorial como:

-2_1 [Efkﬂ + gék] + 2-1 v.

X
=*k+1
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Rearranjando esta expressao obtém-se:

A condicao de convergencia estrita local requerque (Capi
tulo 6):

|-(0+B)7* C Aﬁkl < |L Aikl .

Assim, para que haja convergencia, todos os autovalores Ai da matriz:

Q=-{2+8)

<

devem satisfazer as relacgoes:
x| <1, i=1, ..., N.

Quando a matriz A € real e simetrica, pode-se  provar
(Berezin and Zhidkov, 1965; Ralston, 1965) que o método de Gauss-Seidel
converge independentemente do valor inicial.

0 efeito de erros de arredondamento (estabilidade do me
todo} pode ser examinado particularizando os resultados do Capitulo 6.
No presente caso, a condicao de estabilidade e identica a de convergén
cia, ou seja, todos os'autovalores tem va]dr abso?uto menor que
1.

c) Metodo de Sobre-relaxacao

0 metodo de sobre-relaxacao consiste em multiplicar o
sistema original pela matriz G=wD™' e, em seguida, utilizar o metodo
de iteracao simples com o esquema do método de Gauss-Seidel. Assim re
sulta em:
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-1
k+1+C5k)+wD v,

Rearranjando os termos tem-se:

X = (I+ B)7F [0 -w)l-ul] X + oDt v

Variando o valor de w consegue-se alterar os autovalores

Q= (1+uwB)™ [(1-w)l-wl]

para que a convergencia seja possivel. Para aumentar a rapidez de con

vergencia, escolhe-se o valor de w de modo que os autovalores sejam mi
nimos.

Para w=0 ha uma degeneracao do esquema iterativo. Para
w=1 obtém-se o metodo de Gauss-Seidel com as equa¢oes normalizadas em

relacao aos elementos da diagonal principal. Prova-se

(Young and
Gregory, 1973) que a convergencia so e obtida para O<w<2. Em geral,

a melhoria de convergencia, em relacac ao metodo de Gauss-Seidel, & ob
tida para w>1 (Young and Gregory, 1973).

3) Metodos baseados em minimizacao de fungoes

Da mesma forma que para solucao de sistemas de egquacoes
nao-lineares, podem-se usar, na solucdao de equacoes lineares, metodos
baseados na minimizacao de funcoes escalares da variavel vetorial,

Uma possivel funcdo escalar e:

g(x) = |Ax - v|%,



- 496 -

a qual se pode aplicar o metodo do Gradiente (Secao 20.3.1).

0s metodos baseados em minimizacao de funcoes, no presen
te caso, nao sao competitivos em relacao aos metodos ja discutidos. Por
esta razao eles nao serac aqui discutidos com maiores detalhes. 0 lei
tor interessado pode facilmente implementar o metodo do Gradiente (Sg
cao 20.3.1) para o caso de equacoes lineares.

21.2.3 - METODOS BASEADOS NA ARITMETICA DE RESTDUOS

0s metodos diretos apresentados anteriormente sao seria
mente afetados por erros de arredondamento, principalmente com o aumen
to do numero de equagoes. Os metodos autocorretivos podem exigir condicoes
muito severas para a convergencia, ndc sendo aplicaveis nos casos mais
criticos.

A utilizacao da aritmética de residuos na solucao de sis
temas de equacOes 1lineares veio complementar o conjunto de metodos com
as seguintes vantagens adicionais:

a) todas as operacoes sao executadas "exatamente", pois trabalha
-se apenas com numeros inteiros;

b) a utilizacao de residuos aritmeticos evita o problema do resul
tado das operacOes cair fora do dominio condicional dos nﬁmg_

ros inteiros no computador.

Assim, mesmo para os problemas mais criticos, € possivel obter uma so
Tucao confiavel usando a aritmetica de residuos.

1} OperacOes basicas utilizando residuos

Definigdo 1 - Chama-se residuo, rm(x), ao resto inteiro da divisao de
X por m, ambos inteiros positivos. Pode-se escrever que:



- 497 -

rm(x) =x-gm, xz0,
onde q € o quociente da divisao de x por m.

0 residuo assim definido & chamado residuo de x no moduy
1o m e, como consegliencia, tem-se:

Para englobar os nimeros negativos, a definicao e esten
dida admitindd. que o quociente seja negativo e considerando:

rm(x) =x-qm, x<20,

com valores de q, de tal modo que se obtenha:

=)
72

rm(x) <M.

Decorrem dessas definicoes algumas propriedades, tais co
mo :

a) rm(k m) = 0, k inteiro,

b) rm(x) =x,0<x<m,

c) rplx tyl=r ro(x) = r (y)1,

(y)1.

d) rolx ¥yl = r [r (x) ry

Quando se tem rm[x yl = 1, diz-se que x e o inverso de y

no modulo m, se 0 € x £ m. Representa-se este inverso multiplicativo
or x = y_ 1.
p Yo -

Nota-se que ndo existe uma correspondencia biunivoca en
tre o residuo de um numerc e o proprio numero. Na utilizacao da aritme
tica de residuos, deve-se pois tomar cuidado para que esta perda de in
formacao possa ser recuperada,
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Pode-se constatar que, se o valor de m & maior que as
quantidades envolvidas nas operacoes com inteiros positivos, nenhuma
informacdo & perdida, pois o residuo coincide com o proprio numero uti
Tizado. Em compensacdo toda simplicidade da aritmetica de residuos e
perdida, pois neste caso trabalha-se com os proprios numeros ao inves
de seus residuos.

A sequir, apresenta-se uma forma para a recuperacac de
informacao quande se trabalha com residuos.

2) Recuperacao de informacdo quando se utilizam residuos

A recuperacao de informacoes quando sao utilizados resi
duos baseia-se em dois teoremas fundamentais. 0 priheiro teorema esta
belece o minimo valor do modulo m para que nao haja perda de informa
¢ao. 0 segundo mostra uma forma para decompof o modulo m em um conjun
tb de modulos menores, a fim de que as vantagens da simplicidade da
aritmética de residuos possa ser utilizada.

Teorema 21.1 - Se o modulo m & escolhido de forma que
m > 2{x|

e se & construida uma quantidade X a partir de rm(x) com as caracteris
ticas:
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Prova: Sendo os residuos identicos, pode-se escrever que:

onde g € um nimero inteiro; logo:
Ima| = % - x|,

de onde se segue que:
mlaf < |} + |x| <m/2 + w2,

pois m e positivo. Assim resulta em:
mlal <m

-

que e satisfeita por um Unico valor inteiro, q=0. De onde se conclui
que X = X.

Este teorema, como se pode notar, mostra que a  informa
¢ao so nao e perdida quando m > |x|, mas, como discutido anteriormen
te, ndo épresenta valor pratico, 0 teorema gque se segue e de capital
imporféncia para o problema de recuperacao de informacao quando se uti

1izam modulos m, < [x
Teovema 1.2 - {Teorema Chines dos residuos).

Sejam M s i=1, ..., nvarios modulos escolhidos com as
seguintes caracteristicas:

a) quaisquer dois modulos distintos deste conjunto sao primos en
tre si, ou seja, m.d.c. (mi, mj) =1 para i = j;

b) o produto destes modulos reproduz um valor desejado, m, para o
moduto com que se deseja trabalhar.
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Nestas condicoes, cada um dos modulos m; pode ser encarado como uma
propriedade para caracterizar um vetor, cuja quantidade associada € o
residuo do numero neste modulo. A projecao desses vetores, sequndo a
propriedade m, fornece o valor desejado do vetor com a propriedade m,
Entdo, a quantidade associada a esta propriedade & dada por:

onde M, = m/m..
i i
Prova - Considere-se o calculo do residuo do numero x>0 no modulo m,.

rmi(X):x-qimi’ i-‘-l, eeey N

Este calculo nao e alterado se cada equacao for reescrita na forma:

_1 ”
M_i rm.(x) rm-(Mi ) = x - in m; r.

M),
1 1 1

0 que pode ser verificado calculando o residuc de ambos os lados da
equacao no moduio m.. Como M..m; = m, a projecao da componente de ms,
sequndo x, pode ser obtida calculando o residuc no modulo m de  ambos
os lados da equacao escrita nessa Ultima forma. Obtem-se assim:
=1 _ T -
ralMs e (k) e (MEH)T = [r ()15, i=1, ..., N.

iTI_i m]. 1

Adicionando todas as projecoes tem-se:
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0 mesmo desenvolvimento e usado para x < 0, obtendo-se o

mesmo resultado.

Uma demonstracao mais rigorosa do Teorema Chines dos re
siduos pode ser encontrada em Zamlutti (1982).

Resolvendo varias vezes o mesmo problema em modulos dis
tintos, primos entre si, isto serd equivalente, pelo sequndo teorema,
a resolucdo do probiema num modulo m dado pelo produto dos modulos con
siderados. Pelo primeiro teorema, se m for duas vezes maior que 0 va
lor absoluto de todas as quantidades envolvidas nos processos aritméti
cos, entao a solugcao x do problema coincide com o seu residuo na base
m, valor este calculado pelo sequndc teorema.

3) Utilizacao de residuos na resolugao de sistemas de equacoes

lineares

Uma vez que nas operacoes aritmeticas que envolvem resi
duos trabalha-se sempre com valores exatos de quantidades inteiras,
0s metodos diretos ja apresentados podem ser usados sem restricoes.
Transformam-se, para isso, todas as equacoes envolvidas em equacﬁeé de

-
residuos.

A maior dificuldade na utilizacao de residuos estanocal
culo do valor de m a ser utilizado. Este problema e discutido a seguir:

Considere-se o sistema de equagoes escrito na forma:
Ax =y,

cuja solucdo pode ser escrita como:
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onde:

d = determinante de A,

AadJ

= matriz adjunta de A,

Entao existem duas quantidades basicasa seremconsideradas na determina
max
T 1sisN
de acorde com o Teorema 1 do item 2 da Secao 21.2.3.

cao do modulo m. Estas quantidades sao d e [yil. Escolhe-se m

m = 2 max(|d], 12?2N|yi\).

Os valores d e y ndo sao facilmente calculados; entao, de
ve-se obter uma estimativa para essas quantidades. A estimativa para d
e fornecida pela desigualdade de Hadamard:

N
Y ek,

ld]* < - ]
3=1

1

n= o=

que pode ser reescrita na forma:

N
()} al.)i/z

ld| s g

i

n=s =2

1 j-‘—'1

E interessante notar que cada elemento a?gj da adjunta
da matriz A tambem e limitado por este valor, Assim:

. N N
5991 < LR

entao:



- 503 -

NN Yi/2

max :

1<k<N kal < i¥1 z a?_l lvkl’
k=1 =1 JJ

de onde se segue que:

N N /2y

max :

1<k<N |ykl < 1_1 Z a?j Z lvkl'
=t k=1

Pode-se notar que este segundo valor engloba o primeiro,
de onde a estimativa para m e dada por:

N[N /2y
IRREY k=1

Quando § [v[<1, a estimativa de [d| Timita o valor de

m que, neste caso, € dado por:

1/2

Em geral sao escolhidos, sempre que possivel, os n maio
res numeros primos inferiores a m, No caso em que, para determinado mo
dulo, o sistema de equacoes:

nao admite solucao, deve-se escolher outro valor para o modulo.

0s detalhes da implementacao deste metodo, bem como 0s re
sultados numericos obtidos, podem ser encontrados em Young e  Gregory
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(1973). Para ilustrar a utilizacao dos metodos diretos, em  conjuncdo
com a aritmetica de resTduos, considere-se o sistema 2x2 de equacoes:

d11 X1 + adz2 X2 = Vi,

1]

doy X1 + 322 X2 Vo,

Para resolver esse sistema num modulo generico m, pelo
metodo de Gauss, deve-se inicialmente multiplicar a primeira equagao
pelo inverso multiplicativo de ay; no modulo escolhido. Isto produz:

m m’

(g + Do) (e lydy (sl = La) i)y

1|T|+
Para simplificar, utilizando a notacao:

(a. )" =1[(a. )" (a )1, (v.) )"1

'
12°m 11'm 12°Mm™m i'm ,11m 1mm

e eliminando a variavel (xl)m na segunda equacao, obtém—se:

((a,,), - Cla,,) (@)1 3 () = (v,) - Cla,) v},

127m'm’m T2'm 1'm m'm’
Simplificando. a notagao por:

)= {{a

22/ 22

)y - Lagy), (@)t

(v,)!

m

= {(v,) - [(a

m 217m 1 'm-m™m
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e multiplicando a segunda equacao pelo inverso mu]tip]icativozﬂa(azz)a,
tem-se:

(x, )+ (a0 (x,) = (v )

m i2'm 2’'m 1'm?

— 171 1
(Xz)m - {[(azz)m]m (Vz)m }m-
Resolve-se o sistema triangular de equacoes substituindo,
na primeira equagao, o valor de (xz)m obtido na segunda equacao. As
sim, segue se que:
(%), = L0y = T () T T
Variando o valor do modulo m obtem-se um conjunto de S0
lucoes para cada variavel. Utilizando em seguida o Teorema Chines dos

resduos pode-se recuperar cada variavel.isoladamente, completando des
ta forma a solucao do sistema,

21.3 - ALGEBRA MATRICIAL

A algebra matricial abrange uma grande quantidade de to
picos distintos. No intuito de condensar a materia, sio aqui apresenta
dos somente os problemas de:

a) inversao de matrizes,
b) calculo de determinantes,

c) calculo de autovalores e autovetores,

21.3.1 - INVERSAO DE MATRIZES

0 problema de inversao de matrizes pode ser encarado co
mo uma generaliza¢ao da resolucao de equacoes lineares simultaneas. Pa
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ra isto, considere-se o conjunto de sistemas de equacoes expresso na

forma:

éik—gk’ k:1’ tery N,

onde up ¢ um vetor cuja Unica componente ndc-nula e a k-esima componen
te que tem valor 1. Este conjunto de sistemas pode ser escrito numa

forma mais compacta como:
AX=1,

onde I & a matriz identidade de ordem N. A solucao do problema  assim
colocado expressa-se CoOmo:

X=A"1

0s métodos ja estudados podem entao ser aplicados ao pro
blema de inversao de matrizes wutilizando a matriz I no lugar do vetor
v. Entretanto, heste particular, alguns metodos mais apropriados foram
desenvolvidos, entre os quais se destacam:

a) inversao por decomposigao trianguiar,

b) inversac por particao,

¢) inversao por destruicao do grau,

1) Inversaa por decomposicao triangular

Neste caso a matriz A, a ser invertida, e decomposta no
produto de uma matriz triangular inferior B por uma matriz triangular
superior C, como no item 1 da Secao 21.2.1, Assim, tem-se:

(5=

=BC,
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e o problema reduz-se a inversao das matrizes B e C.

Mostra-se que a inversa de uma matriz triangular e outra
matriz triangular de mesma forma.

Sejam bij um elemento generico da matriz B, e p1.j um ele
mento genérico da matriz B™', De onde se tem as relacoes:

P = 1>

k

I pk'l -ij=1s J=1, ..., k-1
i=]

que permitem a obtencao dos elementos Pys i=1, ..., k. 0 valor dekva
ria de 1 ate N e nas relagoes acima, ‘como no item i da Secao 21.2.1,

usou-se bkk = 1.

— . _1
Analogamente obtem-se a matriz C ~, devendo-se notar que
neste caso os elementos Crk da matriz  hao sao necessariamente unité
rios. Assim, completa-se o processo de inversao.

2) Inversao por particao

Neste caso, a matriz A e decomposta em matrizes menores
por particao. Assim, escreve-se:

k=
iy
[lge!
hA

s

onde Q,'e Q, sao matrizes quadradas e P, e P, matrizes retangulares.
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A matriz inversa e escrita na forma:

onde S, e S, sao matrizes quadradas e T e T~ matrizes retangulares.

Como

AR =1,

(==

tem-se  as relacoes:

2 5L,=1

+ Py 1,

1

o

1, =

P, S, +Q,

9, L +P S =0,

1 =1
P, I +Q,5 =1,

onde as matrizes identidades e nulas sao de mesma ordem que as matri

zes do lado esquerdo das igualdades ac%ma.

Eliminando T, e T, no conjunto de relacoes, obtem-se:
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I
I
fl—

e finalmente:

éz—(gz-P

Pode-se notar que sao necessarias quatro inversoes de ma
trizes para obter 5:1, Considerando, entretanto, as relagoes derivadas
de

=

'

-
(=

tem-se

e

I

s
|

1
v

1

Combinando essas relacoes com as anteriores que envolvem
as matrizes identidade, obtem-se finalmente:

-1 =1 . -

él_g 'Ql _—E]_ 2 9

=
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|

1
llen
-

que formam um conjunto, o qual requer apenas duas inversoes de matrizes
para sua solucao.

0 processo de particao apresenta a vantagem de reduzir os
erros computacionais, pois transforma a inversac de uma matriz numa in
versao de matrizes menores. Nas matri;es menorés a serem invertidas, po
dem-se usar métodos autocorretivos para refinamento da solucao.

3) Inversao por destrui¢ao do grau

Este metodo baseia-se no da secao anterior. Consideram-se
as relagoes:

-1 -1
é1=(g -—-—EIQ2 Pz) ’
S: =8 -8 R L

CA-1
=2=-i Bzgl L]

S, =(Q,-P, Q" P .

Tomando Q, como uma matriz 1x1, ou seja, um escalar
9, = =, segue-se que P, e P, s?o vetores colocados, respectivamente,
nas formas coluna e linha, Para designa-los usa-se a notacao:

l=£1 >
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Nestas condicoes, as quatro relacoes anteriores sdo combinadas, resul
tando na formula de inversao:

onde D e uma matriz diagonal nao-singular, & possivel estabelecer um
algoritmo para sua inversao. Para isto considere-se a soma parcial:

cuja recorrencia e dada por:

_rp-l o1 to-1
Qk - [Ek-l‘ = 'k !k !k] .3

que pela formula de inversao transforma-se em:

t
Sy Y W Gy s

o« - wt G

k™ ¥ Beos Y

- . ... -1
Observa-se que a recorrencia inicia com G =D e ter
mina com Gy = M7'.
Para determinar uma decomposicao basta considerar W = Yo
onde y, e o vetor cuja unica componente nao-nula & a k-esima que vale
1. Usando “ =1, 0s vetores v sao as colunas da matriz diferenca:
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Uma forma alternativa para decomposicao pode ser encon
trada em Ralston e Wilf (1968).

A eficiencia desse metodo depende da particular decompo
sicao adotada, sendo mais recomendado nos casos em gue a matriz a ser
invertida difere pouco (por exemplo por uma coluna) de outra, cuja in
versa ja e conhecida.

21.3.2 - CALCULO DE DETERMINANTE

0 metodo de eliminagao para soluciac de equacoes lineares
simultaneas fornece uma maneira pafa calcular o-determinanfe da matriz
dos coeficientes. De fato ao reduzir o sistema 3 forma triangular, o
determinante da matriz dos coeficientes e dado belo produto da  diago
nal principal da matriz na forma triangular,

Na decomposicao da matriz dos coeficientes como produto
de uma matriz triangular inferior B, com elementos unitarios na diago
nal, por uma matriz triangular superior C, o determinante e 0 produto
dos elementos da diagonal principal de C.

21.3.3 - CALCULO DE AUTOVALORES

Nenhum dos metodos apresentados pode fornecer informa
coes sobre os autovalores. Entretanto conhecidos os autovalores, podem
-se determinar os autovetores usando os metodos ja discutidos.

Portanto, a preocupacao consiste no estabelecimento de
metodos para determinagao dos autovalores, pois, sendo estes conhecidos,
.0s autovetores podem ser calculados pela resolucaodo sistema de equa

coes:
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onde A; sao 0s autovalores e v. sao oS autovetores, incognitas dos

sistemas.

Dada a importancia do calculo dos autovalores e autoveto
res, desenvolveram-se métodés mais apropriados para sua determinacao
do que a resolucdo da equacao caracteristicas e a solucao do  sistema
homogeneo de equécﬁes. -

No desenvolvimento dos metodos para o calculo de autova
lores consideram-se tres etapas:

a) localizacao dos autovalores,
b) métodos para matrizes hermitianas,

c) métodos para matrizes nao-hermitianas.
F importante ressaltar que ndo existem metodos diretos
para obtencao dos autovalores, cujo probiema & identico ao da solucao

de uma equacdo algébrica (a eguacdo caracteristica),

1) Localizacao dos autovalores

0 teorema geral para Toca]izacﬁo dos autovalores de uma
matriz complexa foi estabelecido por Gershgorin:

Teorema 21.3 - (Gershgorin)

a) Todos os autovalores de uma matriz A pertencem a uniao dos dis

cos circulares fechados, Ci’ no plano complexo, com centros a5

e raios dados por:
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b) Se a uniao de m dos circulos C; forma um dominio conexo, entao
este dominio contem exatamente m dos autovalores.
Prova:
a) Seja x um autovalor de A, EntEo exite um vetor v = 0, tal que:
AV =2y,

Desenvolvendo esta expressao, obtem-se para as  componen

tes:
N
(A -a)ve = ) 345 Y
‘]:_
jzi
Seja vp a componente de maior valor absoluto do vetor v,
entao:
N
J=1
J=p
de onde:
. N
j=1
J#p
e finalmente:
N
I)\ = a’pp[ = z |aPJ’ >
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Togo A pertence a Cp.

b) Decompoe-se a matriz A na soma da matriz obtida da diagonal D
e de uma matriz § com os elementos fora da diagonal principal,
Constroi-se em seguida o polinomio P(A, t) pela relacao:

P(A,t)- = det {(A\] - D - tS) =0 .

Pode-se observar que, para t=1, obtem-se a £quacao ca
racteristica referente a matriz A.

Considerem-se as raizes de P(A,t) para 0<t<1, Estas
raizes encontram-se na uniao dos circulos com centros a;; € raios tpi,
de acordo com a primeira parte do teorema.

Denomine-se C a componente conexa da unido dos circulos
Ci £ C€ que & esta mesma componente comos circulos acrescidos da quantidade
€. Escolhe-se esta quantidade suficientemente pequena para que CE nao
possua nenhum ponto em comum COm Ui Ci' C. Para um ponto X, no contor
no de C_ tem-se | % - aiil:>pi’ i=1,...,N. Entdo, X nao pode ser raiz
de P(A,t) para te[0,1]. Neste intervalo, P(x,t) e analitica. Assim, po
de-se calcular o numero de raizes de P(x,t) =0 dentro da regiao C_ uti
Jizando a formula de Cauchy:

n =-j% % ELLELEL di .
2T CE P{A,t)

Segue-se que n e continuo para te[0,1]., Como para t=0
existem exatamente m rajzes em C, este serda o numero de raizes para
t=1em CE.Fazendo e+41ec€+(; existem em conseqiiencia m auto

valores em C.
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Corolaric - Se um dos circulos Ck nao possui nenhum ponto em comum com
qualquer dos outros circulos, entao ele contem exatamente um autovalor

da matriz:i.

A aplicacao do teorema de Gershgorin permite estabelecer
estimativas para os autovalores quando se deseja utilizar metodos ite

rativos.

2) Metodos para matrizes hermitianas

As matrizes hermitianas gozam da propriedade:

=
i
(==
"

onde o expoente H indica transposta conjugada,

Para fins de calculo de autovalores e autovetores, bas
ta considerar o caso simplificado de matrizes reais e simetricas. Isto
pode ser facilmente demonstrado Tlembrando que os autovalores de ma
trizes hermitianas sao sempre reais. Nestas condigoes, decompondo a ma
triz hermitiana compiexa, pode-se escrever: _

. . _ - . . n _i -t - . -- - -— -
onde Es e ga sao matrizes reals, se do Es simetrica € Ea_ ant1’s1metpl
ca. Tomando o autovalor A, o correspondente autovetor v+i w e obtido

da equacao:

que pode ser reescrita na forma de um problema real e simetrico como:
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fep]
1
[vp]
| <
| =

S
=

. E importante notar que nesta segunda forma os autovalores
tem suas multiplicidades dobradas.

No desenvolvimento dos metodos para matrizes simetricas,
utilizam-se transformacoes de similaridade empregando matrizes ortogo
nais. Estas transformaCSes-néo alteram os autovalores (Gantmacher,
1959). Assim, dada uma matriz A pode-se transforma-la numa forma mais
conveniente pela relacao:

Pt

AP=M,

onde P & uma matriz ortogonal.’

As matrizes ortogonais tém a propriedade de coinciden
cia da transposta com a inversa. Utilizando a formula de inversao do
item 3 da Secao 21.3.1, pode-se verificar que matrizes da forma:

P=1-2vy'

possuem esta propriedade, sendo portanto ortogonais. Adicionalmente,

pt - p.

0 metodo mais recomendado atualmente teve seu desenvol
vimento relacionado com os nomes de Givens e Householder, Basicamente,
o método utiliza transformacoes de similaridade para colocar a matriz
dada numa forma tﬁidiagona1 é, a partir desta forma, calcular os auto
valores,
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0 desenvolvimento do metodo requer preliminarmente a de
monstracao de 3 teoremas (Ralston and Wilf, 1968), que sao .apresenta

dos a=seguir.

Teorema 21.4 - Se as primeiras i componentes do vetor v sao nulas, a

matriz P possui a forma:

=
I

onde n & a dimensdo da matriz A, 1. & a matriz identidade de ordem i,

9. , € uma matriz nula com dimensao i x (n - i), e ¥ | e a. matriz
2i.n- -

gerada por:

. t
Yoo =L, -2¥w,

onde w e um vetor.com n - i componentes, obtido pela supressac das i

primeiras componentes nulas do vetor v .

Prova - ela e imediata, bastando escrever o vetor v na forma:

XF = (0, ..., 0, v.

IO I Yn) :

de onde resulta a expressao desejada da matriz P com:

wo= (v .3 Vn)

= 1+ 1°?

Coroldrio - Se i=1, a primeira coluna da matriz P e dada pelo vetor:
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Teorema 21.5 - Sejam X e z dois vetores de mesmo modulo, mas com dife
rentes componentes. Entac existe um vetor v de modulo unitario, tal
que:

X =z

0 vetor v que satisfaz esta equacdo € unice (com excecdo do sinal) e @
dado por:

que demonstra a existencia do vetor v nas condigoes do teorema. Para pro
var a unicidade deste vetor, basta considerar a existencia de outro ve
tor v, nas mesmas condigoes. Entao:

e como X =_g,_!F x =0, tem-se v; = av = v .
Teorema 21.6 - Num processo de transformacoes de similaridade encadea
das para tridiagonalizacdo de uma matriz, a transformaciao de ordem i+ 1

nao afeta os resultados ja obtidos com as i primeiras.transformacoes.
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Prova - Apos i transformacOes executadas sobre a matriz A, esta toma a
forma:

l1'+1 2i,n-i-1
t
) b
A; - b
Opia, i) Ry, J

onde T. e uma matriz (i+1) x (i+1) tridiagonal, b & um vetor nao-nu

to, 0; 5, & uma matriz ix (n-i-1) nula e R .

da simetrica.

, € uma matriz quadra

Na transformacio de ordem i+t, utiliza-se um vetor v com
as i+1 primeiras componentes nulas. Logo, a matriz P possui estrutural
mente a forma do Teorema 21.4, A transformacao:

=P AP

i’i+l

resulta entao em:

l1'+1 =i,n-1

——a1'+1

onded =Y . be (iiii)n-i_l € a transformacao de similaridade exe

cutada pela matriz iﬂ_i-l sobre a matriz Bn-i-i'

Pode-se notar que a transformacao executada sobre a ma
triz A, nao afeta a forma obtida dos i primeiros resultados.
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0 processo para obtencao da forma tridiagonal baseia-se
na anulacao dos elementos da primeira linha e da primeira coluna fora
desta estrutura. O.Teorema 21.6 permite a utilizac3o de recorréncia no
processo.

Considere-se o vetor s = (0 yﬁ)t de modulo unitario e a
transformacao de similaridade executada pela matriz P = [ -2 §_§F. Pelo
corolario do Teorema 21.4, a primeira coluna da matriz P & o vetor
u=(1,0 c.s0)t, sendo a a primeira coluna da matriz A, e b a primeira

coluna da matriz transformada, tem-se::

(1-2ss%a=b,

onde b toma a forma:
_t_)_ = (bls bzs 09 sray U)t s

e o problema consiste na determinacac do vetor s.

Pelo Teorema 21.5, os vetores b e a possuem o mesme modu
lo. Levando em conta a forma do vetor s, obtem-se:

by = a;; ,

de onde resulta em:

o

1}
b, = } 35,
j=2

Usando estes resultados e o Teorema 21.5, obtem-se:

(0,a,, #by, a,,5 uns anl}

<(E = E)’(E = Ei‘>

Apos essa transformacdo executada sobre a matriz A, esta
adquire a forma:
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b, th, 0 cee 0
+ho * *
éz =
0
0 % *
- -

De acordo com o Teorema 21.6 pode-se trabalhar sobre a ma
triz reduzida, cujos elementos estao caracterizados por um * na forma

acima, utilizando o mesmo processo. Calcula-se um vetor s = (0 ﬂg)t pa

ra a matriz reduzida determinando a nova matriz P = ] -2 y_g?, onde

v = (0 EE)t = (00 yE)t. Pela transformacao, P A, P, obtem-se uma ma
triz reduzida de dimensdes (n-1) x {(n-2). Esta recorrencia ¢ utilizada

até a obtencao da matriz A__~ na forma tridiagonal.

Uma vez obtida a forma tridiagonal, pode-se utilizar 0
teorema de Gershgorin determinando os intervalos, no eixo real, dentro

dos quais se encontram 0s autovalores:
(b11 = lbzll; b1 + |bzll) s

| = |b21|; b1'| +

(bln ) Ib% n- 11’ bop Ib%?n-i
onde blk e b2k denotam os valores de bi e b, obtidos nas varias etapas
do processo de tridiagonalizacao.

Estabelecida uma aproximacao para um autovalor, podem-se
usar metodos autocorretivos para refinamento da solugao. Estes metodos
serao discutidos posteriormente.
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Outra abordagem consiste na utilizagao do polinomio carac
teristico da matriz na forma tridiagonal. Este metodo e discutido por
exemplo em Ralston e Wilf (1968) e Young e Gregory (1973).

3} Metodo para matrizes ndo-hermitianas

Aplica-se este metodo para qualquer matriz complexa. Ele
pode ser usado tambem para complementacao do metodo de tridiagonaliza
¢ao visando um refinamento da solucao. E conhecido na literatura como
metodo QR, sendo mais apropriado quando a matriz se encontra numa forma
particular, conhecida como forma de Hessenberq.

No desenvolvimento do metodo, sac utilizadas matrizes uni

tarias Q que tém a propriedade:

fo-1,

onde o expoente H indica a transposta conjugada da matriz (Gantmacher,
1959).

a) Reducao de matrizes a forma de Hessenberg
A forma de Hessenberg & a forma triangular acrescida de

mais uma diagonal. As matrizes H e H abaixo encontram-se, respecti
vamente, nas formas inferior e superior de Hessenberg.

O

=
1
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=
n

O

0 processo para a reducao de matrizes a essas formas con
siste na utilizacao do metodo de e]imﬁnacﬁo de Gauss para anular os ele
mentos externos ao triangulo e diagonal adicional. A seguir, apresenta
-se um metodo para reducdo a forma superior de Hessenberg.

Na aplicacdo do metodo de eliminacac de Gauss para obten
¢ao da forma de Hessenbefg alguns cuidados devem ser tomados, pois este
método, na forma exposta no item 1 da Secdo 21.2.1, modifica os autova
lores. Para que isto nao aconteca, 0 procésso deve ser ligeiramente al
terado a fim de construir uma transformacdo de similaridade.

Primeiramente, analisa-se o aspecto de mudanca de linhas
e colunas necessaria para o correto posicionamento do "pivot", Para is
to, considere-se a matriz:

vens U)

u =

Uy = (s s

3 e ey u. »

cs U U,y U,
2 =3° j-17 =i° —=j+1°

u. -
17 =37 —1+1

para j > i, onde os vetores u, possue somente a k-eésima componente nao
-nula e com valor 1. Pode-se observar que na posicao original ng = 1.
A matriz gﬂi tem as seguintes propriedades:

-Det%_i=-1 .
- Qﬂi e auto-inversa, isto e:'gji gdj 1 .

- 0 produto A U.. troca as posigoes das colunas i e j da matriz A.

=j 1

A=
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t

- U= Yy
-0 produto:g A troca as posicoes das 1inhas.i e j da matriz A.
0 posicionamento do "pivot" deve entao ser feito pela
transformacao:

X = ij l:gji ’

onde X & a matriz sobre a qual se faz a modificacao.

No processo para reducao do problema a forma de
Hessenberg, escolhe-se o maior elemento de cada coluna aba1xo da diago
nal principal. A transformacao requerida obedece a forma:

=G 2 ey o

onde k € a coluna considerada e i z k + 1, sendo k obtido de:

X. | = max {|x.. 1}

Assim, pode-se passar ao processo de eliminacao  propria
mente dito. Para anular os elementos indesejaveis da co]una-k, usa-se
uma matriz semeihante a do Exercicio 3 (apresentado no final deste capl
tulo) denotada por:

k+1
Merz, kit

Mira, k+1

i mn,k+i 1 ]
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onde:

Xt
" o dk
Jok+1 !
k+1,k

cujo produto ﬂk+

fim de nao alterar os autovalores, completa-se a transformacac de simi

. X' produz a supressao dos elementos indesejados. A

laridade fazendo:

0 _ 1 -1
£ = ﬂk+-l 2 ﬂK+ 1
Mostra-se que:
1
=1 _
ﬁk+1 - o 1
k+2, k+1
= Mers, k42
- mn,k+1 1

A reducdo do problema a forma de Hessenberg e entdoc re

sumida nas equacoes:



X' = U LY va
X' = ﬂ!(4.-1 X ﬁ':il
Apr = X

X= =k+1

A=A,
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onde a relacao final A=A _ substitui a matriz A na forma original pe

la sua equivalente na forma de Hessenberg.

b) Metodo QR

qliencia de matrizes:ﬂk, k=0, 1,

Este metodo baseia-se na construgao iterativa de uma se

[x=

U=£_s

... que obedecem as seguintes regras:

onde A e a matriz da qual se desejam 0s autovalores.

Para k=0, 1, ...

, calculam-se duas matrizes, uma unitaria 9

e outra triangular superior, satisfazendo as relacoes:

Ac - < L=4 R

onde 05 < constituem uma sequencia numérica.

0 processo de recorrencia & estabelecido pela relacao:

A =R &+

Como consequéncia, segue-se que a matriz

I.

ék%; e similar

a matriz A . De fato, pelas relacoes acima, deduz-se que:
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e, por recorréncia, conclui-se que o processo gera uma seqiencia de ma
trizes similares.

A existencia da decomposicao QR, para cada matriz
seqiiencia, e demonstrada pelo processo de construcao apresentado
guir.

da
se

o (<

c) Implementacao do Metodo QR
Primeiramente, devem-se fazer algumas consideracdes:
- A matriz A, da seqiiencia esta na forma superior de Hessenberg.

- Supoe-se que a forma de Hessenberg & preservada para cada ma
triz X da seqiiencia (o que sera justificado posteriormente).

Considere-se agora a matriz unitériajépq de rotacaoc pla
na definida por:

1
» |
xpp/G e xqp/6 < p
1
S = . .
=Pq .
1
- <=
xqp/6 .o pr/S q
1
"
b + + -
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onde & = (| 2yi/z,

2
*opl ** 1Xgg

0 produto épq X foi projetado de forma a anular o elemen
to p da Tinha q. Para verificar isto, considerem-se os elementos yij da
matriz produto, dados por:

yijzx’ij’ 12P, q,
= X_. X /5% . X [8,
Ypi = %pj *pp/* Xq3 *qp/
==X . X [8+X . X [§,
Ya3 = pj *ap’® * *q5 *pp/
para j = 1, ..., n. Pode-se notar que y_ _ = (.

qp

Como a matriz X esta na forma de Hessenberg, pode-se veri
ficar que, se os elementos y__ de produtos sucessivos forem anulados na
ordem (2,1), (3,2), ...,(n, n-1), obtem-se uma matriz triangular, pois
os elementos anulados num produto permanecem nulos nos produtos seguin
tes. Chamando C esta matriz triangular, pode-se escrever que:

C=(s vl S H

S
N-1,n =,3 1,2

p
lI><
I
llen
[l><

onde éﬁ, sendo o produto de matrizes unitarias, & tambem uma matriz uni

taria, Assim, tem-se uma decomposicao do tipo QR para matriz X que se
escreve:

Fazendo X = gk- Y 1 obtem-se gk =Se 5k = C.
Resta mostrar que o produto C S, gerador do elemento se

guinte da seqliencia, esta na forma de Hessenberg. Este produto pode ser
escrito como:
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_ H H
cs=cst s )

='=1,2

Considerando a forma triangular da matriz C, & possivel demonstrar por
inducdo finita que o produto acima gera uma matriz na forma de
Hessenberg. Esta demonstracdo baseia-se no fato de que o produto deuma
matriz M por ék,ki—l altera apenas as colunas k e k+1 da matriz M, . e
as novas colunas s3o combinacoes lineares das colunas originais k e
k+1.

d) Convergéncia do Metodo QR

Viu-se anteriormente a relacdo de recorrencia:

Outro resultado importante e que a forma de Hessenberg
nao € destruida.

Para provar que a seqﬂéncia gk, k=1, 2, 3 ... converge
para uma matriz trianguiar superior, basta mostrar que os elementosabai

xo da diagonal principal, (a ) , tendem a zero quando k+«, 0

i+1,i'k+1

que e feito a sequir,

Considere-se a relacao:

£\=k+l = (én-l,h 22,3 él,?-) 5‘k(=1,2 S,z " én-l,n

e construa-se a seqiiencia:

I=4.
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I—

=i T SH 5 m=2, ey N

m m-1,m =m-1 =m-1;n

geradora dos elementos de é=k+1-= l:n' As relacoes que permitem deter
minar os elementos de cada matriz I, resultam em:

(b0 = (),

ij‘m ij'm-1
(ti,m-l)m - [ti,m-lt;—l, /6 * t1 ,m t% m- 1/6]m-1 i
(ti,m)m - [ti,m t;-l,m-l/G - Y JM- 1t$,m 80,
(tm-i,j)m B [tm-l,j tm-l,m—l/(3 * tmj tm,m-ljajm-l ’
(tmj)m - I:tmj tm-;,m-1/5 B tm-1,j tm,m-lf(ﬂm-l ’

para i, j = m-1, m. Adicionalmente

(tm,m-l)m i [tm,m—1|tm-1,m-1|2/52 * tr’;,m-ltm,m tm—l,m-l/‘52 -
) tm,m-i{tm-l,m-llz/(52 " o, m| m,m- 1[2/5 iy
(tm-l,m)m = [, mI M=1,M-1 |2/5% - t$,m—1 trzn-1,m-1/62 *
+ tm,m—ltm,m t;-l,m—l/dz _tm,m-bl m, M- 1| /8% ] >
(tm-l,m-l)m = [trn-l,m-lltm-l,m-ll2/62 + tm—l,m-ltm-l,mt:;,m-l/62 +
* tr?],m-l t$_1,m_1/52 t+ tm’ml m,m- 112/5 I, o



- 532 -

(tm,m)m= [tm,mltm_ im- 1|2/62_ tm- 1,m- 1|tmsm_ 1|2/52

2 "2 * 2
+tm‘ l,m_lltm’m_l|}_ /6 -tm'lsm tm,m' ltm"ls'rm-l/ﬁ ]m-l’
onde:
_ 2 2y1/2 _ -
8, = (Itm,ml + |tm+1,ml M2 m=1, ..., n-1

Fazendo m=M-1, M, M+1, onde M inteiro e um valor par
ticular escolhido, obtém-se todas as transformacdes que afetam o elemen

to t_ .- Para m=M-1 esse elemento e alterado por:
>

- * _ *
ot I 2= P s B e o/8 = Yy iy s /81y,
Param = M a alteracao e expressa por:

(t t |2/5% + t* t /8% -

TR PR R LT Y LTI I MM 1 En B

“ o ol by e 2787ty oty 180Ty Ly

Param = M + 1 ocorre a ultima alteracio atravées de:

(t t

M-t me s = Chme o San/S+ b a e o by o /80y -

E interessante analisar o caso em que os elementos abai
xo da diagonal principal tendem a zero. Para isto, os elementos da pri
meira diagonal abaixo da principal sao considerados perturbactes de
primeira ordem no sistema. Desprezandoras perturbagoes de segunda ordem,
dadas pelo produto de dois elementos abaixo da diagonal principal, té@
_se as alteracoes simp]ificadas: '

)12

- = D S8 vt o) Iy
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Cpmo = Dm- s b S owe due
3 _ v1 27
Chmo ne y = Dy (/i 1% -

Essencialmente, a unica transformacdo que pode alterar o
valor absoluto de tM'M— L e dada pela segunda relacdo acima. Para que
tyy-.” 0, deve-se mostrar que a situacdo |t _ M- < [tyyl ndo po
de subexistir. Isto pode ser entendido considerando.o caso em que
L El <‘[tMM] no inicio do processo de recorréncia {(k = 1). Nes
tas condicoes e possivel que o processo se afaste do equilibrio até que:

LA RS LN
As equacoes para calculo de tM- 1M1 e tMM’ Tonge do ponto de equili
brio, sao entac simplificadas para:

. 2 2
U [tMM]tM’M_lI /823,

_ T 2
Cypli = L8 oy B o B /8 Iy, s

e adicionalmente:
N - 2 2
-ty = ool by 17787y

(t [-t

v i2 e2
Moz = oy ol ty o 58792

As duas primeiras equagoes mostram que (tM_ . M-—l)M e
- " - - » * ’
proporcional a (tMMJM-Ll e (tMM)M e proporcional a (tM_ L M- 1)M_ ,» ha
vendo assim uma inversao relativa de posicoes. Concomitantemente, como
mostram as duas Ultimas equacdes, ty.y_., troca de posigao com ty. . M

2/s2 que €& sempre menor do que 1.

atenuados pela relacdo ltM,M- N

Consequentemente, a situacao [t, . . .| < |tyyl & insta
. . : el -
vel e retorna sistematicamente ao ponto de equilibrio com:



_534_

LIRS LN
r M=2, ..., m.

Observa-se assim que o metodo QR e sempre convergente e
estavel, sendo por isto preferido a outros metodos.

Nessas condicoes, o sistema de transformacoes € consisten
te com a hjpatese adotada de que tM,M— L 0. Pode-se entao concluir que
o metodo QR conduz a matriz a uma forma triangular superior, em que o0s
autovalores estao dispostos na diagonal principal em ordem decrescente
de valor absoluto.

Do que foi exposto acima, somente quando dois autovalores
possuirem o mesmo valor absoluto e que o metodo QR pode encontrar difi
culdades. Este impasse entretanto e facilmente resolvido, Tembrando-se
que a relacao completa € dada por:

(t t

3 _ 2
MaM- 1m0 = Ui Y Y e /S Iy

e, como &7 e sistematicamente maior do que o valor absoluto de

Tr T garante-se a convergencia em todos os casos.

MM TM- 1Mo

Viu-se que a relacgao tMM/tﬁ LMt e a responsavel (no
caso simplificado) pela convergencia do processo. Esta relacdo tende ao
valor:

A
iv
, A autovalor,

p =
M
Mi

no - Timite quando K+« . Este quociente entre autovalores consecutivos €
chamado raio de convergencia e 0 seu inverso mede a velocidade de conver

gencia. Para aumentar a velocidade de convergéncia, trabalha-se com a
matriz A-« I alterando assim a velocidade de convergéncia para:
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onde foi escolhida propositalmente a velocidade de convergéncia para o
ultimo autovalor, por ser ela a mais crfica no que se refere a isolar um
autovalor (o menor). Assim, quanto mais proximo for « de Apo mais rapida
mente este valor € isolado na forma triangular da matriz A. Considerando
a matriz nesta forma e » 0 ultimo autovalor, o autovetor a elecorrespon
dente e:

t _ \
us = (0, ..., 0,1}.
Pode-se usar para « a estimativa do autovalor W dada pe
lo quociente de Rayleigh:

t
u
|

g =

o = ul A u
T o~k on’

r|-7g_:b

u
-~

£C

Uma vez isolado o autovalor Ays 8 matriz A e modificada
adquirindo a forma:

Ix=]
1]
> !
| <

=]
et
=

Para identificar os outros autovalores,aplica-se em seguida o metodo QR
para a matriz reduzida A, e assim sucessivamente.

21.3.4 -~ CALCULO DQOS AUTOVETORES

Determinado um autovalor e possivel encontrar oautovetor
a ele correspondente, resolvendo o sistema homogeneo de equacoes mencio
nado na Secao 21.3.3. Como via de regra so6 se determina o valor aproxi

mado do autovalor, este processo acarreta uma propagacao de erros. Para
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evitar este problema, foram desenvolvidos metodos mais convenientes para
este proposito. A seguir discute-se um desses metodos.

Primeiramente, considere-se a transformacao de

sim11api
dade:

[l

=MHNT

que relaciona a matriz A com sua forma especial H (tridiagonal ou

de
Hessenberg). Seja A um autovalor e v o correspondente autovetor relati

vo a matriz H. Segue-se entdo que:

AMv=MHv=MHM (Mv) = Al

=

V),

de onde se conclui que o autovetor, correspondente a A, relativo a ma
triz A e dado por:

WeMy.

Considere-se agora o problema da determinacao do autove
tor v. Para isto, construa-se a segiiencia:

\

H-=D) vy, =z

onde = & um valor aproximado para o autovalor Ay v, um vetor inicial es
colhido arbitrariamente e m. calculado por:

m. | = ma (v, )T,

onde os valores [(v, )] indicam as componentes do vetor ;. Deve-se de
monstrar que esta segiiencia converge para o autovetor v/|v|.
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Considerado um inteiro j, a expressao de recorrencia da

seqiiencia acima pode ser reescrita como:

v=W-=17 w7y,

sendo:

Adimitindo-se que v, e decomposto segundo a base consti
tuida pelos autovetores normalizados Ek’ escreve-se:

n
Yo =1 G By
k=1

0 que resulta em:

n c
k

b, .

_o)d X

| Seja A, = A 0 autovalor considerado. Como [A-a|<|kk-x|pg
ra k=p, tem-se finalmente:

Z.=Db ces
55537 ’
onde 0s termos omitidos t&m linha zero para j+« . Este ultimo resultado
mostra que Z; tende a qu= v/|v| que & o autovetor correspondente a
A= A
p‘

Este metodo também pode ser usado para calcular os auto
valores, pois:

V. =
—j+ 1
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Assim o gquociente entre as componentes dominantes de Vj e !d+1 fornecem
uma estimativa da diferenca x - = e, consequentemente, A.

No caso de autovalores multiplos, um desenvolvimento ané
logo pode ser efetuado, mas cuidados adicionais devem ser tomados.

0 fato de ser requerida a solucao de um sistema de equa
coes a cada passo do processo de recorrencia, (H - « ;)!ﬁ+i = Zs, nao
apresenta inconvenientes, pois, dada a forma particular de H, o metodo

de eliminacdo de Gauss fornece rapidamente a solugao desejada.

21.4 - CALCULO DE PSEUDO-INVERSAS

A definicao da pseudo-inversa A de uma matriz ¥ foi apre
sentada no Capitulo 5 {Secdo 5.7). Adicionalmente foi apresentado o pro
blema de unicidade da pseudo-inversa (Exercicios 9 e 10 do Capitulo 5).
Foi mostrado que as relacoes:

=,

v=¥x
x=Ay

constituiam o equacionamento basico para a definicao da pseudo-inversa.

Dessas relacoes resultaram:

([
=
I

1 >
=X

[t==
(I
1

1
=V

que, obedecidas simultaneamente, permitiam uma definicao univoca dapseu
do-inversa (Exercicio 10, Capitulo 5). Esta definicao € de E. H. Moore
(Ben-Israel and Charnes, 1963).
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Uma definicdo equivalente, a de Tseng (ver Ben-Israel and
Charnes, 1963), consiste na resolucdao da equacao:

Vx=v ,

onde v e Y sdo conhecidos, pelo metodo do minimo dos quadrados (Capitu
1o 19; Pennington, 1970). Em sequida determina-se a matriz A que permi
te executar a transformacao:

x=Ayv

Esta definicao permite o calculo da pseudo-inversa A.

Uma terceira definicao de Penrose (ver Ben--Israel and
Charnes, 1963) considera a inversa A como solucdo do sistema de equa

coes:
VAV-Y
AVA=A
wnt-va o,
av’-ay

onde V & conhecido. Mostra-se facilmente que estas relacoes sao deriva
das das quatro primeiras igualdades apresentadas nesta secao. Existe as
sim uma equivalencia desta definicao com as precedentes.

Outras definicoes sdo apresentadas, envolvendo ndo so ma
trizes, mas tambem operadores lineares. Este caso mais geral nao e .dis.

cutido neste trabalho.
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21.4.1 - METODO DO MINIMO DOS QUADRADOS

Un metodo mais simples para determinacao da pseudo-inversa
(ou inversa generalizada) utiliza o metodo do minimo dos quadrados. Es
te metodo pode ser implementado a partir da definicao de Tseng ou wusan
do a definicao de Penrose. Utiliza-se esta ultima por permitir uma obten
¢3o rapida do resultado.

Considerando o caso de um numero de equacoes maior que o
de incognitas, utilizam-se as relagoes: '

LA"=YA ,

de onde se obtem:

H H

=y (¥

f}===

y)-*
e finalmente:

A=yt

==

Para o caso de um numero de equacées menor que o de incag
nitas, recorre-se as relacoes:

VAV=-Y ,

(a )

==

=AV .,

de onde resulta:

ARNUNORNS
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que conduz a:

oy vty

x>
=z

Esta forma de obtencdo da pseudo-inversa e .considerada em
AV A-=Apara a definigao

Korganoff (1967), a qual dispensa a relacao
da inversa generalizada.

A vantagem deste procedimento e a obtencao direta da in

versa generalizada de uma matriz retangular.

21.4.2 - METODO ITERATIVO

0s esquemas iterativos sao gerados pela equacao A V A=A.
a

Assim, conhecida uma aproximacao inicial gq), pode-se considerar re
correncia:

A. .=A. . i = 2y ven

=ij+1 Lié& ? 1s 2, ’

que produz a sequencia:

.. = A. ¥ X, ,
Sier T oA =

cuja convergencia ocorre guando:

|(&;, ¥ - L)x| < |L, x|

A.
A,

para qualquer x. Esta condicdo pode ser testada no decorrer do processo

iterativo.

Um metodo iterativo sempre convergente e discutido emBen-

Israel {1965) e baseia-se no esquema iterativo:

=

), i=1,2, ...

=A (2L - ¥
EN

4
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A prova da convergéncia baseia-se na condicao de convergencia acima es

pecificada, o que nos permite assegurar a convergencia de qualquer pro
cesso fundamentado na equacao A Y A = A

= A {ver Ben-Israel, 1965).
21.4.3 - METODO DA DECOMPOSICARO DA MATRIZ A SER INVERTIDA

Um metodo alternativo para o calculo da pseudo-inversa de
uma matriz ¥ foi proposto por Golub e Kahan (1965) e tem por base a de
composicao:

1

v-u w o,
2

onde U-e U sao matrizes unitarias e W e uma matriz composta por uma
1 2 -

matriz diagonal D e uma matriz nula complementar. No caso de um numero
de equacGes maior que o de incognitas, tem-se:

onde o numero de elementos da matriz diagonal e igual ao numero
cognitas.

de 1in

Pode-se utilizar o metodo de Gauss-Jordan na forma de pre
-multiplicacdes e pos-multiplicacdes da matriz ¥ (composicdo dos Exerci

cios 3, 4 e 6 deste capitulo) para obtencao das matrizes U , Q} e W.
== X2

A pseudo-inversa A da matriz ¥ e calculada pelo produto:

A=y wuy
- 1 - T2
onde:
W =[D" 01

(Golub e Kahan, 1965).
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Apesar deste metodo ser bem conhecido, o numero de opera
¢O0es requeridas para sua implementacao pode tornar a conjuncao dos
dois metodos precedentes competitiva e de menor complexidade.



EXERCICIOS

1. Determine a solu¢ao dos sistemas triangulares de equacoes:

2. Mostre que a maximizacao de (a pode melhorar a qualidade dos

il 2
resultados quando poucos digitos significativos sao usados (consul

te Ralston, 1965).

3. Mostre que a eliminacdo da incognita Xy & equivalente a multiplicar

a matr1;:§k_ L

matriz L e dada por:

pela matriz ﬂk’ obtendo a matriz Q* = Mk AK_ 1.A

coluna k

0 0 e, 07

1 : :

0 : :

: .. 0 . ouunn, eereann 0

: 0 . .
Bo=|: . 1 :
: e C R [ :

: 0 ‘0

0 s, 0ag )., 0..0 |
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e a matriz A; @ igual a matriz A do sistema A x = v .
Mostre que o produto:

My oot My

e uma matriz triangular inferior com elementos unitarios nadiagonal.

: vy : -1
. Determine a forma e as caracteristicas da matriz B =M .

. Para N = 3 mostre atraves de um exemplo que:

M

(==

=C,

onde C € uma matriz triangular superior.

. 0 metodo de eliminacao de Gauss-Jordan consiste em eliminar a variE

vel Xy nio so das equagOes subsegiientes, mas tambem das equagoes pre
cedentes a equacdo considerada. Escreva as equagoes do desenvolvimen
to recursivo deste metodo.

Simule um sistema de 3 equagoes a 3 incognitas e, em seguida, resol
va-o pelos metodos de:

a) eliminacao de Gauss,

b) ortogonalizacao.
Estude criticamente os resultados.

Escreva um programa para resolver sistemas de equacoes tridiagonais
utilizando:

a) o método de eliminacao de Gauss-Jordan (Exercicio 7),

b) a variante do método de relaxacao do item 1 da Secao 21.2.1.

Compare criticamente os resultados.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Escreva um programa para resolver um sistema de equacoes usando ©
metodo de iteracdo simples item a do topico 2 da Secao 21.2.2.Dis
cuta a eficiencia do metodo.

Escreva um programa para resolver um sistema de equagoes pelos m§
todos de Jacobi e Gauss-Seidel. Compare a eficiencia dos metodos.

Implemente o metodo de sobre-relaxagao utilizando as mesmas carac
teristicas utilizadas no exercicio anterior e um valor w=1,5. Com
pare a eficiencia deste metodo com a do metodo de Gauss-Seidel.

Justifique as propriedades dos residuos:
1) rm(km) = 0, k inteiro ,
2) rm(x) = %, O<x<m ,
3) rlx £yl = v lro(x) £ (yil,

(y}1 .

3
4) rm[xy] = rm{rm(x; ro
Mostre que uma das formas para encontrar uma colecao de inversosde
y, com respeito a residuo no mddulo m, & procurar os valores intei
ros de «, tais que = m + 1 seja multiplo de rm(y).

Utilizando o Teorema Chinés dos residuos, calcule os residuos do
numero 207 nas bases 2, 3, 5, 7, 11 e, a partir destes resultados,
recupere 0 numero 207.

Escreva um programa implementando o método dos residuos para reso
Tucao de um sistema de equacoes, Compare a precisao dos resultados
do programa com a do.metodo de eliminacao. de Gauss.

Escreva um programa para inversiao de matrizes utilizando o método
de decomposicao triangular.



18.

19.

20.

21,

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Escreva um programa para inversdo de matrizes utilizande o metodo
de destruicao de grau.

Estabeleca uma forma de recorrencia para refinamento da inversa de
uma matriz obtida aproximadamente pelos metodos apresentados no tex
to.

(Sugestao: Considere as relagoes:

AN =1+

[lrm

3

AT -

=
=

NI+ E) =

TLARTY,

onde A% & a inversa aproximada e E e a matriz do erro cometido).

Escreva um programa para colocacao de uma matriz simetrica na for
ma tridiagonal (metodo de Givens-Householder).

Complemente o programa do exercicio anterior com a obten¢do de esti
mativa dos autovalores. Utilize o teorema de Gershgorin,

Escreva um programa para reducao de uma matriz n3ao-hermitiana a for
ma de Hessenberg.

Implemente o metodo QR para complementar o programa do Exercicio2d.
Implemente o metodo QR para complementar o programa do Exercicio 22.

Complemente o programa dos Exercicios 23 e 24 com o calculo de auto
vetores.

Escreva um programa para calcular os autovalores utilizando o métg
do de iteracao inversa (Secao 21.3.4).

Determine a pseudo-inversa da matriz:

10 -1
Y=101 1
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Utilizando primeiramente a conjuncdao dos metodos das Secoes 21.4.1
e 21.4.2 e, em seguida, o método da Secdo 21.4.3. Faca uma analise

comparativa dos seguintes aspectos:

a) qualidade do resultado para um trabalho computacional eqiii

valente,

b} velocidade da obten¢ao do resultado.
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CAPITULO 22

SOLUCAD DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

22.1 - INTRODUCRO

Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de pri
meira ordem pode ser colocado na forma genérica implicita:

v [x, v{x), v'(x)] =0,
ou entao na forma explicita:
v'(x) = f [x, v(x)1, [x, v(x}] € q,

onde @ @ um dominio dado, consistindo o problema na determinacao das

funcoes Vi(x)’ i=1, ... N

ey

A formulacao acima exige a determinacao genericade v(x).
Para restringi-la sao fornecidas condigoes adicionais, em 2, que devem
ser satisfeitas por v(x). Estas restricoes permitem classificar tres
tipos distintos de problemas:

a) Problemas de valor inicial, para os quais e fornecida a infor
macao adicional:

vixo) = vo .

b) Problemas de valor de contorno, para os quais sac especifica
das restricoes adicionais na forma:

g fylx), v'(x,)1 =0

c) Problemas unidimensionais de autovalores, para os quais a for
ma generica e:
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T [x, y(x)1 = av{x) ,

onde:

y;(x) = v(i'l)(x)

0 niumero A e chamado autovalor, a fungao v(x) autofuncao e  como

informacdo adicional, fornecida pelas condicoes de contornos, tem
-se;

g_[g(ip)] =0.

Equacoes diferenciais de ordem superior sao  facilmente
redutiveis a sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem. Isto
pode ser verificado imediatamente considerando a equacﬁo de segunda
ordem: |

g"(x)} = F [x, z(x}, 2'(x)] ,
que se reduz ao sistema:

v'(x)

fIx, v(x)1,
fazendo:
vilx) = z(x) ,

z'(x) ,

H

vz (x)

de onde decorrem:

fl [X, !(X)] .VZ(X) 2

fa [x, v{x)]

F{x, vilx), va(x)] .
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0 tratamento de sistemas de equacoes diferenciais de pri
meira ordem engloba a majoria dos problemas praticos de equacoes dife
renciais ordinarias.

Existem basicamente duas formas para obtencac da solugao
aproximada de uma equacac diferencial:

a) representacao de v(x) como soma de um numero finito de funcoes
independentes,

b) representacdo de v(x) por meio de seus valores para um conjun
to discreto de pontos.

0 segundo metodo & o mais apropriado para utilizacao em computadores.

Os problemas de valores de contorno podem eventualmente
ser convertidos em problemas de valores iniciais, razdo pela qual @ da
da maior enfase a estes ultimos.

Um tratamento completo para a solucdo numerica de  equa
coes diferenciais ordinirias envolve toda a teoria de aproximacao ja
abordada, tornando-se impraticavel em um unico capitulo. Optou-Se nes
te trabalho por uma apresentacao que focalizasse mais a ideia gerado
ra dos metodos do que propriamehte 0 desenvolvimento destes. Esta for
ma tem por objetivo dar ac Teitor os elementos essenciais para uma me
Thor compreensao de textos mais avancados no assunto.

Para que o leitor adguira familiaridade com os elementos
envolvidos na solucdo de equacoes diferenciais ordinarias, prefere-se
apresentar neste cap?tu1o, com maior detalhe, o problema unidimensio
nal. 0s casos N > 1 constituem, via de regra, uma simples extensao do
problema unidimensional, nac oferecendo assim maiores dificuldades. Ou
tra restricdo e a consideracdo de funcoes f [x, v(x)] que satisfazem
a condicao de Lipschitz:
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£ Ix, v(xetx)T - £ [x, v(x)T] < M vlxenx) - v(x)]
onde M € um numero real.

22,2 - PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

0s problemas de valor inicial sao caracterizados pelas

relacoes:
vi(x) = f [x, v(x)] -
Xgp, X € {a,b) ,
vixe) = vy

sendo f [x, v{x)] e v, conhecidos. Deseja-se obter v(x) para x € {a,b).
Em geral x, =a, embora nao necessariamente,

A seguir, apresentam-se alguns metodos para a  obtencao
de v(x).

22.2.1 - APROXIMACAO DA SOLUCAO POR SERIE DE FUNGOES

A primeira idéia que surge para a solucao de um problema
de valor inicial € considerar a possibilidade da solucao ser represen
tada por uma serie de funcoes:

n
vix) = } ¢ ¢i(x) + E{x) .
i=0
Como exemplo, na serie de Taylor:
.n i .
vix) = vo + } x-x0) V(T) (x5)

i=1 il

as derivadas v(1)(x) sao obtidas a partir da relacao:
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vi{x) = fIx, v(x)1 = f ,
que fornece:
v' = fo+ fv f,

(3) _ 2
v (x) = fxx + 2 fxv f + fVV f2 + fx fV + fV f,

etc.,

sendo os subescritos x e v usados para indicar a derivacac parcial em
relacdo a essas variaveis. 0 erro dessa serie e facilmente determinado
e vale:

E(x) ) (X- XD)N+1

(N+1)! V(Nﬂ)(n)
+ .

] Xa<ﬂ<x-

Pela sua natureza, este metodo e mais apropriado para
calculos manuais do que para computadores. Tambem a complexidade cres
cente com o aumento de ordem da derivada restringe grandemente a apli
cacao do metodo,

22.2.2 - APROXIMACAO DA SOLUCAO PARA UM CONJUNTO DISCRETO DE PONTOS

Quando se deseja determinar v(x) por meio de seus valo
res para um conjunto de pontos {xj}, j=1, ..., m, a alternativa e cal
cular recursivamente os valores vj = v(xj) a partir de outros valores
v ja obtidos. 0s metodos sao englobados em trés tipos distintos de
acordo com o fundamento que o originou, a saber:

a) Metodos baseados na integracao de f[x, v(x)], ou seja, recor
rencia com um ponto.

b) Metodos baseados em interpolacao, ou seja, recorrencia com mat
tiplos pontos.
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¢} Métodos autocorretivos nos quais a equacac diferencial e usada
para refinamento da solucdo.

1) Metodos de recorréncia com um ponto

Fundamentam-se na integracac da equacao diferencial no
intervalo (xk, xk41), que fornece:

X
K+1
Ve, = Vit J flx, v(x)] dx ,
X

k
comecando o processo de recorrencia com o valor inicial v, conhecido.

Para a integracao numerica usando uma dnica variavel, tor
na-se necessaria uma forma explicita para v(x}, que permite escrever:

X X
k+1 k+1
flx, vix)] dx = g(x) dx .

Xk Xk
De acordo com a aproximacdo usada para v(x) e o método de  integracdo
para g(x), decorrem as multiplas variantes do metodo de recorrencia
com um ponto.

0 metodo mais simples € o de Euler que utiliza:

fix, vix)] = LX) v(xk)] = constante ,

resultando em:

Vi TVt (xk+1 - xk) fFIxXy s v(xk)] .

0 interesse deste método e mais tedrico. Detalhes de seu desenvolvimen
to podem ser encontrados em Henrici (1962).
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A partir desse metodo e passando por varios estagios de
desenvolvimento, chega-se finalmente aos metodos do tipo  Runge-Kutta
de real interesse pratico.

0s metodos de Runge-Kutta utilizam integracac numerica
para a fun¢ao g(x), podendo-se escrever:

xk+1
g(x) dx =

P
€oc9lyy) =
T =

1 i

I o~10

Xk

onde 03 Y; sao pontos pertencentes ao intervalo (xk, Xk+1)' 0s valores
9, sao obtidos por:

9. = flys, vly;)1 = fly;, uil .
0 valor p € chamado ordem do metodo Runge-Kutta.

0s valores desejados sao entao obtidos pela recorrencia:

A complexidade do metodo aumenta, quando se utiliza uma
expressdo analoga a esta ultima para o calculo dos valores intermedia
rios u;. Neste caso escreve-se:

0 sistema de equacdes resultante € nao-linear quando:

aj = ( para j 21,
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e 0s metodos decorrentes sdao denominados implicitos. Quando, entretan
to, se utiliza: aj=0 para j 2 i nao ha necessidade de resolver um sis
tema de equacoes nao-lineares. Estes ultimos metodos sao ditos explici
tos, e 0 processo de integracao da funcao g(x) para obtencao dos v, en
volve apenas valores ja calculados.

Devido a complexidade dos calculos, os metodos implici
tos possuem aplicacoes reduzidas (Gear, 1971). Os metodos explicitos
sao, entretanto, de grande simplicidade e muito usados.

0 metode explicito de Runge-Kutta de primeira ordem coin
cide com o metodo de Euler. Exemplifica-se aqui o caso p=3 usando coe
ficientes de integracdo de Newton-Cotes. Assim, tem-se:

(x, . . = x.)
K K
Ve, = Yk +-——43%;————— [g1 + 492 + 93] ,

Yi = Xgs Yo = X ¥ (xk+1 —Xk)/Z,yg = X

Uy =Vk y

g = f(xka Vk) ’

Xy = %)
Ug =V + ————— Q1 ,
2
(x, . = x,)
gzzf [Xk+ﬁ——-l—(—-, uz] .
P ,
(x - X))
U3=Vk+k—+12-—k(gl+gz) ’

93 = f[xk+3’ ua] .
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0 valor calculado acima para Vi pode . ser considerado

) +1
como uma aproximagac do valor exato V(Xkéi)' A diferenca entre esses

valores & dada pelo erro do metodo de integracao que, no caso, vale:

, o ()
V(xk+1) " Ve T T % g " (&),

onde t = (xk¥1 - xk)/2 e £ e o0 ponto pertenbente ao intervalo (xk,

Xk+1)' Pode-se constatar que esta diferenca tende a zero para t » 0,de

onde - resulta a convergencia do metodo.

A estabilidade do metodo pode ser facilmente estudada su
pondo que o valor Vi e afetado por um erro & e observando a propaga
cao desse erro atraves das expressoes para obtencao de Visr - 0 que re

sulta em:
Agl. 2 6fV s
Au, = & + tsf,
Ag, = (8 + téfv) fvz,
~ , . 2
Adg = cS+t(2chV_ + t('ifv) ,
N ) L ocg2g2
Ags = (8 + 2t6f  + 6t7f2) f
. tfv .
by =6+ 6 —L [6+t(...)],

k+1 3

de onde se conclui que o processo so sera estavel nos trechos em que
f. <0,
v

De acordo com o metodo de integracdo obtem-se diferentes
variantes do tipo Runge-Kutta; eventualmente, pode-se obter maior con
vergencia ou estabilidade para uma mesma ordem. Nos exercicios (no fi
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nal deste capitulo) o leitor encontrara algumas alternativas muito usa
das para o metodo de terceira ordem aqui discutido.

2) Metodos de recorrencia com varios pontos

Estes metodos baseiam-se na funcao interpoladora de Her
mite para aproximar a funcao v(x). Por hipotese, supoe-se  conhecida
v(x) para um conjunto discreto com q pontos, ordenados de 1 ate q. Es

tima-se o valor para um ponto, X +1° consecutivo de Xq’ usando a  fun

q
¢ao interpoladora de Hermite:

vq+1 = H(xq¥1) '

Estabelecida a funcao v'(x), pode-se determinar a primei
ra derivada em todos os pontos desejados. Dessa forma, no polinomio de
Hermite (Secao 15.11.2) impoe-se m;=2 para todo valor de i. Esse poli
nomio toma entao a forma:

denominada explicita por so envolver valores conhecidos da funcao e
sua derivada. Pode-se, entretanto, aumentar de uma unidade a segunda

somatoria da expressao de H(x__ . ), criando assim uma relacao  nao-1i

q+1

. Esta segunda forma & denominada im

near para a determinacao de vq+1

plicita e escreve-se:

q+1
vix;) o(x) + 1_21 vix) v (x)

Utilizando os valores deduzidos na Secao 15.1%1.2, tem
-se:
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; m X=X
7 (x) [ (x-x.)2
wli(x) =M [ : } ’
(-x;) L m(x) ]y,
com
(x) q
"m = T (x-x;)%,
(x-x;)* =t
J=1
de onde:
(1) -2
(x-x;)?
! = - g 2(x.-x ) g (x:-x:)? E (x;-x)"
() ot LIRS o1 1]
o X _— s=1 , Q‘1 J=1
i s#1 j#s LFT

j=i

Pela sua simplicidade, o caso em que os pontos sao igual
mente espacados por um valor h oferece maior interesse pratico. Nestas
condicoes, resulta para a forma explicita:

(q!)? 1 2(g-1) g 1
NN C D (SN LA I 1,
TR (qi1-)2 | D, D:  s=1 i-s
1 1
S#1

(q)}? 1
‘1’ ’(X )—h -
11 g+1 (q+1_1) D
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e para a forma implicita:

(q!)® 1 2{q-1) 1
boiligua) = T |5 : g— ;
(q+1-1) Di Di 621 i-s
S#1
vo(x. ) =plle3
T (q+2-1) D;

onde:

Dy = [(i-1)1 (g+1-1)11% .
Pode~se notar que para pontos igualmente espac¢ados 0s
coeficientes podem ser escritos na forma:

)=(x':

1poi(xqﬂ i

V13 (Xg4s )

h Bi s

onde x; e Bi sdo constantes univocamente determinadas pelo numero  de
pontos q e pelo valor i. Obtem-se assim a formula:

i

g -q+1

v o= «. Vi o+ h ¥ B; flxs, vi)
= 1:1

que engloba genericamente os casos implicito e explicito. Neste uUlti

mo, faz-se B = 0, uma vez que 0 ponto qul nao e considerado.
: T

q+1
Alguns autores preferem considerar a ultima expressao co
mo ponto de partida, impondo condicoes diversas para a determinacao dos

«; e 8. Assim, resultam multiplas variantes para este metodo.
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No desenvolvimento aqui adotado,a diferenca v(xq+1)-vq+1

é,faci1mente determinada pelo termo corretivo do polinomic  interpola
dor de Hermite e vale:

V(XQfl) " Vg4 T K Trm(xq+1

)

K =_1_ V(p+l) ()
(p+1)!

sendo £ um ponto pertencente ao intervalo (x,, xq+1) e p=2g-1 (caso
explicito) ou p=2q {(caso implicito) o grau do maior polinomio repre
sentado exatamente pela aproximacdo de Hermite,

0 valor p & chamado ordem do metodo de varios pontos.
No caso de pontos igualmente espacados, obtem-se:

_ . _ pP*? 2
v(xQ+1) " Vgu * h™"" Klql)}? ,
0 que mostra que a diferenca tende a zero quando h+0, de onde resulta
a convergencia do metodo.

Para estudar a estabilidade do metodo explicito, conside
ra-se um erro § no valor v
cao:

Esse erroc propaga-se para v . pela rela

q° g+

Avq%l = § mq + Bqu(Xq, Vq + 6) s

que desenvolvida conduz a:

Avq41 = 5(mq + Bq fv) ,
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de onde resulta a condicao para estabilidade:
’ocq+8qfv|<1,

que pode ser examinada em cada caso em funcao do numero de pontos usa
dos.

Eventualmente, no caso em que as derivadas de ordem supe
rior da funcao f[x, v(x)] sejam facilmente determinadas, & possTvé]
utilizar m; > 2 no poiinamio interpolador de Hermite. Este fato nao
tem sido muito explorado em vista de sua grande complexidade e restri
ta aplicacao.

3) Metodos autocorretivos

Como em todos os tipos de equagoes, os metodos autocorre
tivos tambem ocupam posicao de destaque no refinamento de solucoes de
equacdes diferenciais ordinarias. Apresenta-se aqui o metodo de previ
s30-correcio que decorre naturalmente dos metodos de miltiplos pontos.

A aplicacdo sucessiva dos métodos explicitos pode acarre
tar uma indesejavel probagacao de erros. Por outro lado, os metodos im
plicitos requerem a solucao de equacoes nao-lineares, apresentando o
problema de uma estimativa inicial razoavel para a obtencao rapida do
resultado. Surgiu entac a ideja de adocao de metodos exp]?citos para
um previsago do va]or'desejado, adotando metodos implicitos para
corregao do resultado. Assim, aparecem os metodos de previsdao-correcao
de grande utilidade na solucao de equacoes diferenciais ordinirias.

A implementacao desses metodos e relativamente simples.
Utilizando uma formula explicita, faz-se a previsao do valor vq+1. vEm
seguida, emprega-se uma formula implicita que pode ser simbolicamente
expressa por:
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cuja solugao & obtida atraves de um esquema iterativo da forma:

(Vq+1)k+1 - ¢[(Vq+l)k] ’

com o valor inicial fornecido pela previsao da formuTa explicita.

A convergencia do metodo depende exclusivamente da con
vergencia do esquema iterativo resultante da formula implicita.

A estabilidade do metodo depende da estabilidade da for
mula implicita. '

Na Titeratura, o leitor encontrara os metodos explicitos
estaveis relacionados com os nomes Adams-Bashforth, e os metodos impl 1
citos estaveis com os nomes Adams-Moulton.

22.2.3 - EXTENSAOQ .PARA SISTEMAS DE EQUAGOES

Para a solucao de um sistema de equacoes diferenciais or
dinarias, pode-se considerar cada equacdo isoladamente, desde que se
resolvam todas as equac¢oes simultaneamente.

A titulo de exemplo, considera-se a solucio do  sistema
utilizando o método de Euler. Escreve-se o resultado, simbolicamente,
em notacao vetorial como:

Yo = Y+ 0 EDGG vl
e cada equacao componente sera resolvida recursivamente por:

(Vidyy, = (Vi) + b Falx, v 1.
A-interligacao das equacoes e estabelecida pelas depen
dencias funcionais fx,» vi 1. O sistema de equacoes dessa forma & deno

minado sistema de equa¢oes dependentes. Se entretanto fi[xk’ Ek] =
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= flx, (Vi)k]’ tem-se um sistema de equacoes independentes. Neste Ul
timo caso nao & necessaria a resolucao simultanea de todas as equagdes.

22.3 - PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO

Estes problemas sao caracterizados pela equacao diferen
cial:

y_l(x) = i[x’ _V_(X)] ’
sendo a solucao particularizada por uma dependéncia implicita da forma:

_{l(ip), 3'(5;))] =0,

onde X e um vetor cujas componentes sao valores particulares de x.

0s problemas de valor de contorno podem ser divididos em
dois tipos:

i) problemas Tineares para os quais pode-se escrever:
fix, ¥(x)71 = Alxdv(x) + 2(x) ,

ii) problemas nao-lineares para os quais a funcao f nao pode ser
decomposta no produto matricial acima.

Os metodos para solucao destes problemas sio englobados
em trés classes principais:

a) metodos baseados na aproxima¢ao local da solucdo,’
b} metodos baseados na aproximacdo global da solucdo,

c¢) metodos baseados nas tecnicas de tratamento dos problemas de
valor inicial.
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Os dois primeiros metodos transformam o sistema de equa
coes diferenciais num sistema de equacoes algebricas, lineares ou nao
-1ineares, que podem ser resolvidas com as técnicas dos Capitulos 20 e
21. 0 Ultimo metodo utiliza as formas de solucdo de problemas de valor
inicial. As analises comparativas (Jacobs, 1977) tem apresentado ligei
ra vantagem deste Ultimo tipo sobre os demais.

22.3.1 - METODOS DE APROXIMACAO LOCAL

Existem dois tipos principais de metodos para  aproxima
¢ao local:

a) aproximacao para um conjunto de pontos,

b) aproximacao para um conjunto de subintervalos.

1} Aproximacao para um conjunto -de pontos-

Este metodo utiliza o calculo com diferencas finitas, Ca
da equacao e calculada para um conjunto de pontos Xis i=1, ooy A
forma mais simples para cada equacdo e:

(0 = () =g 5 {xpas L0y« w0 s

V.. -
J 1+1 J'1 J ; 2

onde j e 0 indice que designa a equa¢ao considerada, h, g a amplitude

i . - X . = . . .
do intervalo Xs., ;e x1*“% (x1-yx1+l)/2
0 sistema acima fornece n-{ equacoes. Para comp]ement§

-10 usa-se a equacao de contorno:
. =0.
9; v(xy), flxy, vix 1}
0 espacamento entre pontos hi foi deixado propositadamen

te arbitrario para que o conjunto de pontos, cujos valores sac as com
ponentes de fp' estivesse contido no conjunto de pontos {x;}
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A interligacao entre as equacoes emie j e estabelecida
pela dependencia vetorial em v(x} das fungoes fj e g

No caso geral nao-linear, o sistema em i e j pode tornar
-se extremamente complexo, devendo-se recorrer a metodos iterativos
para sua solucao, 0s quais envolvem Nn variaveis.

No caso em que f e g sao lineares em v(x), o problema
simplifica-se bastante, pois as condicoes de contorno reduzem-se a um
sistema de equacoes algebricas lineares da forma:

Il 13
O
—
<
o~
>
—
I
o
-
<
I
—
-
.
-
=
-

.i

que permite a determinacao de N incognitas: vj(x1)= (Vj)i' Ainda neste
caso restam N(n-1) incognitas, o que pode acarretar problemas adicio

nais no caso de grandes sistemas.

Una alternativa e a nao-reducao de equacoes de ordem su
perior a subsistemas de primeira ordem. Isto e conseguido utilizando
diferencas finitas de ordem superior. Empregando os operadores Tlinea
res do Capitulo 14, mostra-se que para pontos igualmente espatados:

2D

112

A+ ¥V,

DZ

n

A=V,

e assim por diante. Desta forma, cada equacao independente de ordem
superior pode ser resolvida apenas por um sistema com n  incognitas.
Na opcao precedente, o numero de incognitas & n-1 vezes a ordem da
equacao diferencial.

Considerando uma equacao diferencial linear de ordem su

perior, obtem-se um sistema de equacoes Tineares algebricas da forma:
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Alxp)vy=b,
onde:

xp = (xq, N

vi=ve, ey v)

vi = vix;)

Quando as condicoes de contorno sao fornecidas numa for
ma implicita, prefere-se, por vezes, optar por resolver esse sistema
de equacOes, lineares ou nao-lineares, obtendo N valores:

Axns) = j =1, ..., N,
vJ( pJ) 3o J=1 |
Xpj valores particulares de x. Este processo acarreta um aumento de er
ros, mas simplifica consideravelmente a dificuldade de automacao do
processo para a solucao de problemas com condigoes de contorno.

Qutra forma de simplificacao consiste na Tlinearizacao
das equacoes. Considerando o metodo de diferencas finitas aplicado ao
sistema de equacoes diferenciais, tem-se:

Vg = ¥4 = EDxGL s 120 vy 0T
que, 1inearizado usando o desenvolvimento de Taylor em sua forma de di
ferencas finitas, conduz a:

Vi, -V h(1+D/2) _fi(x_i, _\{1.) .

Como Dz (A+9V)/2e

vo)=vl=1 (v Vi ),

flxgs vq) = vy o AR Y

—"
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segue-se que:

Yior ~ Y 7 (1/8)(4+A+V)(£1.+1-!1-_1) *
de onde:
Vigp = Mgy + 0% - Ay, v ¥, = 0.

0 sistema assim formulado exige 4N restricoes adicionais. Como as con
digoes de contorno fornecem N incognitas, 3N restricoes ficam arbitra
rias. Pode-se completar o sistema, por exemplo, com:

_V_1=g’ 10=9 = Xn.i_z:.g'

0 processo de lineariza¢ao tambem acarreta consideravel aumento de er
ros se o espacamento h nio for bastante pequeno. A diminuicao desse
espacamento, por outro 1ado, implica um aumento do numero de equacoes,
com 0s inconvenientes ja discutidos no Capitulo 21.

2) Aproximacao para um conjunto de subintervalos

Antes de passar ao desenvolvimento propriamente dito des
ta parte, e interessante tecer algumas consideracoes iniciais sobre os
fundamentos que motivaram estes metodos.

Primeiramente, & necessario lembrar algumas conclusoes
importantes dos Capitulos 16, 17 e 18, tais como:

a) os processos de derivacac numérica implicam necessariamente
uma amplificacao dos erres introduzidos pelo computador;

b) os metodos de integracdo numerica apresentam grande confiabili
dade do ponto de vista computacional, nac sendo tao drastica.
mente afetados por erros de arredondamento ou truncamento;
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c) a teoria das aproximacoes fornece os elementos para minimiza
cao dos erros nos metodos numericos diretos.

Com base nessas conclusoes e tendo em vista o objetivo
de reduzir ao maximo os erros computacionais, surgiu a ideia de conver
ter a solucao de equacoes diferenciais num problema dentro do campo
dos metodos diretos. O problema assim convertido deve envolver tecni
cas de integracao e otimizacao, evitando os inconvenientes da  deriva
cao numerica e dos metodos de diferencas finitas.

Destacam-se dois processos para converter a resolucdo de
uma equacao diferencial num problema de integracao numerica:

i) Formulacao do problema em termos do calculo variacional, (meto
do de Rayleigh-Ritz}.

ii) Formulacao do problema em termos de minimizacao de erros, uti
Tizando o critério dos residuos ponderados (e.g. metodo de
Galerkin). Estes processos serao discutidos em mais detalhes
no capitulo seguinte, Por ora, considera-se que o problema da
resolucao da equagdo diferencial & convertido no problema de
minimizacao de integral:

I=| Fix, v{x), v'(x)] dx

no metodo de Rayleigh-Ritz, ou no problema de ortogonalizacao
de erro:

b
RIx, vix} v'(x)] ¢i(x) dx = 0

no metodo de Galerkin.
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Em quaisquer dos dois casos, cada componente do vetor
v(x) & expressa como combinacdc 1linear de um conjunto de fungoes ¢i(x)

com ¢. nao-nula para x € (Xi’ xi+1); entao:

Vj(X) = | bJ1 ¢.|(X) ’

I e~1.3

.i

onde m & 0 numero de subintervalos considerados, e as funcoes ¢i(X)
sao definidas localmente, escolhidas de modo que todos os vj(x) satis
facam as condicoes de contorno.

Para ambos os metodos obtem-se um sistema de Nm equacoes,
cujas incognitas sao os bji' No metodo de Rayleigh-Ritz, essas equa
coes sao geradas pelas condicoes de minimizacao:

Bl
4 -0

abji

e, no metodo de Galerkin, pelas condicoes de ortogonalizacao do erro:

b
I Ry [x, b1 o(ddx =0,
a

onde b, e o vetor de componentes by

As integrais envolvidas na formacao do sistema de equa
coes sao, em geral, resolvidas pelos metodos de integracdo numerica.

Pode-se notar a semelhanga entre esta forma de solucao e
a precedente, no sentido de que o sistema de equacoes diferenciais e
reduzido a um sistema de equacoes algebricas.
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22.3.2 - METODOS DE APROXIMAGAO GLOBAL

Os metodos de aproxima¢ac global fundamentam-se no mesmo
principio que deu origem aos metodos de elementos finitos. Eles tambem
serao discutidos em detalhes no capitulo seguinte. Para o presente ca
so, a diferenca essencial consiste em que as funcoes ¢1(x) nao sao de
finidas localmente, mas sim para todo o intervalo (a, b). De certa for
ma isto acarreta um aumento de complexidade dessas funcoes, que agora
devem pertencer a um conjunto de polinomios ortogonais como os de
Legendre, Tchebyshey, etc.

0s métodos para determinacdo dos coeficientes sao essen
cialmente os mesmos expostos na Ultima secao: de Rayleigh-Ritz e de
Galerkin.

As caracteristicas de convergencia e estabilidade sao
tambeém as mesmas dos metodos de elementos finitos.

A aproximagao g]dba1 pode fornecer bons resultados quan
do as vj(x) sio funcﬁes continuas e com derivadas continuas. Quando is
to nao ocorre, em geral as fungoes vj(x) nio podem ser desenvolvidas
em series como as de Taylor, Tchebyshev, etc. Neste caso, a hipotese
fundamental deste tipo de abordagem nao se verifica, devendo-se entao
optar por outro tipo de solucao. - |

22.3.3 - METODOS DE REDUGAO A PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

No decorrer da Secao 22.3.1, viu-se que, resolvendo 0
sistema de equacoes das condicoes de contorno, os problemas deste tipo
poderiam ser formulados pela equacao:

l'(X) = i[xy !_(x):l s

com as condicoes de contorno na forma:
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Neste aspecto ha uma estreita semelhanca dos problemas
de condicdes de contorno com os problemas de valor inicial. De fato,
se todos os xpj coincidirem tem-se caracterizado um problema de valor

inicial. No caso de xpj distintos, procura-se calcular o valor aproxi

mado das condicOes de contorno para um ponto comum X, desejado.

0s metodos de solucdo por reducao a problemas de valor
inicial envolvem 3 etapas:

a) obtencdo de aproximacao das condicoes de contorno para um pon
to Xy, 0 que resulta em:

nt

Vj(x{)) Sjl
b) refinamento do valor obtido v(x,);

¢) resolucao do problema de valor inicial obtido.

Alguns autores dispensam a primeira etapa do  processo,
admitindo uma colecao de valores inteiramente arbitrarioss ("shooting").

1) Obtencac do vetor s

Utilizando o desenvolvimento de Taylor pode-se escrever:

n b -t
Vj(XO) = kEU —h!_'_"_ VJ. (ij) = Sj 3

onde m € a ordem da maior derivada considerada. 0Os valores vgk) (xpj)
sdo obtidos analiticamente a partir da equacao diferencial.

Nos casos mais complexos, nao & possivel a utilizacao de
derivadas de ordem superior. Utiliza-se entao somente a primeira deri
vada, obtendo um valor inicial pouco preciso.
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2) Refinamento -do vetor v(x,) e resolucao do problema

0 processo para refinamento do “valor inicia]",gﬁxo), re
quer que outras condigoes iniciais sejam adotadas para um ponto dife
rente de x,. Seja Xg este ponto; entao resulta em:

k
m(Xg-xp.)
vixe) = zo __f_klﬂJ__ VJ(_k)(xpj) - q

Em sequida, procede-se a integracao da equagao diferen
¢ial com base em dois conjuntos diferentes de "condigoes iniciais". Des
ta forma, obtém-se para qualquer ponto x, do intervalo (a, b), duas
solucoes:

vix,s) para v(x,)

H
| w

v(x,g) para v(x¢) = g.

Em geral essas solucoes sdo diferentes devido aos erros em v(xe) e
!(xf). Impondo a condicao de identidade das solucoes, obtem-se um sis
tema de equacoes que fornece a informacao necessaria para aprimorar

os "valores iniciais". Considerando dois pontos distintos, x; e X,
no intervalo (a,b), resulta o sistema com 2N equacoes e 2N incognitas:

vixy, ) - vixy, g} = 0,
v{xz, s')-vixz, 9') =0,
onde s' =s +4s e g ='g_} 69

Utilizando o desenvolvimento de Taylor, pode-se escrever:
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onde v (x,s) & a matriz das derivadas parciais de vy com relacao a s,
calculada no ponto (x,s). A mesma aproximacao € usada para v{x,q'). En
tao, tem-se um sistema dependente em As e Aq que podera fornecer essas
correcGes necessarias para o refinamento de v(xo) e v(x.).

As matrizes das derivadas parciais v (x,s) e !q(x,g) de
vem ser calculadas numericamente, uma vez que nao se dispoe da expres
s3o analitica de v(x). Usam-se para isto as aproximacoes:

. . 6 1 - i *
av;(x,8) ] Vi(x,5+8 55) - vilx,s) ’ i, 521, v.uy N

asi 6si

Em geral, os valores 6Si sao escolhidos como uma percentagem fixa  do
valor S

Conseque-se uma drastica reducao no numero de  equacoes
diferenciais de valor inicial, que devem ser'resolvidas, peta escoiha
conveniente dos pontos x, e x,. Uma possivel escolha € x;=Xg € X2=Xe.
Por sua vez, X, € Xg sao escolhidos de forma a coincidir com dois valo
res xpj para reduzir o niumero de incognitas.

A convergencia e estabilidade do metodo dependem de dois
fatores: |

a) convergencia e estabilidade do sistema de equacoes para refina
mento do valor inicial;

b) convergéncia e estabilidade dos metodos para obtencao de v(x,s),

vix,q), 1§(x,§) e gﬂ(x,g).
0 metodo aqui apresentado aplica-se a qualquer sistema
de equacoes com condicao de contorno. Para sistemas Tineares, o leitor

encontrara na bibliografia outras solucoes alternativas,



- 577 -

22.3.4 - CONVERGENCIA E ESTABILIDADE

LI L e gt

A convergéncia e estabilidade dos métodos de aproximacao
local podem ser facilmente analisadas. No caso de diferencas finitas,
por exemplo, a equagao basica e:

Vi

- v, o= h fLx, 1/2(vy + v, 01,

+1/2° 1

que mostra que para h-+0, Vi, > Vs 0 que implica na convergencia do
método. A condicdo de estabilidade, neste caso, & obtida impondo um er

ro § em v, e calculando o erro em Vi,.e O Que resulta em:

h
2

v

_'i+1=§.+ i_g’

onde f, é a matriz das derivadas parciais da funcao f calculadasno pon
to (x;, v;); entdo tem-se:

I(;%i\,) 8| < |1 3]

como condicao de estabilidade.

No caso de elementos finitos, a convergencia também € ga
rantida, pois as fungoes interpoiadoras coincidem com-o valor exato
dos pontos conhecidos. A estabilidade depende de erros aji nos valores
bji' Para o metodo de Rayleigh-Ritz, a condicdo de insensibilizacao
an/abji = 0 assequra a estabilidade. Para o metodo de Galerkin, a con
dicao de ortogonalidade do erro faz com que o erro do elemento bji nao
se transfira para outros elementos, garantindo assim a  estabilidade,
desde que as ¢i(x) constituam um conjunto de funcoes ortogonais.  Sob
este aspecto, os metodos com elementos finitos apresentam pequena van
tagem sobre os métodos de diferencas finitas.
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22.4 - PROBLEMAS DE AUTOVALORES

Estes problemas consistem na necessidade - de determi
nar os invariantes de uma particular transformacao diferencial T, en
volvendo derivadas ate a ordem m.

As invariantes de uma transformacao funcional sao fun
coes v(x) para as quais a transformacao nao altera a forma, mas atua
apenas como um fator "peso" X para essa funcao. Dentro do contexto de
espaco vetorial abstrato (CapTtulo 3), interpretada a fungao v(x) co
mo um vetor v, a transformacac diferencial T como uma transformacéo ve
torial T resulta em: | |

T(v) = A v,

que caracteriza uma alteracdo no "modulo", mas nao afeta a "direcao"
do vetor v. 0 vetor X.é chamado autovetor e, por analogia, a fungao
v(x) autofuncao. O numero A & denominado autovalor.

Fm termos de relacionamento funcional pode-se escrever:

Thx,y(x)1 = x v{x) ,

(i-1) )

onde y {x) = v . i=1, ..., m+1.
i
0 problema & particularizado pela informacao adicional
fornecida pelas condigoes de contorno:

A transformacdo diferencial T € um mapeamento de um es
paco de infinitas dimensoes em outro de mesma natureza e admite infini
tos autovalores e autovetores,
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0 problema pode tambem ser colocado na forma:
z'(x) = S[x, A, z(x)}]

por uma conveniente transformacao, conforme exemplificado anteriormen
te.

22.4.1 - METODO DE DIFERENCAS FINITAS

Neste metodo, a funcao v(x) € considerada para um conjun
to discreto com n pontos distintos. Forma-se assim um sistema com n
equacoes do tipo:

T{xjs X_(xj)] = A V(Xj) )

onde os yi(xj) sao calculados pelo metodo de diferencas finitas, envol
vendo um total de n+m pontos. 0s m pontos complementares sao forneci
dos pelas m condigoes de contorno.

Fazendo n=1, 2, ... tem-se, respectivamente, aproxima
coes para 1, 2, ... autovalores, desde que se verifique a condicao de
v(x) nao ser jdenticamente nula., Quanto maidr 0 va]or'de n, tanto me
Thor sera a aproximacgao.

No caso linear, obtem-se um sistema algebrico de  equa
¢oes lineares na forma:

onde:

<
1]
<
—
>
—a
—
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Neste caso, os autovalores procurados s3o dados aproximadamente pelos
autovalores da matriz 5151) e 0s autovetores da transformacaoc, pelos
autovetores desta matriz.

Para problemas nao-lineares, uma alternativa e a lineari
zagao, a partir da qual determina-se uma primeira aproximacdo doa auto
valores. Em seguinda, utiliza-se o metodo variacional, que sera visto
na proxima secao, para refinamento da solucao.

Para aplicacdo do metodo de diferencas finitas eaconselha
vel a prévia resolucdo das condicdes de contorno para obtencac de rela
¢oes do tipo:

e, a partir destas, utilizando o metodo de diferencas finitas, chega-se
finalmente a:

v(x .) =, , i=1, vooom.
Exemplos simples de aplicacao deste metodo podem ser en
contrados em Szidarovszky e Yakowitz (1978), Young e Gregory (1972),

etc.

22.4.2 - METODO VARIACIONAL

Este metodo deve-se a Rayleigh-Ritz (Friedman, 1966;
Courant and Hilbert, 1966). Trata-se de um processo autocorretivo que
permite o refinamento de autovalores e autovetores.

Partindo da equacdo basica:
T(v) = av

onde v, = v(xi), pode-se escrever:
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W, Tlv)> = A<y, v .
Em segquida, aproxima-se v{x) pela combinacao linear de um conjunto de
funcoes ¢i(X)’ definidas no intervalo (a,b) e satisfazendo as condi
coes de contorno. Entao tem-se:

vix) = .
;

1 =13

1 ¢, 9;(x} = v{x) .

Tomando uma aproximacao Ak para o autovalor, resujta um
erro dado por:

E(kka E) = <i’ I(z)> - }lk <§_: E> ’
onde c & o vetor cujas componentes sao os coeficientes Cs.

Os coeficientes c, sao determinados pela condicao de mi
nimo erro:

BE(Xs C)
=~ -0, i=1,...,0n,
3¢

Pode-se entao obter uma melhor aproximacao, Aks,» Para o
autovalor impondo a condicac de que o erro E(Ak;tg) seja nulo. = Assim
resulta em:

Repetindo o processo, novos valores c; serao obtidos e assim recursi

1 ,
vamente até que a diferenca |A - A | esteja dentro de uma  toleran

cia, e, especificada.
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Una primeira aproximacao, Ao, para o autovalor pode ser
obtida utilizando o metodo anterior.

Exemplos analiticos, ilustrativos do metodo, para o caso
1inear podem ser encontrados em Friedman (1966).

22.4.3 - CONVERGENCIA £ ESTABILIDADE DOS METODOS

Para o método de diferencas finitas, a precisdo dos re
sultados depende diretamente do nimero n de pontos. Aumentando n ha
uma diminuicao do espacamento entre pontos, o que implica convergencia
do metodo. A estabilidade depende do sistema algebrico em que foi con
vertido o problema. Em geral, para |A| < 1, & esperada a estabilidade
do metodo, pois:

AT = AAV
nac implica amplificacao do errvo.

No método variacional, o erro |v{x)- V(x)| também depen
de do valor de n. Aumentando n, v{x) + v(x), o que %mp1ica convergen
cia do metodo. Eventualmente, 0 erro pode anular-se mesmo para n fiﬁi
to {ver Capitulo 18). A convergencia do autovalor & mais rapida que a
do autovetor (Friedman, 1966), bois:

[arn] = |av]? .

A estabilidade do metodo €, de certa forma, assegurada pela condicao
de insensibilidade do erro:

___.._._._.=0’ -i=1,--.,n.
Bci



EXERCICIOS

Discuta o metodo classico de Runge-Kutta de terceira ordem, para o
qual sao usados:

yl-= xks Y2 = xk + t :

Ya = X = X * 2t

C1=—l—sC2=-—2-,03=—'L,
3 3 3

a; =-l— para u, ;
2

dy

-1, a, =2 para u; .

Compare os resultados com o exemplo do item 1 da Segao 22.2.2.

Discuta a variante de Heun para o metodo de Runge-Kutta de tercei
ra ordem. Nessa variante sao usados:

Yi = X5 Y2 = X+ 2t/3
Ys = xk + 4t/3 s
‘C1='_1_':C2=0ac3=“‘§";
4 : 4
1
ay = —— Ppara U, ;
-3
2
a; =0, a; = — para u;
3

Compare esta variante com a do exercicio anterior e com a do texto.
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Deduza as formulas de wqi(XQ+l) e wli(xq+1) do item 2 da  Secdo
22.2.2 para pontos igualmente espacados nos casos explicito e im

plicito.

Determine os coeficientes “is B da expressao de VQ+1 do item 2 da
Secao 22.2.2 para o método explicito com g=3. Utilize o desenvolvi

mento de Taylor.

A equacao para o calculo de estabilidade do metodo implicito com
multiplos pontos escreve-se:

AV = aocq + qu’(xq, vq+6) + Bq+1 Af(xqﬂ, vq+&vq+l) .

Determine as condicoes para a estabilidade do metodo.

Utilizando o resultado do exercicio anterior mostre que, se Bq)ﬁ>aq
e Bq >> 1, a estabilidade do metodo implicito com multiplos pontos
independe da funcao f[x, v(x}1.

Utilizando o resultado do exercicio anterior sugira um método im
plicito absolutamente estavel para qualquer funcao.

Sugestéo: fixando um numero de pontos e o0s valores convenientes de
“0 Bq e Bq+1’ determine os outros coeficientes para que a  formu
la:

g+
v(x) = '§1 = v(x) +h _Z1 6; fix, vix}]
1= 1=

seja exata nos pontos x = X3 i=1, ..., q, e sua derivada coinci
da no maior numero de pontos possiveis proximos a Xq+1.
Determine as condigoes de estabilidade dos metodos implicitos obti
dos no polinomio interpolador de Hermite para q=1,2, 3,4, 5.

Estude o metodo de previsao-correcdo baseado na formula de  previ
sao de Adams-Bashforth:
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11.

12.
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vs = Vo + (h/2) [3f(xa,vs) - Flxy, vi)]

e na formula de correcao de Adams Moulton:
Vs = va+ (h/2) [f(xs, va) + flxa2, Vo)1 .

Escreva um programa de computador para resolver numericamente a
equacao diferencial:

v'(x) = -16v {(x)

no intervalo (0,27}, com as condicaes de contorno:
v(0) = 0, v'(0) =1,

UtiTize:

a) o metodo de diferencas finitas na forma de sistema de equacoes
de primeira ordem com h=7/8,

b) o metodo de diferencas finitas. com diferencas de ordem supe
rior para o mesmo espacamento do item a.

Analise os resultados do exercicio anterior do ponto de vista de
rapidez de processamento e precisao da solucao.

Utilize o metodo de diferencas finitas e o processo de lineariza
cao para resolver numericamente a equacao nao-1inear:

v'(x) + sen [v(x}]1 =10,
com as condicoes de contorno:
v(0) = 0, v(1} =1

e espacamento h=(1/8). Analise o resultado.
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Use a equacao de Euler-Lagrange (Chung, 1978) para mostrar que o
minimo da integral:

‘ 2T
I-= J [v'2{x) - 16v?(x)] dx
0

ocorre para:
v'(x) + 16v{x) = 0.

Baseado nesta relacao,empregue o metodo de Rayleigh-Ritz para re
solver a equacao diferencial do Exercicio 10. Empregue intervalos
de amplitude w/4 e fungoes:

- 2,
¢1(x) =a; X"+ bi X+ Ci,

validas para cada intervalo e nulas fora dele.

No metodo de Galerkin, utiiizando a aproximacao:

95 (x)

8
v(x) = 1 8
i=1

e definindo o residuo por:

R(x, B) = v"(x) + 167(x) ,

resolva a equacao diferencial do Exercicio 10. Empregue as mesmas
funcoes ¢i(x) do exercicio anterior.

Para 0 metodo de aproximacao global considera-se um conjunto de
funcoes:

¢5(x) = sen (i-1) x,

Fazendo:
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17.
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<]
——
>
—
1
Ho~100

e definindo o residuc como no exercicio anterior, resolva a equa
cao diferencial do Fxercicio 10 pelo criterio de Galerkin. Compare
0s resultados dos Exercicios 13, 14 e 15.

Reduza o problema de condicoes de contorne do Exercicio 10 a um
problema de valor inicial. Resolva este problema por qualquer dos
metodos aplicaveis no caso. Utilize h=n/8,

No intervalo (0,2n) caracteriza-se um problema de autovalor pela
relacao:

com as condicdes de contorno v(0) = 0 e v(27) = 0. Encontre  as

aproximacgoes bara alguns autovalores pelo metodo de diferencas fi

nitas. Em'seguida, utilize o metodo variacional para aprimoraro re
suitado.

Sugestdo: Empregue 8 pontos no método de diferencas finitas e fun
¢Oes periodicas de periodo 27 no metodo variacional. As funcOes pe

riodicas sao sugeridas pelas condicoes de contorno (ver CapTtulo

15).



BIBLIOGRAFIA

BAKHVALOY, N.S. BNumerical methods. Moscou, Mir, 1975.

CHUNG, T.J. Finite element analysis in fluid dynamics. New York,
McGraw-Hi11, 1978,

COURANT, R.; HILBERT, D. Methods of mathematical physies. New York,
Interscience Publishers, 1966. v. 1.

FRIEDMAN, B. Principles and techniques of applied mathematics. New
York, Wiley, 1966,

GEAR, C.W. Numerical initial value problems in ordinary differential

equations. Englewood Cliffs, Prentice-Hall, 1971.

HENRICI, P. Discrete variable methods in ordinary differential
equations. New York, John Wiley, 1962.

JACOBS, D. The state of the art in numerical amalysis. London,
Academic Press, 1977.

KELLER, H. Mumerical methods for two-point boundary - value problems.
Waltham, MA, Blaisdell, 1968.

MARCHOUK, G. Methodes de calcul numerique. Moscou, Mir, 1977,

SZIDAROVSZKY, F.; YAKOWITZ, S. Principles and procedures of numerical
analysis. New York, Plenum Press, 1978,

YOUNG, D.; GREGORY, R. A4 survey of numerical mathematics.
Massachusetts, Addison Wesley, Reading, 1972, v. 2.

- 588 -



CAPTTULO 23

EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

23.1 - INTRODUCAO

A solucao numerica de problemas com equacoes diferen
ciais parciais constitui certamente uma das mais dificeis tarefas em
Analise Numerica. 0 assunto € muito vasto para admitir uma  abordagem
sintetica satisfatoria. 0 material aqui apresentado pretende unicamen
te fornecer ao Teitor uns poucos elementos auxiliares para a compreen
sao de textos mais avancados.

Basicamente, tem-se uma equac€0 parcial quando um opera
dor diferencial parcial D aplicado a uma funcao f produz uma funcao V.
Simbolicamente, este relacionamento € expresso por:

Df:v,

onde f pertence a um particular dominio Q. As funcoes envolvidas
sao, em geral, escalares de variavel vetorial X, Quando.o espaco veto
rial em que x e definido envolve a variavel tempo, o problema & chama
do nao-estacionario. Quando a variavel tempo ndo compde o espaco veto
rial, o problema & denominado estacionario. |

0 problema assim formalizado admite infinitas solucoes
f. Para torna-lo um problema univoco, sao impostas limitacoes sobre a
funcao f.

Analogamente ao caso de equacoes diferenciais ordinarias,
caracterizam-se no presente caso tres tipos de problemas:

a) quando os valores da funcdo € os de suas derivadas, atée

a ordem maxima presente no operador D, sdo conhecidos para um
particular ponto x,, tem-se um problema de valor inicial;

- 589 -
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b) quando sao conhecidos apenas relacionamentos funcionais, que
envolvem a funcao f e suas derivadas, validos para uma regido
I, limite do dominio Q, tem-se um problema de condicGes de con
torno;

" ¢) quando num problema de condicdes de contorno impoe-se a restri
¢ao adicional v=Af, onde A e um numero, tem-se um problema de
autovalor,

Considerando duas funcoes f e g, define-se como deficiég
cia linear a diferenca:

A(f,q) = D(f+g) - [Df+Dg] .

Quando a deficiéncia linear for identicamente nula, o operador D & cha
mado linear e representado pela letra L. Diz-se que o problema  resul
tante e linear. Caso contrario, tem-se um problema ndo-Tinear.

Oferecem especial interesse, principalmente no campo da
Fisica, as equacoes diferenciais parciais lineares de sequnda  ordem.
Elas podem ser colocadas na forma geral:

2¢ N . ,
LI -S| S
i i

ax2 i
i

N 13

i=1
na qual os coeficientes Ai dependem do ponto x considerado, podendo
ser 1, -1, ou 0. A ausencia de derivadas mistas & conseguida por uma
conveniente transformacdo de variaveis. Destacam-se trés casos de im
portancia:

a) se todos Ai tem o mesmo sinal e nenhum deles & nulo, a equacao
¢ chamada eliptica;

b) se nenhum Ai se anula e, pelo menos, um deles possui sinal di
ferente, a equacao € hiperbolica;
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c) se ao menos um dos Ai se anula e o seu correspondente Bi nao,
e se todos os outros A téem o mesmo sinal, a equacao & dita pa
rabolica.

. Esta classificacao depende certamente do particular ponto x considera
do.

Quando varias equacoes diferenciais parciais devem ser
resolvidas simultaneamente, tem~sé um sistema destas equacoes. Consi
dera-se neste trabalho apenas o caso de uma unica equacac. Entre
tanto, a extensao para sistemas de equacoes pode ser facilmente efetua
da.

0 tratamento aqui apresentado nao & particularizado para
casos especificos. 0 objetivo € prover o leitor com uma forma generali
zada de abordagem do problema. A titulo ilustrativo, dois exemplos sao
inseridos no texto.

A forma para a obtencdo da solugdao e converter a equacao
diferencial parcial numa equacao a]@ébrica, cuja solugao pode ser obti
da pelos métodos apresentados no Capitulo 21. Dois metodos destacam-se
neste particular: o de diferengas finitas e o de elementos finitos.
Apresentam-se neste capitulo alguns aspectos do segundo metodo  pelas
razoes que motivaram o seu aparecimento (ver item 2 da Secao 22.3.1 do
capitulo anterior)..0 primeiro metodo e discutido em detalhes na lite
ratura (e.g. Carnahan et alii, 1969) e pode, por vezes, ser considera
do como caso particular do segundo metodo (Gallagher et alii, vol. 1,
1978). Este aspecto e apresentado, por exemplo, por Chung (1978).

23.2 - METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

As razﬁes que motivaram o0 aparecimento deste metodo fo
ram apresentadas no'éathulo anterior. Basicamente, a ideia consiste
em utilizar os métodos da teoria de aproximactes (Capitulo 18) para
converter a equacao diferencial numa equacao é]gébrica.
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Duas formas de aproximacdao sao possiveis: local e global.
Na aproximacado local uma funcdo aproximadora e escolhida para cada re
giao Q5 i=1, ..., N, do dominio (Q=U Qi)‘ A aproximacao global exi
ge uma funcdo aproximadora valida para 'todo o dominio.

0s diferentes metodos dependem do criterio utilizado pa
ra a otimizacao da funcao aproximadora. Assim tem-se:

a) metodos variacionais (Rayleigh-Ritz) - utilizam analogia com o
calculo de variacoes para otimizacao;

b) métodos de residuos ponderados (Galerkin, minimos quadrados) -
utilizam o critério de residuos ponderados para otimizacao.

23.3 - METODOS VARIACIONAIS

0s metodos variacionais baseiam-se na minimizacao da in
tegral :

- ran,
Q

onde F na condicao de minimo & uma funcao que depende de x, de fe suas
derivadas. Aqui f & a funcdo incognita que minimiza a integral.

A sequencia para a obtencao da equacac diferencial, cuja
solugdo € f, pode ser facilmente encontrada na 11tératura(e.g. Courant
and Hi]bert, 1966, vol. I cap. IV). 0 metodo consiste em considerar
uma aproximacdo f para a funcao f:

F(x) = f(x) + « g(x) .
Esta aproximacao deve satisfazer as mesmas condicoes da funcao f (per

tencer ao dominio §} com determinadas condicoes iniciais ou de contor
no).
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A presenca da funcao g(x) implica uma variacao da  inte
gral, que sera dada por:

s1(«) = 2L 5 o
oo

e deve ser anulada para a obtencao de f.

Desenvolve-se a derivada em relacao a «, dentro do sinal
de integracao, considerando F como funcac de f e suas derivadas. Isto
acarreta o aparecimento de derivadas parciais da funcao g(x), que sao
removidas por integracao por partes para a obtengdo da forma:

[ g(x) [€(F)] 6=dn =0,
2

onde € & o operador diferencial de Euler-Lagrange. A solucac desta
equacao implica a relagao:

e(Fy =0,

chamada equacao de Euler-lLagrange que & a equacao diferencial, cuja S0
lucao e a funcao f procurada.

Dois resultados importantes, do exposto acima, devem ser
enfatizados:

a) considerado o produto escalar de fungoes, a transformacao dife
rencial de Euler-Lagrange de funcao F e ortogonal ao erro da
funcao  expresso por:

~

§ f(x) =8 [=g(x)] s

b) uma equacao diferencial que envolve uma funcao f pode ser con
siderada como a equacac de EuTer-lagrange de uma funcao incog
nita F.
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Este Gltimo resultado sugere a utilizacao das tecnicas
variacionais para a solucao de equacoes diferenciais. Assim, dada a
equacao:

Df-v=0,

associa-se a ela a equagao de Euler-lLagrange de uma funcao F a ser de
terminada. Entao tem-se:

e(F} =Df-v=0.
A seguir,com integracao por partes da transformacao diferencial D f-v,
pode-se obter uma forma do tipo €(F), o que possibilita a identifica

cao da funcao F desejada.

23.3.1 - METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Para este metodo, supoe-se que foi encontrada uma funcao
F que relaciona a equagdo diferencial:

Df-v=20

com o problema variacional de minimizacao da integral:

I(f)=J Fdo .
Q

A funcao desejada f e entao aproximada por meic de um
conjunto de funcées locais conhecidas ¢1(§), i=1, ..., N, atraves da
relacao:

- N
f(x) = ) c. ¢1(5) .

As funcoes ¢.(x) devem satisfazer as sequintes condicoes:



- 595 -

a) ¢1(§) e nao-nula apenas em uma regiao 2 do dominio Q;

b} quando a regiao Q; envolver uma zona de restricao (condicao ini
cial ou de contorno) do problema, a correspondente funcio ¢i(§)
deve obedecer tambem tal restricao.

c) a colegao {¢i(5)} deve constituir um conjunto de fungoes orto
normais - em @,

Esta ultima condicdo exige que se tenha para izj

1]
o
-

b5 ¢ do
Q

0 que nem sempre e possivel. Aceita-se entao uma condi¢cdo de  "quase-
ortogonalidade" expressa por:

{
| 05 05 da << 1.

2

Com esta aproximacao da funcao f tem-se o problema de mi
nimizacao da integral:

I@)=[ Fix,c} da ,
Q

onde ¢ e o vetor cujas componentes sao os coeficientes c;. A solucao &
imediata, devendo-se ter:

51(c)
;0, 1=1,.|-,N,

BCi

o que fornece um sistema com N equacoes algebricas, cuja solucao sdo
os coeficientes C; desejados.
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No caso de aproximacao global, as funcoes ¢1(5) sao defi
nidas para todo o dominio @, nao se restringindo a regices particula
res. Nestas circunstancias, torna-se mais dificil satisfazer as condi
coes de particularizacao do problema, alem da dificuldade do estabele
cimento de funcoes ortogonais multidimensionais.

Uma das serias restrigoes a este metodo € que nem sem
pre e possivel converter a transformacac diferencial:

Df-v
em uma forma variacional do tipo €(F).

23.4 - METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS

Estes metodos utilizam o critério de residuos ponderados
para seu desenvolvimento. Assim, o primeiro passo consiste em caracte
rizar o residuo a ser considerado.

Dada uma equacao diferencial:
Df-v=20
e tomando uma funcao o{x} como aproximacao da so]ucio f(x),resulta em:
Do - v = R(x,9) ,
que & considerado residuo da aproximacﬁo;
Em seguida, estabelece-se uma funcao peso w(x) como medi
da da importancia relativa do residuo. Ap}ica-se-o critério dos reéi

duos ponderados, minimizando o erro medio dado por:

(
e = <UR(X,¢) %, Uwlx) &> = R,w> = | R(x,6) w(x) do .
: %

Y
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0s diferentes metodos resultam dos diferentes valores

atribuidos a funcdo peso w(x). Quatro metodos principais merecem refe

rencia:

a)

d)

Metodo de Galerkin - utiliza w(x) = ¢(x}, e o erro & minimiza
do pela condicao de ortogonalidade e=0 (ver Capitulo 18).

Metodo do Minimo dos Quadrados - utiliza w(x) = R(x,$), eamelhor
aproximacdo € obtida pelo minimo erro medio.

Metodo dos Momentos - utiliza um conjunto de fungoes peso
Wi(i) = qi(§), onde qi(i) pertence a um conjunto de fungoes 1i
nearmente independentes {qi(i)}, i=1, ..., Ne impoe as condi
coes:

<R, W> = 0, i=1, ..., N.

Metodo de Colocacao ("Collocation Method") - utiliza um conjun
to de funcoes peso:

we(x) = 8(x-x:), i=1, «ouy, N

e impoe as condigoes:

<R, W.> = 0, i=1, ..., N,

23.4.1 - METODO DE GALERKIN

Uma vez estabelecido o fundamento do metodo, € necessa

rio formalizar o procedimento seqliencial para seu desenvolvimento.

Dada a equagao diferencial:

Df-v=20
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e as condicoes restritivas para particularizacao do problema, admite
-se uma solugac aproximada:

N
o) = Loy o0
1=

onde as ¢i(5) satisfazem essencialmente os mesmos requisitos ja estabe
lecidos para o metodo de Rayleigh-Ritz. Desta forma, obtem-se um resi
duo dado por:

R(ia _C_) = D¢‘V »

onde E.é o vetor cujas componentes sao os coeficientes Cse

Escolhe-se a funcao peso w=¢ e impoe-se a condicao de or
togonalidade entre esta funcao e o residuo. Entao tem-se:

J Repde = 0 .
Q

A condicao suficiente para que a rela¢do de ortogonalida
de seja satisfeita e:

{ R¢i do = 0, i=1, ..., N,
Q :
que fornece um sistema de N equacoes algebricas, cuja solucao sdo  os
coeficientes oF desejados.
Como no metodo de Rayleigh-Ritz, a aproximacao pode ser

local ou giobal. A vantagem do método de Galerkin & o de ser sempre
aplicavel.
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23.4,2 - METODO DO MINIMO DOS QUADRADOS

0 procedimento seqiiencial do método do minimo dos quadra
dos e identico ao de Galerkin no que se refere ao estabelecimento do re

siduo.

Como fungao peso escolhe-se o proprio residuo e estabele
-se a condicao de otimizacao pelo minimo erro medio. Ent3o tem-se:

min ¢ = min J R? da .
Y
A condicdo de minimo erro medio e satisfeita quando todas

as derivadas parciais deste erro em relacao aos coeficientes c; forem
nulas. Isto fornece um sistema de N equacdes algebricas:

[2R3—R~dg=o, P21, s N,
Q

c.
8¢5
cuja solucao sao os coeficientes c desejados.

0 método do minimo dos quadrados e sempre aplicavel, e: a
aproximacao uti]izada pode ser local ou global.

Alguns autores {e.g. Chung, 1978) atribuem a este metodo
um melhor desempenho do ponto de vista de convergencia, mas uma desvan

tagem no que se refere a complexidade da fungao peso.

23.4.3 - METODO DOS MOMENTOS

0 desenvolvimento seqliencial deste metodo e identico ao
de Galerkin. Pretende-se com ele apenas uma simplificacao no processa
mento requerido para a obtencao dos coeficientes Cy-
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0 fundamento para a simplificacao do processamento ba
seia-se em duas consideracoes principais:

a) em virtude das condicOes restritivas do problema (inicial ou
de contorno), nem sempre as funcoes 9 sao as mais simples pa
ra a identificacao do espaco vetorial das aproximagoes;

b) para que a aproximagdo seja otimizada em relacdo a solucao, &
suficiente a ortogonélidade do residuo com relacao a um conjun
to de funcoes linearmente independentes {qi(i)}, i=1, ..., N,
que possa ser considerado como uma base do espaco vetorial das
aproximacoes.

0 exemplo mais classico e o caso unidimensional com apro
ximacdo polinomial. Neste caso, qualquer polinomio ¢1(x) sera uma com
binacdo linear do conjunto de monomios:

T, X, X2, X3, ... = {qi(x)} .
Assim, 0 conjunto de re]acaes de ortogonalidade:
<R, ¢.> =10, i=1, .., N
torna-se equivalente ao conjunto de re1ac§es:
<E’ﬂ‘>=0’ i=1, ..., N

do ponto de vista de otimizacao no espago vetorial das aproximagoes.

As caracteristicas deste metodo sao pois essencialmente
as mesmas do metodo de Galerkin.
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23.4.4 - METODO DE COLOCACAQ

0 desenvolvimento sequencial deste metodo e identico ao
de Galerkin no que diz respeito ao estabelecimento da funcao aproxima
dora ¢{x) e a caracterizacao do residuo R(x, c).

As fungdes peso, Wi(i) = 6(5_-54), e a condicao de erro
medio nulo para cada peso fornecem as relacoes:

<R, wi> = R(x;, ¢) =0, i=1, ..., N,

que constituem um sistema de N equacoes algebricas, cujas solugoes sao
os coeficientes Ci‘

Basicamente, este metodo consiste numa discretizacao do
problema e deve ser usado apenas quando se procura a solucao nas vizi
nhan¢as dos pontos Xy

23.5 - CONSIDERACOES GERAIS SOBRE 0S METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

Apenas no caso de aproximacao local, tem-se o metodo de
elementos finitos propriamente dito. 0 caso de aproximagao giobal cons
titui uma extensao deste. metodo.

0s metodos apresentados requerem, como hipotese fundamen
tal, que o espago vetorial, onde f e definida, contenha v e o resulta
do da transformacao Df. Isto.acontece nos espacos chamados Sobolev.
Nestas circunstancias, pelo menos quando o operador D admitir uma de
composicdo espectral discreta (Friedmann, 1966), as relacdes de ortogo
nalidade consideradas sao equivalentes a condicao de aprokimacio otima
(ver Capitulo 18): |
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As consideracoes do Ultimo paragrafo mostram que os méto
dos de elementos finitos constituem fundamentalmente dispositivos para
aplicacao da teoria das aproximacoes (Capitulo 18). Como tal,os erros
envolvidos podem ser avaliados com as tecnicas desenvolvidas no Capitu
1o 18.

Um outro aspecto do problema dos erros de processamento
diz respeito aos arredondamentos numericos envolvidos. Como basicamen
te:

3 Ic)
=0, =1, ..., N,

3C.i
no metodo de Rayleigh-Ritz ha wuma certa insensibilidade do metodo
com respeito a pequenas imprecisoes nos valores dos coeficientes. Em
virtude da eqliivalencia dos metodos, estabelecida quando D admite uma
decomposicao espectral, tal insensibilidade & preservada nos outros me
todos.

23.6 - EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

Uma aplicacao simples de utilizacao dos métodos aqui ex
postos € a solucdo da equacdo de Poisson (eliptica):

02 f - 9 f
+

3 x93yl

=V ,

com as restricoes:

v = constante ,
f=0 para x=0 e x=a,
f=0 para y=0 e y=0»>
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0 dominio 2 & o retangulo, no plano xy, limitado pelas
retas:
x=0, x=a, y=0, y=b .

Resolve-se 0 problema usando os metodos de Rayleigh-Ritz
e Galerkin. Em vista de sua simplicidade usa-se a aproximagao global.

23.6.1 - SOLUCAD PELO METODO DE GALERKIN

Escreve-se a funcao aproximadora mais simples para o pro
blema satisfazendo as restricoes especificadas, como:

b = ¢ x(x-a) y(y-b) .

0 residuo dependente da constante ¢ é:

R(c) = 204 220 | p¢ [x(x-a) + yly-b)] - v ,
o ax? gy?

e a condicdo de otimizacao que permite determinar ¢ torna-se:

arb
J ( {2c[x(x-a) + y(y-b)1 - v}
0/0

[cx{x-a) y(y-b)ldx dy = 0 .

Integrando o lado esquerdo da equacao acima resulta em:

_E [a3 ba(az_i_ba)] _ v a* b3 -0 ,
9{ 36

que fornece o valor:
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¢ = -(5/4) Y
a% + b2

23.6.2 - SOLUGAO PELO METODO DE RAYLEIGH-RITZ

No presente caso a determinacao da funcdo F e relativa
mente simples pela identificacao direta da equacao de Euler-Lagrange
(ver Exercicio 2 no final deste capitulo) com a equacao  diferencial
(de Poisson). Assim, obtem-se:

oF .3 (BFy 3 (afFy 3 By
of  ax afx 3y afy X oy

—V:O

que identificada termo a termo fornece:

a_F.= -y => F(.-.f.--) = -Vf L]
of
aF
—_= - == F(...f..-)='(1/2)f2 »
af X X §
X
oF
- = - = F(-..'F ...) = '(1/2)2 s
of, 7 y Y

de onde se tem finalmente:

F(X,y,f.fx,fy) = -(1/2) [f§4-f§4-vf(x,Y)] .

Considerando agora a funcao aproximadora ¢ que satisfaz
as condigoes restritivas do problema, tem-se:

¢ = cx(x-a) y(y-b} ,

¢, = c(2x-a) y(y-b) ,
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¢y = cx(x-a) (2y-b) .

A constante ¢ & determinada pela condicao de minimo da
integral:

que fornece a equacao:

£ [as b3 (a2 +b2)] + vadbe
45 36

0,

de onde se tem o valor:

c = -(5/4) —
a? + b?

Pode-se notar que a mesma solucao foi obtida pelos dois
metodos. O Ultimo processo apresenta entretaﬁto maior complexidade,
pois a determinacdo do residuo (método de Galerkin) & consideravelmen
te mais simples que a obtencdo da funcdo F (metodo de Rayleigh-Ritz).

23.7 - METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA EQUACDES INTEGRAIS

As equacoes integrais possuem um estreito re]acionamento
com as equacoes diferenciais parciais. Elas ocorrem quando a aplicacao
de um operador integral I, sobre uma funcao f, produz outra funcao Q.
0 relacionamento € representado por: |
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If =v.

Em geral, a aplicacao do operador integral pode ser re
presentada por:

If=[m,
Y

onde F e uma funcdo de f, das variaveis independentes e, eventualmente,
das derivadas da funcao f. Assim, tem-se:

J Fdp-v =0,
9]

Esta ultima relacao mostra a estreita analogia entre a
resolucao de equagoes integrais-e a aplicacao do metodo de elementos
finitosrés equacﬁeé diferenciais, 0 procedimento para a resolucao des
te tipo de equacdes @ similar ao apresentado anteriormente. |

Primeiramente, toma-se uma funcao aproximadora ¢ para a

funcao f. A uti1izac50 de ¢ no lugar de f provoca o aparecimento de um
erro integrado, dado por:

e(¢) = | Flo) dR-v ,

e a condicao de otimizacao @ minimizar este erro.

Como no caso de equacoes diferenciais, a aproximacao po
de ser local ou global. Em geral, ¢ e expressa como combinacdo linear
de funcoes ¢;. Isto permite que se escreva:
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0 que resulta em:
efc) = J Flc) da - v
)

onde c & o vetor cujas componentes sao os coeficientes Cie
Para minimizar (c) devem-se impor as condicoes:

Be(g)
=0 3 .i'_-‘lg -.-,N >

BC_I

as quais fornecem um sistema com N equacoes algebricas, cujas incogni
tas sao os coeficientes C. procurados. A solucac deste sistema e a res
posta ao problema.

As mesmas restricoes apresentadas para as funcoes ¢i de
vem ser respeitadas neste caso. Tambem s3o validas as considera¢oes da

Secao 23.5 para o caso de equacoes integrais.

23.8 - CONSIDERACOES ADICIONAIS SOBRE QS METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

Quando a funcao aproximativa e um polinomio idéntico ao
obtido pelo desenvolvimento de Taylor em torno de um ﬁonto 55, ha uma
equivalencia entre os metodos de elementos finitos e o de diferencas fi
nitas. Este ultimo pode, por esta razﬁo, ser considerado um caso parti
cular dos metodos aqui abordados. |

A eqiivalencia entre os metodos de Rayleigh-Ritz e Galer
kin nem sempre e verificada, como mostra um exemplo em Zamlutti (1984},

0 caso de problemas nao-estacionarios nao oferece maiores
dificuldades do que se considerar um dos X; como 3 variavel tempo. Qi
tretanto, recomenda-se previamente a tentativa de utilizar a tecnica de
separacao de variaveis para isolar a dependéncia temporal da dependéncia
espacia1 na solucdo. Este procedimento tem-se mostrado extfemémentéﬁti]
em muitos casos (veja Mathews, 1970; Morse and Feshbach,  1953;
SokoInikoff and Redheffer, 1958).



EXERCICIOS

Mostre que o operador de Euler-Lagrange para F(x, f, f') e dado
por:

Mostre que o operador de Euler-Lagrange para F(x,y,'f,fx, fy) e da
do por:

e.2 s s 1.8 5 1
of  ax | o{af/ax) 3y { a(af/ay)

Considerando o resultado do Exercicio 2, identifique a funcao F que
produz a equacao diferencial:

Encontre a funcao F para a equacao diferencial:

4’
dx?

«2f = V(X), X € (0,1) .

Aplique o metodo de Galerkin para solucao da equacao:

2
af i eo0,

dx?

com as condicoes restritivas:

1]
o
-

f=0 para x

f=0 para x

0]
—
-
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Utilize N=2 e a aproximacao global. Escolha as fungoes b; Qque sa
tisfa;em as condicoes restritivas do problema.

Repita o exercicio anterior utilizando o metodo do minimo dos qua
drados.

Repita o Exercicio 5 usando o metodo dos momentos e ortogonalizando
o erro com relacao as fungoes:

Repita o Exercicio 5 usando o metodo de colocagdo e impondo a condi

¢ao de erro nulo para os pontos:
x=1/3, x=2/3.
Resolva a equag¢ao integral:

1.
J F(x) dx = 20 |

0

utilizando o metodo de elementos finitos com aproximacaoc global e

duas funcoes:

¢r(x) = 1,  ¢,(x) = x .

Resolva a equacdo diferencial parabolica:
2

87f _of xe(0, 1), te(n, T)
ax? st

com as condicoes de contorno:

f(X, U) = a(x) ] XS(O’ 1)

f(0, t) = by (t) , te(0, T)



- 610 -

f(1! t) = bz(t) ’ tE(O, T)

usando o metodo de Galerkin e em seguida o de separacao de varia
veis. Compare os resultados.
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COMENTARIOS GERAIS SOBRE A BIBLIOGRAFIA

0 presente texto procura explorar ao maximo as ideias ge
radoras de metodos numericos e ndo estes propriamente ditos. A razao @&
evitar a obsolescencia observada em textos mais especificos (ver comen
tarios em Ralston e Rabinowitz, 1978).

0 leitor deve distinguir tres niveis de aprendizado do as
sunto:

a) familiarizacao com o material,
b) estudo propriamente dito,

c) pesquisa de assuntos especificos.
Quanto ao item (a) devem ser citadas as obras de carater introdutdrio:

CONTE, S.D. WNumerical analysis: An algorithmic approach. New York, NY,
McGraw-Hil1l, 1965. (McGraw-Hill Series in Information Processing and
Computers )

RENNINGTON, R.H. Introductory computer methods and numerical analysis.
London, MacMillan, 1970.

0 item (b) engloba a maioria das referencias citadas no texto, dentreas
quais se destacam, por serem as mais citadas na literatura, as seguin
tes:

DAHLQUIST, C.; BJORCK, A. WNumerical Methods. Englewood Cliffs,
Prentice Hall, 1974.

HAMMING, R.M. Numerical methods of scientists and engineers. New York,
McGraw-Hi11, 1962.

HILDEBRAND, F.B. Introduction to numerical analysis. New York,
McGraw-Hil11, 1956,

RALSTON, A.; RABINOWITZ, P. First course in numerical analysis. New
York, McGraw-Hill, 1978.
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YOUNG, D.M.; GREGORY, R.T. A survey of numerical mathematics.
Reading Addison-Wesley, 1972. v, 2.

Quanto ao item (c), o desenvolvimento deve comecar pelas coletanias de
artigos apresentados em conferencias, entre as quais sobressaem:

RALSTON, A.; WILF, H.S. Mathematical methods for digital computers.
New York, John Wiley, 1968. v, 1/2,

JACOBS, D. The state of the arts in nmumerical analystg. London,
Academic Press, 1977,

e pelos textos especificos sobre cada assunto, entre .0s quais se in
cluem os trabalhos basicos de:

CHENEY, E.W. Introduction to approximation theory. New York, McGraw-
Hill, 1966.

CHUNG, T.J. Finite element analysis in fluid dynamics. New York,
McGraw-Hill, 1978.

GEAR, C.W. WNumerical initial value problems in ordinary differential

equations. Englewood Cliffs, Prentice-Hall, 1971.

HENRICI, P. Discrete variable methods in ordinary differential
equations, New York, John Wiley, 1962.

TRAUB, J.F. TIterative methods for the solution of equations. New
Jersey, Prentice-Hall, 1964.

0 material aqui apresentado inclui informacoes complemen
tares provenientes das sequintes revistas:

1} Journal of the Association for Computing Machinery. New York,

2} Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics.
Philadelphia.

3) SIAM Journal on Numerical Analysis. Philadelphia.
4) SIAM Review. Philadelphia.
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No tocante a implentacac dos metodos ao nivel elementar
(1inguagens Basic e Fortran), o leitor encontrara valiosos:subsidios em:

CARNAHAN, B.; LUTHER, H.A.; WILKES, J.0. Applied numerical methods.
New York, John Wiley, 1969.

FORSYTHE, G.E.; MALCOLM, M.A.; MOLU, C.B. Computer methods for
mathematical computations., Englewood Cliffs, NJ, Prentice-Hall, 1977.

PENNINGTON, R.H. Introductory computer methods and numerical analysis.
London, MacMiilan, 1970.

Para um tratamento profissional do assunto nao pode ser dispensada auti
lizac3o de linguagens algoritmicas (Algol e Ada por exemplo}, bem como
a consulta a textos especializados no assunto, dentre os quais se desta
cam;

KNUTH, D.E. Seminumerical algorithms. Reading Addison-Wesley, 1981.
v. 2.

Collected Algorithms from CACM Association for Computing Machinery Inc.
New York.



