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Apresenta-se um conjunto de métodos que, dentro da teoria das 
aproximaçées, são englobados num mesmo contexto com a denominação de méto 
dos autocorretivos. A característica comum do conjunto é a possibilidade de 
determinar soluç6es que sucessivamente vão se aproximando do resultado exa 
to desejado. Nos métodos apresentados, neste volume, o erro tolerado na 
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não se possa ter uma noção exata do trabalho computacional necessário para 
obtenção da precisão desejada. Este volume contém os capítulos finais da 
terceira parte (Análise de Métodos Numéricos) do trabalho sobre os fundamen 
tos da Análise Numérica, iniciado com a Publicação INPE-1937-MD/005. 

Complemento das publicaç6es INPE-1937-ffl/005 (Volume 1) e INPE-5088-1,1D/043 
(volume 2). 
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ABSTR4CT 

Under the denomination of self-correction rnethods, a set 
of rnethods are collected within the some context for the theory of 
approzimation. The set is characterized by the possibility of refining 
successively the solutions until a prescrihed accuracy is obtained. 
Rowever, in the rnethods presented here the cnvount of conrputational 
work required to obtain the desired accuracy cannot be predicted. This 
volume presents the last chapters of the third part of the work 
"Análise de Métodos Numéricos" (Analysis of Nw,ierical Methods), which 
started with the publication INPE-1937--MD1005. 
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TERCEIRA PARTE 

ANALISE DE METODOS NUMÊRICOS 

- MÊTODOS AUTOCORRETIVOS - 



CAPITULO 20 

SOLUÇÃO DE • EQUAÇOES NÃOLLINEARES 

20.1 -INTRODUÇ0 

Os tipos de equação de interesse prático em anãlise numé 

rica podem ser colocados na forma geral: 

o que de imediato sugere a aplicação dos métodos iterativos e de relaxa 

çffo para encontrar o valor de v. Como estes métodos utilizam a pr6pfia 

equação '11(v) = O para aprimoramento de soluções aproximadas, eles §ão 

por vezes chamados autocorretivos. 

A aplicação dos m&odos iterativo 	de relaxação nem sem 

pre é simples e depende decisivamente de uma boa aproximaão inicial pa 

rã o seu sucesso. interessante, então, dispor de métodos diretos que 

permitam a transformação inversa: 

v = 	f(v)i = 

ainda que apenas aproximadamente. 

Neste capitulo, inicia-se o tratamento de equações, com o 

objetivo de encontrar a solução de equações não-lineares. 

Inicialmente, prefere-se a abordâgem unidimensional,a fim 

de proporcionar ao leitor um melhor entrosamento com o problema. 

Na forma unidimensional, as equações não-lineares 	englo 

bam basicamente dois tipos de problemas de maior incidência prãtica: 

a) determinação de raTzes reais de equações transcendentais da for 

ma f(x) = 0; 
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b) determinação de todas raTzes, reais ou imaginárias, da equação 

polinomial 

p(z) = 0, 

sendo n o grau do polin6mio. 

A ocorréncia de raTzes imaginárias em equações transcen 

dentais constitui caso raro e, por isto, não será aqui discutida. 

O probiéma de sistemas de equações não-lineares e progra 

mação ngo-iinear será brevemente discutido, após o tratamento do caso 

unidimensional 

20.2 - SOLUÇÃO DE EQUAÇES TRANSCENDENTAIS UNIDIMENSIONAIS, 

As equações transcendentais unidimensionais podem ser co 

locadas na forma genérica: 

f(x) = 0, 

cuja solução é: 

x = f 1 	f(x)1 = 

sempre que exista a função inversa f'. Nestes casos, pode-se aplicara 

interpolação inversa e obter 	a solução diretamente. 

Como nem sempre é possTve1 usar o método direto, os méto 

dos deaproxirnaçõds sucessivas adquirem importância à medida que possuam 

convergência garantida e rápida. Estes métodos são apresentados a se 

guir. 
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20.2.1 - APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS INDEPENDENTES 

No caso de aproximaç6essucessivasihdependefltes desta 

ca-se pela sua importância o método do bisseccionamento, que consti 

tui a aplicação imediata do teorema de Boizano (Apostol, 1957); 

Tëózëma: Se f(x) è continua em [a, b, e o produto f(a)f(b)<O, 

então f(x) possui pelo menos uma raiz em [a, b ]. 

1) Método do bisseccionaniento 

Seja o intervalo [a, b , tal que f(a) f(b) < O. 	Tem 

-se então pelo menos, uma raiz de f(x) dentro deste intervalo. Chaman 

do• x 1  a e x2  = b, calcula-se f(x) • para xm = Se 

f(xi) f(Xm)  >0; faz-sexj=xe repete-se o processo. Em caso contrário, 

faz-se x 2  = x, e repete-se o processo. Assim, o intervalo dentro do 

qual a raiz se encontra ë reduzido à metade. cada vez que o processo 

repetido. 

Após n repetiç6es do processo, a amplitude do intervalo, 

em que se encontra uma raiz de f(x) estarã reduzida a: 

Ax = ( b - 

Assim, os valores de x 1  e x2  para a enésima repetição aproximarão a 

raiz com um erro que não excede à amplitude àx. 

Pode eventualmente ocorrer que durante o processo se ob 

tenha f(xm) = 0. Neste caso, interrompe-se o processo porque o valor 

de x   è a raiz procurada. 
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O método do bisseccionamento é sempre convergente, mas 

não se aplica a raTzes de multiplicidade par, pois neste caso não são 

satisfeitas as condições do teorema de Bolzano nas vizinhaças dessas 

raizes. 

2) Método da falsa posição (Regula Falsi) 

Este método também é uma aplicação do teorema de Bolza 

no e pode ser considerado como uma variante do método do bissecciona 

mento. A diferença entre esses métodos está no cálculo do ponto x 

que, no presente caso, é dado pela, intersecção da corda que une os pon 

tos (x 1 , f(x.1 ))a (x 2 , f(x2)) como eixo dos x. O valor de x será en 

tão calculado pela expressão: 

X = x 1  + 	 ( x - x 1 ) 

+ If(x2 )I 

A convergência do método da falsa posição é garantida pe 

lo seguinte teorema: 

Teónrna: o método da falsa posição converge em todos os casos de 

sua aplicação. 

Prova: basta provar que x1 < x  < x 2 , o que implica a redução da 

amplitude do intervalo (x 2  - x 1 ), a cada repetição do pro 

cesso. 

Como por construção x1 < x  < x 2 , exceto quando f(x 1 ) =. O 

OU f(X2) = O, o teorema está provado, pois se f(x 1 ) ou f(X2)se anula, 

o valor desejado da raiz já foi atingido. Uma demonstração mais rigo 

rosa pode ser encontrada em Young and Gregory (1972). 
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Para examinar a rapidez da convergência, basta reescre 

ver a expressão para o cálculo de 
x   na forma: 

X = X1 + 
	

X I  < Z < X2. 

Assim, a velocidade de convergência depende do comporta 

mento da relação: 

O método da falsa posição apresenta as mesmas restrições 

que o do bisseccionamento para o caso de raízes de multiplicidade par. 

Quando a função f(x) apresenta um comportamento monot6 

nico, no intervalo (x 1  , x 2 ), a amplitude do intervalo apõs uni grande nG 

mero de repetições do processo :tendea um valor limite, dado por: 

1 X2 -  xli =  d # O. 

Nestes casos, a convergência é, em geral, mais lenta dm que noscasos 

em que a amplitude do intervalo. 1x 2  - X111 tende a O. 

3) Modificação dos métodos para -.o caso de raízes múltiplas 

A primeira vista pode parecer ao leitor que, no caso de 

raízes de multiplicidade par, não se dispõe de nenhum método para en 

contrar uma aproximação inicial para a raiz da equação f(x) = O. A se 

guir, motra-se um artifício que permite contornar este problema. 
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Teorema: A equação 

U(x) = O 

com 

u(x) = _ f(x) 
f ,  (x) 

possui as mesmas raTzes da equação f(x) = O, mas com mui 

tiplicidade simples. 

Prova: Seja x o ponto para oqual f(x)=O com multiplicidade m. 	A 

função f pode então ser decomposta como o produto de duas 

funç6es, na forma: 

ff(y) = 	- x)
m 
 g(y) 

com g(x) - O. Neste caso, a função u(y) assume a forma: 

u(y)=(y-x) r 	g(y)
1 - mg(y)+(y - x) gÍ(y) 

Como g(x) -+ O, o limite para y + x é o mesmo nos dois 

casos, f(y) e u(y), e vale O. Assim, u(y) possui as mesmas raizes de 

f(y), mas com multiplicidade simples. 

A utilização da função u(x), no lugar da função 	f(x), 

permite empregar os métodos do bisseccionaniento e da falsa posição, 

mesmo nos casos de multiplicidade par das raizes. Elimina-se assim a 

restrição de aplicabilidade desses métodos. O artificio aqui apresen 

tado pode ser usado também em conjunção com todos os métodos que se se 

guem, razão pela qual não se discutirá o problema de raizes multiplas 

nos métodos súbsequefites. 
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20.2.2 - APROXIMAÇÕES ENCADEADAS, BASEADAS EM RELAXAÇÃO 

Os métodos baseados em relaxação utilizam a própria 

igualdade: 

f(x) = O 

para corrigir um valor aproximado, xk da solução, x, do problema. 

Considerando--o desenvolvimento de Taylor até o 	ter 

no linear, pode-se escrever: 

f(x) = f(xk) + (x 
- 

xk) f'() = 0, 

sendo 	uru ponto intermediário entre x  e x. 

Como não se conhece o valor de E , não se pode determinar 

exatamente o valor de x, mas é possivel, utilizando a.: expressão ad 

na, calcular um 'refinamento", Xk+l para a aproximação da solução. 

Assim, tem-se: 

f(xk) 
Xk+1 = x  -  

onde e é uma aproximação para e , com a restrição de que no limite: 

x, 	~ X. 

Da forma utilizada para calcular 	derivam os 	di 

ferentes métodos. Destacam-se pela sua importância os métodos da 	se 

cante e de Newton. 



n 

1) Método da Secante 

Este método usa a aproximação: 

k )  

	

f(xk) - f(x 	) k-i 

xk - Xk l  

e, ento, a f6rmula de recorrência torna-se: 

- xk l ) 
Xk+l = Xk - 	 _ 

f(xk) - f(xkl) 

Para que haja convergência local, é necessério que: 

IXk+  - Xk 
<1, 

IXk_X k-i 

o que ocorre somente quando f(xk) e  f(xkl)  possuem sinais opostos. 

Entretanto considerando a convergência global, é possível, em ai 

guns casos, dispensar esta condição (Raiston, 1965) 

Pará problemas localmente convergentes, é simples deter 

minar uma estimativa para o erro, que é dado por: 

f(xk) 
E = 	- Xk+l = 
	

- Xk +  IX 
' 

Recordando que:, 

f(xk) 
X = x -- r 
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e desenvolvendo 	f'() em série de Taylor em torno do ponto C
k9 
 tem 

-se: 

f(xk) f"(ri) 

f'R) f(ck) 

Como foi admitido que a função possui sinais opostos pa 

ra pontos consecutivos, então 	e rj estão compreendidos no intervalo 

limitado pelos pontos x  	e Xkl.  Supondo-se também 	e 	muito 

prõximos, pode-se limitar o erro por: 

f(xk) 	(nk) 2  
F < 	- X 	 1 	-  

k-1 	
L'kfl2 	

k-i 

onde 	é uma estimativa de f'(n),  que pode ser calculada por: 

- fRkl) = _________________ 
Xk_Xkl 

Para analisar a estabilidade do método, são feitas as 

seguintes consideraçées iniciais: 

a precisão, e, requerida para o cãlculo de x é bem maior nume 

ricamente que o erro, 5, introduzido nos arredondamentos 	do 

computador; 

o erro sS não altera muito os valores 	a ponto de perturbar 

a estrutura do método. 

Nessas condições, o valor é 	subistituTdo por 	um 

valor c k' que ainda tem a 	propriedade: 

lini 
XkX 
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A equação básica para o cálculo da propagação de erros é: 

f'(xk) 

i+i 
	 = 

+ 

onde se supõe que as primeiras derivadas podem ser confundidas, havendo 

assim o cancelamento. Esta última expressão mostra que o método da se 

cante é um método estável (ver Capftulo 6). 

Este método possui algumas vantagens que o tornam preferi 

do, mesmo em comparação com métodos mais sofisticados. Asprincipais van 

tagens são: 

- o método não exige o conhecimento prévio das derivadas de f(x), 

que são calculadas numericamente; 

- o método permite também o cálculo da raiz de equações do 	tipo 

f(x, Yi, ••' 'n = 0, onde yi = 	i = 1, ..., n; 

- o método não requer o uso de dupla precisão, apesar de envolver 

diferenças de números próximos quando se aproxima do valor dese 

jado (Ralston, 1965). 

2) Método de Newton 

O método de Newton também chamado Newton Raphson, ou méto 

do das tangentes, emprega a aproximação: 

= f'(xk) 

que resulta na fórmula de recorrência: 

f(xk) 
x 	= x -  k+i 	k 	

f'(xk) 
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Para que haja convergência local, deve-se ter: 

IXk+l  - 	= 	f(xk) ''(xk_l)I 	

1, 
Xk - Xkj 
	

jf(xk-i ) f'(xk)l 

que pode ser facilmente testada no decorrer do programa. 

O cálculo do erro deste método é idêntico ao cálculo já 

efetuado para o método da secante. A única restrição é que o ponto 

estara compreendido entre os pontos xkl  e x. O limite do erro 	pode 

então ser escrito diretamente como: 

f(nk) 
- Xkli 2  1 

f'(xk)I 

A análise de estabilidade é idêntica à do método da se 

cante e a conclusão também é a mesma, ou seja, o método de Newtonées 

tável. 

O método de Newton não apresenta as mesmas vantagens do 

método da secante, pois requer o cálculo da primeira derivada em cada 

ponto calculado. 

20.2.3 - APROXIMAÇOES SUCESSIVAS ENCADEADAS, GERADAS POR ITERAÇAO 

Os métodos de iteração baseiam-se na construção de uma 

relação. de dependência funcional entre a solução e uma função dessa 

solução. Esta dependência funcional pode ser colocada na forma: 

x = 	(x) 

que é conhecida como iteração com um ponto, sem memória. 
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Outras formas de iteração são construTdas com o intuTto 

de acelerar o processo de convergência ou melhor utilizar as informa 

ções conhecidas. destacam-se as formas: 

a) Iteração com um ponto e memória: 

x = $(x, 	) 

onde 	o vetor construido com um conjunto de pontos aproxi 

madores da solução. 

5) Iteração com múltiplos pontos sem memória: 

x = • rx, v (x) , 

onde v(x) indica um conjunto de funç6es que devem ser recalcu 

ladas para cada ponto novo. Difere da forma anterior por não 

usar resultado jã calculado. 

c) Iteração com múltiplos pontos e memória: 

x = •[x, v(x); 	, v() j 

onde ,v() especificam a contribuição de outros pontos apro 

ximadores da solução, em geral já calculados no processo de 

recorrência. 

A seguir, apresentam-se os 	processos de construção de 

formas iterativas, com uma breve discussão de seus aspectos principais! 

1) Método Iterativo com um ponto, sem memória 

Considere-se a equação f(x) = O. Então,tem-se também a 

equação: 

h(x) f(x) = O, 
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onde h(x) é uma função que não se anula no intervalo (a, b),dentro do 

qual o valor de x está compreendido. 

Pode-se então escrever que: 

x = x + h(x) f(x) = 

e o processo de recorrência é gerado pela sequência: 

k+i = (xk) = Xk + h(xk) i(( k ) 

Para que haja convergência, é necessário que 4(x) satis 

faça a condição de Lipschitz no intervalo (a, b), com ['4 < 1 (ver Ca 

pitulo 6). 

Introduz-se agora o conceito de "Ordem de Iteração". 

Defíhição: Diz-se que uma iteração é de ordem m, se: 

(x) = ... = 

onde x é a raiz da equação f(x) = O. 

Desenvolvendo •(y) em série de Taylor em torno do pon 

to y0  = x, mostra-se que para iteração de ordem m 	tem-se: 

- 	
m 

= (y - x) 	• (m) 

onde 	é um ponto compreendido entre x e y. Segue-se então que: 

(xk - X)m 	
(m) 

Xk+l_X 



Esta última expressão permite analisar a 	convergência 

das iteraçées de ordem superior (Berezin and Lhidkov, 1965). O valor de 

m é também chamado ordem de convergência do processo. 

A forma para gerar iterações de ordem superior é 	sim 

pies. Basta impor a condição 

= O, k = 1, ..., m, 

para obter o valor de h(y) e suas derivadas no ponto x. Pode-se, 	as 

sim, usar a fórmula de Taylor para representar h(y). Como exemplo, im 

pondo-se a condição '(x) = O, obtém-se h(y) = - l/f'() que resulta 

na mesma expressão dos métodos de relaxação. 

Uma discussão sobre vantagens e desvantagens da aplica 

ção de iterações de ordem superior pode ser encontrada em Traub 

(1964). 

A expressão que se obtém com o método aqui apresentado, 

para geração de iterações de ordem superior, coincide com a expressão 

do chamado método de Schrôder (Korganoff, 1962). 

A estabilidade dos métodos iterativos jã foi discutida 

no caso geral (Capitulo 6). Sua particularização para os casos emdis 

cussão é imediata. 

2) Método iterativo com um ponto e memória 

A obtenção de métodos iterativos com memória é feita a 

partir de fórmulas interpoladoras, ou do uso da fórmula de Tayior, em 

pregando pontos já calculados como "memória" para obtenção de es 

timativa das derivadas (Traub, 1964). Apresenta-se aqui apenas uma 

forma simples, baseada na fórmula interpoladora de Newton. 
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Considere-se a fórmula interpoladora de Newton: 

N(x) = f[xk ] + (x - Xk) f[x k  X 
1 
 ] + 

+ (x - x 
k  ) (x - xk l ) f[xk  xk 	x] 

Fazendo N(x) = O e reagrupando os termos, resulta em: 

f(xk) 
X = Xk_ 

f[x k . X 	1 k-i 	k-i + (x - x 	) f[xk Xk 	x] 

Usando x = x 
k+i 

 do lado esquerdo desta expressão 	e 

x = x 
k-2 

 do lado direito, obtem-se a fórmula de recorrência: 

f(xk) 

Xk+i = x  - 
fíxx 	]+(x 	-x 	)f[x,,x,x 	] k k-i 	k-2 	k-i 	 k-2 

que possui uma identidade formal com as fórmulas resultantes de relaxa 

ção. De fato, o denominador da expressão acima nada mais é do que uma 

forma mais aprimorada para calcular f'(). 

Assim, desprezando a última parcela do denominador, obtém 

-se a conhecida expressão do método da secante. 

Pode-se demonstrar facilmente que o erro deste método pos 

sui o mesmo limite que o do método da secante, não apresentando 	assim 

decisiva vantagem. De fato, para conseguir melhores resultados, 	devem 

ser usadas iterações de ordem superior conjuntamente com diferenças fi 

nitas para o calculo das derivadas. Estes métodos não são aqui discuti 

dos. 



n 

3) Método iterativo com vários pontos sem memória 

Uma forma possível e simples de gerar estes métodos ba 

seja-se nas duas equaç6es primitivas: 

f(x) = O 

x = 

de onde se pode escrever que: 

$(x) = $ (x) + h(x) f[ «x) j, 

onde h (x) é uma função que não muda de sinal no intervalo (a, b),den 

tro do qual se encontra o valor desejado, x, da raiz. 

A função iterativa é então gerada pela sequência: 

= 	
+ h(x) f [k(x) J 

q(x) = x, 

sendo h(x) escolhida para aumento da ordem de convergência. 

Como exemplo seja: 

h(x)=-1/f(x) e k = 3. 

Tem-se então: 

3
(x) = x - f(x) - 

f'(x) 

f [ x - f(x)/f'(x) j 

f ,  (x) 
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e o processo de recorrência dado por: 

x. 1+1 =3(x.) 

A função •3(x) pode ser colocada na estrutura formal 

[x, v(x)], fazendo-se: 

V1(x) = - _ f(x) 
f ,  (x) 

V2(x) 
= - f[x - f(x)/f'(x)] 

f'(x) 

Para a implementação do método em computadores, não é ne 

cessãrio explicitar a forma analTtica de como foi feito no exem 

pio acima. Os valores k(x)  são obtidos para cada ponto x., usando-se 

processo de recorrência para o cãlculo de 

O efeito da recorrência de 	na convergência do mêto 

do, pode ser facilmente mostrado. Chamando: 

Ek,.1 
= x. - 

1 

e usando a fórmula de recorrência para cãlculo das k(x)  tem-se: 

E 2  
Ek 	= E . + E 	h(x.) f'(x) - _k—'i h(x) f"(x 1 ) + k, i 1 2 

onde f[k(x)]  foi desenvolvida em série de Taylor em torno do ponto 

x. e h(x) f(x)  foi suposto nulo. 

Para h(x) = - 1/f'(x), resulta aproximadamente em: 

E 2 	f"(x.) 
Ek1i 	

k,i 	1 

2 	f(x1) 
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e finalmente: 

f"(x 1 ) 	k 

= L 2 	f'(x) 

Esta última expressão ilustra o efeito da utilização de 

de vários pontos em confronto com a. iteração que usa um único ponto. 

4) Método iterativo com vários pontos e memória 

A função iterativa, neste caso, pode ser gerada pela mes 

ma fórmula de recorrência do método anterior, ou seja: 

= k(x) + h(x) 	: *k 	I - 

Neste caso, entretanto, a função inicial 1 (x) é dotada 

de memória. Pode-se usar, por exemplo, a expressão do método da secan 

te: 

f(x.) 
ti(x)= x i  - 	-1 

L x, x11 J 

Este método possui essencialmente as caracterTsticas de 

convergência do método anterior, acrescidas das vantagens de uma fun 

çio iterativa inicial, rapidamente convergente. 

20.3 - SOLUÇÃO DE SISTEMAS DE EQUAÇOESTRANSCENDENTAIS,PROGRAMAÇAO NÃO 

-LINEAR. 

O sistema de equações não-lineares: 

..., vn) = O, 	i = 1, ..., n 



n 

escrito em notação vetorial 

P (v) = O 

que é a equação básica para o desenvolvimento do método de relaxação. A 

solução do problema, colocado nesta forma, já foi discutida no CapTtulo 

6, que engloba os métodos iterativos e de relaxação. 

O problema de encontrar a solução de um sistema de equa 

ç6es não-lineares pode ser convertido no problema de otimização de fun 

ções não-lineares de várias variáveis. Para isto, basta construir a fun 

çao: 

g(v) = < v(v), ¶(v) > = 	
j2  que possui um mTnimo 'v(v) = O. 

A recTproca é verdadeira, pois a procura de valores extre 

mos locais é equivalente à solução do problema deequaçães não-lineares: 

ag(v) 
- =0 	, 	 i=1,...,n 

av j  

20.3.1 - MtT000 DO GRADIENTE 

O mktodo do gradiente é também denominado método do de 

clive máximo (steepest descent). 

O gradiente da função g(x) é um vetor d de componentes: 

ag(v) 
di= _____ 

Dv. 

que indica a direção de máxima variação da função. 
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Inicia-se o processo de recorrência supondo 	que 	o 

vetor 4 constitui uma aproximação da solução. Faz-se o aprimoramento 

da solução pelo vetor: 

Obtém-se o valor de t impondo 	a condição da função: 

f(t) = g (xo - t d) 

ser minima. 

Para obter este valor de t, é necessário calcular o 

valor da função g para um conjunto de pontos. 

Para obtenção do mínimo o método do gradiente pode ser 

usado recursivamente, agora sobre a função f(t). 

Obtém-se o processo iterativo a partir da recorrência, da 

aproximação de ordem k para a aproximação de ordem k+1, resultando em: 

k+' 	-k 	tk4k 

'k(tk) 	g(y - tk 4k 

Uma grande quantidade de operações está envolvida na ob 

tenção de cada aproximação no método do gradiente. Para sirnplificã 

-lo, prefere-se, por vezes, usar apenas a máxima derivada de cada pon 

to, ao invés de todas as derivadas. Para a aproximação de ordem k, te! 

-se: 
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dik = max dik. 	•1 = 1, ..., n 

Dg(v) 
dik= 	- 

v. 

=- tk di k  

onde jj é o versor da direção j. Como apenas a componente desta dire 

çâo é afetada, seu valor v 
k+1,j  pode ser calculado diretamente, pois 

ele é a solução da equação: 

= O 
av. 

3 

Dispensa-se assim o processo iterativo para o cãlculo do valor 

Embora nesta variante do métodosejam necessárias mais 

iterações, no compto geral ela torna-se competitiva por economizar a 

recorrência no cãlculo de tk• 

20.4 - SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES ALGEBRICAS. 

Os métodos .discutidos anteriormente podem ser aplicados 

também 	equação do tipo: 

Pn(z) = O, 

onde Pn  (z) é um polinômio de grau n. Como, entretanto, várias raTzes 
diferentes podem estar contidas dentro de um intervalo relativamente 

reduzido, este problema possui maior complexidade. 
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O tratamento das equações algébricas será aqui desenvol 

vido em 3 etapas: 

separação das raízes, 

aproximação segura de uma solução, 

aprimoramento de soluções aproximadas. 

20.4.1 - SEPARAÇAO DAS RAIZES 

Historicamente, a regra de sinais de Descartes parece 

ter sido a forma mais eficaz de que se dispunha para a separação das 

raízes. Atualmente, sua relevncia é devida à sua simplicidade e impor 

tância para a compreensão de métodos mais eficazes. 

- Reqras de Sinais de Descartes 

O número de raízes positivas de Pn() = O nunca é maior 

que o número de variações de sinais na seqüência de coeficientes a 0 , 

a 1 , a 2 , . . . a  omitidos os coeficientes nulos. 

O limite do número de raízes negativas pode ser obtido 

usando este mesmo teorema para os coeficientes a, i = 0,...n,' do 

polinômio Pn(t)  onde t =-z, pois as raízes positivas de Pn(t) = O so 

as raízes negativas de Pn(z) = O. 

A regra de sinais pode também ser usada para determinar 

se as raízes excedem um valor escolhido M, quando aplicada ao polin6 

mio 

O limite do número de raízes positivas e negativas, da 

do pela regra de Descartes, nem sempre é atingido, daí a necessidade 

de métodos mais eficientes para a determinação do número exato de rai-

zes reais. 0 teorema de Sturm é usado com este propôsito. 
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Antes 	do 	teorema 	de 	Sturnf; apresenta-se 

o cálculo do máximo divisor comum entre dois polinômios. 

1) Máximo Divisor Comum entre dois polinômios 

Dados dois polinômios: Pn(z) de grau n, e Tm(z)de grau 

m, chama-se máximo divisor comum entre eles o polinômio 0k(z) do 

maior grau k, que divide exatamente tanto P(z) como Tm(Z)• 

O máximo divisor comum (m.d.c) no é único, pois 	se 

é 6 ih.d.c.entre 	e Tm(z) então c Qk(z) com c urna constan 

te arbitrária também éo m.d.c. entre 	e Tm (Z) 

O processo para encontrar o rn.d.c. entre dois polinômios 

é análogo ao processo para encontrar o m.d.c. entre dois números. 

Seja n ~ m. Pode-se dizer que: 

Pn 	m 
(z) = T (z) q 1 (z) + r 1 (z) 

ou reescrevendo-se: 

rm T(z) 
P 
n 
 (z) = r1(z) L 	q1(z) + 

r, (z) 

De modo análogo, pode-se obter sucessivamente: 

Tm(Z) = r 1 (z) q 2 (z) + r 2 (z) 	= r2(z) 1 11 1z q2 (z) + li 
r2(z) 

r r2(z) r1(z) = r2(z) q 3 (z) + r3(z) 	= r3(z) 	q 3 (z) + 1] 
-r3(z) 

r (z) = r 	(z) q 	(z)+r 	= r 	1 q 
P+2 

 (z) + lJ 
p 	p+i 	p+2 	p+2 	 r 	.(z) 

p+2 
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Seja i o menor Tndice, tal que r+2(z)  =0. Segue-se, que 

r(z) = r. 
1 	

(z) 

	

+1 	
q(z) 

e assim: 

l i - , 	1 	1 
(z) = r.(z)q. +11  (z) + r.+i 

(z) = r•1+11 
(z)[q. 

+i1  
(z)q. 

+2 
(z) + 1 1  ; 

então pela lei de recorrência, o fato de r'(z)  ser múltiplo de r+1(z) 

implica que r(z)  tamêm o seja, e assim sucessivamente 

etc., serão mültimplos de 	(z). Segue-se que Tm(Z)  e  Pn.(z)  também se 

rão múltiplos de r(z).  O polinômio r +1(z)  assim encontrado, é o po. 

linômio de maior grau que divide exatamente P(z) e Tm(z).  Logo, 

r +1 (z) = Qk(z) = m.d.c. {Pn (Z) Tm(Z)]• O esquema abaixo é a forma prã 
tica de execução das divisões sucessivas para o cãlculo do m.d.c. 

QUOCIENTE q-(z) q(z) q(z) q ~ 1 (z) q ~ (z) 

P 	(z) Tm  (z) (z) F 	(z) 1' 	(z) f'. (z) T'. 	(z) 
n 2 1  1+1  

RESTO ± r.(z) 1' 	(z) 1' 	(z) F 	(z) O 
1 2 3 4  

Pela prõpria definição do m.d.c., multiplicações por cons 

tantes durante o processo de divisões sucessivas não alteram o valor do 

m.d.c.. Assim, para não trabalhar com números fracionãrios, usualmente 

multiplica-se o resto r(z) por uma constante ai,  tal que o polinômio 

aT'(z) só possua coeficientes inteiros. 

2) SeqUências de Sturm 

Definiç5o 2 - Seja f1 (z), ..., f,.(z) uma seqüência de 	polin6 

mios. Esta é a chamada seqUência Sturm em (a,b), 

podendo a e b serem infinitos, se satisfazer as 

duas condições: 
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fn(z) não se anula em (a, b). 

Para todo zero de f(z), K = 2, ..., n - 1, as 

duas funções vizinhas são diferentes de zero 

têm sinais opostos, te., fK_ l (z)  fK+iz) c O. 

Definição 2 - Seja {f.(z)} uma seqüência de Sturm em (a, b) com n 

elementos. Considere-se um ponto z 0  de (a,b),tal que 

f1(z 0 ) 4= O. Define-se então V(z 0 ) como o número de 

variações de sinal de seqUência {f(z 0 )} desprezando 

-se seus valores nulos. Se a é finito, V(a) é defini 

da como V(a+E) com e suficientemente pequeno para que 

nenhuma das funções f(z) se anule no intervalo 

(a, a+c). Analogamente, define-se '1(b) para  finito. 

Se a = - w, V(a) é definido pela variação de sinais 

{lim f.(z)}. Analogamente, define-se '1(b) com b=+'°. 
x-. 

Definição  - Seja R(z) uma função racional. Define-se o indice de 

Cauchy de R(z) em (a, b), CR(a,  b) como a diferença 

entre o numero de vezes que R(z) salta da- parato' 

e o numero de vezes que R(z) salta de + 	para 

quando z varia de a até b. 

- Teorema de Sturm - Seja {f(z)} uma seqüência de Sturm em (a,b) 

e R(z) = f2(z)/fi(z). Se f, (a) 	O 	e 

f 1 (b) 	O, então: 

C(a. b) = '1(a) - '1(b) 

Prova: O valor de V(z) não se altera quando z passa por um zero 

de f(z), ic = 2, ... , n -1 por causa da restrição imposta 

na Definição 1 acima. Assim, o valor de V(z) sô se altera 

quando f 1 (z) passa por um zero. 
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Por outro lado, sendo z0  um zero de f 1 (z), ele não 	um 

zero de f2 (z) pela definição 1. Assim, se z 0  é um zero de multiplici 

dade par, V(z) não muda quando z passa por z 0 . Entretanto, se z 0  é um 

zero de multiplicidade Tmpar, V(z) aumenta de uma unidade, se f 1 (z) e 

f 2 (z) possuem o mesmo sinal H esquerda de z0 , e decresce de uma unida 

de, se f 1 (i) e f2 (z) possuem sinais diferentes a esquerda de z0 . Tam 

bém o 9'ndice de Cauchy não se altera se a multiplicidade da raiz de 

f 1 (z) = O for par, e varia de uma unidade se ela for Tmpar, exatamen 

te como a variação de V(z), o que demonstra o teorema. 

Pode-se agora aplicar o teorema de Sturm para a determi 

nação do número de raízes reais de uma equação Pn(z) = O. 

Considere-se o processo para encontrar o m.d.c 	entre 

e sua derivada P(z): 

Pn(z) 	= 	q(z) P(z) 	+ r(z) 

r p 	p+2 
(z) 	= q 	(z) r p+1 	 p+2 

(z) 	+ r 	(z) 

r. 
1-1 	1 

(z) = 	q . + 1 	' 
( z 	r i (z) 

Seja a seqüência f(z). j = 1, 	de polinômios: 

f1(z) = P(z) 

f 2 (z) = P'(z) 

f(z)=q (z)f -f (z), 
K+2 	K+Z 	K+3 

f. 1 (z) = q 1 (z) f1(z) 
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Assim, os f(z) so os restos r(z) do processo do cá] 

culo do m.dc. afetados por uma constante multiplicativa. 

Conforme mostrado anteriormente,nessas condições f(z) 

é o m.d.c entre P(z) e P(z) e divide exatamente todos os f(z), K = 

Supõe-se que f 1 (z) não se anu1am(a,b) para satisfazer 

a primeira condição de definição 1. Nestas condições, se f(z) = O pa 

ra um z qualquer dentro de (a, b), a segunda condição da definição 1 

é automaticamente satisfeita, pois se segue que: 

fK _ l ( Z ) = - 	 = 2,  

Adicionalmente, se f(z) = O, necessariamente f+1(z) - O, pois 	ca 

so contrário o m.d.c entre os polinômios é 	nulo para este parti 

cularz,logq f(z) 	é nulo, contrariando a hipõtese original. 

Com essa construção, as {f(z)} constituem uma seqüência 

de Sturm em (a, b), podendo-se aplicar o teorema de Sturmao polinômio 

P(z) e sua derivada P(z). 

Se f.(z) se anular em (a,b), dividem-se todas as f(z). 

j = 1, ..., i por f1(z) resultando assim uma seqUência de Sturm, dada 

por (f(z)If1 (z)} j=l, ..., i. 

Para a seqüência de Sturm construída, tem-se: 

P'(z) 	P 
f2(z) = JL. = 	 + R(x) = _____ 	 _______ 
f 1 (z) 	P(z) 	j=l 	z - 

onde z são as raízes reais distintas de Pn(Z)  m. são as multiplici 

dades destas raTzes, e R 1 (z) é um polinômio que não possui raizes 

reais. 
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Corno os m são positivos, o índice de Cauchy, CR(a  b), 

fornece o número de raízes reais distintas dentro de (a, b). Fazendo 

a = - o' e b = + o', tem-se o número total de raízes distintas. A 

multiplicidade destas raízes pode ser obtida, lembrando que o 

m.d.c. entre Pn(Z)  e P 1 (z) é o produto das raízes múltiplas de Pn(z) 

com as multiplicidades reduzidas de uma unidade. 

O leitor deve notar que a forma de teste das seqüncias 

de Sturhi apresenta grande semelhança com a regra de sinais de Descar 

tes. 

As seqüências deSturm resolvem completamente o problema 

da determinação do número de raízes reais contidas num intervalo (a,b) 

escolhido. Variando a localização do intervalo, consegue-se sepa 

rar todas as raízes reais. 

3) Critário de Lehmer Schur 

O critério de Lehmer Schur completa a solução do proble 

ma de separação das raízes, determinando se em um dado cTrculodopla 

no complexo existe uma raiz de Pn(z).  lima vez que as raízes reais já 

foram separadas pelo método de Sturm. as raízes adicionais,.determina 

das por este método, são todas complexas. 

Considerando o polinômio Pn(z)  dado por: 

E (z) = 	a. 
i=O 	1 

constrõi-se o polinômio Ç (z) pela relação: 

Ç(z) = i!O 	

a1 	= z p* [(z*) J 
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onde se usa o asterisco para indicar complexo conjugado. 

Definindo a 	função redutora de grau T por: 

T [P  (z) 3 = a P(z) - a Ç(z), 

resulta,por recorrência, em: 

T3  EP(z) =  T {T 1  ÍP(z) 3), 	j = 2, 3 

Antes de passar ao critério de Lehmer - Schur, é nece 

sário recordar três teoremas da teoria de variáveis complexas. 

Teorema 1: (Cauchy) - para o circulo de raio unitário, é válido 

o resultado 

2 ui se aj 1 dz = c 

z - a o se a >1, 

onde C é a circunferência de raio unitário, orientada 

no sentido positivo,e 1 = V-1 

Prova. -. basta usar a transformação de variáveis z = a + r e' 0 ,ob 

tendo-se uma integral em e com variação de O a 2ir. 

Téorema 2 - Seja p(z) um polin6mio que não possui ra -izes na cir 

cunferência de raio unitário. O nimero de raTzes de 

p(z) no cTrculo de raio unitário é dado por: 

dz 
P(Z) 



n 

	

Prova - escrevendo 	p(z) como o produto de mon8mios na forma: 

n 
p(z) = A II 	(z- z.), 

j=1 

onde A é urna constante e z são as raizes de p (z), obtém 

p'(z) dz= •F 	1 dz 

P(Z) 	j 1 	z - z. C 	j C 

	

Aplicando 	o Teorema 1, o teorema fica demonstrado. 

Teorrna 3 - (Rouchë): Seja p(z) e q(z) dois polin6mios que .satis 

fazem a condição: 

c p(z)1 	para 	= 1 

então p(z) e p(z) + q(z) possuem o mesmo número de 

raizes no circulo de raio unitário. 

Prova - é suficiente provar que p(z) + q(z) não possui nenhuma raiz 

adicional no circulo de raio unitário e, então, pelo teo 

rema 2 tem-se a tese. 

	

Colocando 	p(z) + q(z) na forma: 

	

(z) + q(z) = p(z) 	+ 
L 

vê-se que, para que haja uma raiz adicional no circulo de raio 	unitá 

rio, é necessário que a expressão entre colchetes se anule. Isto entre 

tanto não é possivel, pois q(z) c p(z)J para !z1 = 1. Logo, Ø(z) + 
q(z) possui somente as raizes de p(z) no circulo de raio unitário. 



- 461 - 

Pode-se agora demonstrar o teorema abaixo, (Lehmer, 

1961) de capital importância para o critério de Lehmer Schur. 

Teõreina 4- Seja Pn(z)  um polinEmio de grau n que não possui rai 

zes na circunferência de raio unitário. Se T[ P( 0 )j 
O, então: 

Pn(z)  e T [P(z):  possuem o mesmo número de 	raf 

zes no circulo de raio unitário, se T [Pn(0)i>O; 

P(z) eTtP n (z)possuémomesmo número de raTzes no 
circulo de raio unitário, se T[Pn(0)j c O 

Prova - para circunfevincia de raio unitário, os mãdulos de P(z) 

e P(z) são iguais. 

	

Examina-se 	agora a possibilidade deTiP(z)J 	po 

suir uma raiz na circunferência de raio unitário. 

Seja s esta raiz. Então, tem-se: 

Ti-  P(g) 3 = a P(s) - an  )P(ø) = O 

ComoP(s) = P()j 	O, deve-se ter então: 

o =a,». 

Para que isto seja possivel , deve-se ter também: 

	

T[P(0)J = 8*12 - 	2 = n 	o  

que contraria ahipôtese inicial. Logo T[Pn(z)]  não se anula na circun 

feréncia de raio unitário. 
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Considere-se agora o caso TE 	> O. Seja 

p(z) = a* P (z) 
o n 

q(z) = - an FÇ(z), 

de modo que TEP(z)i = p(z) + q (z). 

Para aplicar o Teorema 3 aos poiin6mios T[Pn(Z)l ep(z), 

deve-se mostrar que para a circunferência de raio unitário 	ij (zfl > 

q(z)i. Isto é simples, pois para esta circunferência os m6dulos 	de 

P(z) e P(z) são iguais. Como TEPn(0)J > O tem-se a* > anI 	de 

onde se segue que jp(z) > q(z)j no contorno de raio unitário. 

Pelo Teorema 3, T[ Pn (Z) J e p(z) possuem o mesmo número 

de raizes no circulo de raio unitário. Portanto, Ti Pn(Z) e  Pn(z)  pos 

suem o mesmo número de raízes neste c -irculo. 

Quando T[P 
n 
 (0)] < O, faz-se: 

p(z) = - an P(z) 

q(z) = a* P (t) 
o 	n 

e aplicando o Teorema 3 tem-se que T[Pn(Z)]  e P(z) possuem o mes 

mo número de raTzes no cTrculo de raio unitário. 

E interessante observar que cada raiz de Ç (z) dentro do 

circulo de raio unitário corresponde univocamente auma raiz de P(z) 

fora deste circulo. 
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A seguir apresenta-se o Teorema de Schur que 	consti 

tui o fundamento do mêtodo de Lehnier-Schur (Lehmer, 1961). 

• Tëõ1&?5: (Schur) - seja Pn(Z)  um poiin5mio que não possui 	rai 

zes na circunferência de raio unitário. Suponha-se que 

# O. Seja m o menor valor, tal que: 

Tm Lp n (o): = o, então: 

se T k E P n (0)J > O para k = 1, ..., tu - 1 e 

Tm_l r pn cz)i ê uma constante, o poiinamio Pn(Z)  não 

possui raizes no circulo de raio unitário; 

se T k E 	> O, k = O, ..., i - 1 	e 

T ' LPn ( 0 ) ] < O, o polinômio Pn(Z)  possui, pelo me 

nos, unia raiz 	dentro do circulo de raio unitário. 

PÍ'ovcz: 

pelo Teorema 4, todos os polinômios da seqüência: 

p 
P(z), TEPn (Z) 1 	' TM-1 

p  
- n(z)  

possuem o mesmo número de raizes no circulo de raio uni 

tário. Como Tm [Pn (z) j ê uma constante não-nula, não 

possui raizes neste circulo. O mesmo ocorre com 

todos os polinômios da sequência. Logo, Pn(Z) não possui 

raizes neste circulo. 

pelo Teorema 4 todos os componentes da seqüência: 

P n (z) ,TÍPn ( z ) 	
, ..., 

j-1[ Pn(Z) 



n 

possuem o mesmo numero ni de ra1izes dentro do circulo de 

raio unitário. Por outro lado, seja t i o grau do polinbmio: 

Ti l-   , i = O, 1, 2, 

Em Vttude da • redução sucessiva de graus, tem-se: 

ri 	to  > t i  

Assim, na seqüência acima o menor grau 	ê t 1 . O nü 

mero de raízes de T1' EP(z) ] fora do círculo de raio 

unitário 	t 1  -n, e este é o 	ni:imero de raizes 

de T'[ P n (Z) j dentro deste circulo. Tem-se então a re 

lação: 

ti 	ti 	ri1, 

de onde se segue que: 

ri1 	ti_ -1 - ti 	1, 

o que mostra que, pelo menos, uma raiz de P(z) está con 

tida no circulo de raio unitário. 

A aplicação do Teorema 5, para a pesquisa de raízes 	no 

plano complexo deve-se a Lehmer. Apresenta-se 	aqui uma variante pa 

ra a separação de uma coroa circular do plano complexo, dentro da qual 

se encontra uma raiz do polinômio. O método é idêntico ao do bisseccio 

namento apresentado na Seção 20.2. - 

Primeiramente, observe-se que se P(zR) possui uma raiz 

dentro do circulo de raio unitário, então Pn(z)  possui uma raiz num 

circulo de raio R. Diz-seque o valor R é o fator de escala. 
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Variando o 	fator de escala, por exernplo,em potências 

positivas ou negativas de 2, pode-se determinar urna coroa 	circular, 

dentro da qual existe pelo menos uma raiz do polinômio Pn(z).  Seja 

o raio interno desta coroa e Re  o seu raio externo, de modo que: 

P(z) no possui nenhuma raiz no cTrculo de R., 

Pn(Z)  possui pelo menos uma raiz dentro do cTrculo de Re• 

Procede-se, em seguida, ao bisseccionamento da coroa cir 

cular em duas outras, uma interna e outra externa, de áreas iguais, es 

colhendo um raio R   dado por: 

R = + / (R 2  + 
m 	e 

Se Pn(Z)  possui uma raiz dentro do cTrculo de raio 

escolhe-se o novo valor de Re  igual a Rm•  Caso contrário, R 	subs 

titut o valor de R.. 

Repetindo o 	processo, reduz-se a faixa de incerteza, 

Re  - Ri dentro da qual se encontra a raiz desejada. Pode-se, em segui 

da, usar o método de aproximações sucessivas para encontrar o valor da 

raiz. 

4) Modificação dos métodos para o caso de raizes múltiplas 

Como no caso de equações transcendentais, prefere-se tam 

bém neste caso evitar a ocorrência de raTzes múltiplas. 

A modificação sugerida no item 3 da Seção 20.2.1 também 

é aplicável a equações polinomiais, mas acarreta o problema de tra 

balhar com funções racionais no lugar de polinômios. Para evitar este 

inconveniente, õ artificio a seguir é recomendável. 



n 

Considere-se Qk(z)  como o m.d.c. entre os:poliiômios Pn(z) 
e P,!(z).  O polinõniio: 

Tm(Z) = Pfl(z)/Qk(z) 

não possui raTzes múltiplas. 

Utilizando Tm(z)  em lugar de 	nos métodos para solu 

ção de equações polinomiais, elimina-se o problema de raTzes múltiplas. 

Portanto, nos métodos que são apresentados a seguir, 	a 

ocorrência de raTzes múltiplas não necessita ser considerada. 

20.4.2 - APROXIMAÇOES SUCESSIVAS INDEPENDENTES 

Da mesma forma que para equações transcendentais, existe, 

neste caso, o interesse em dispor de métodos que garantidamente fome 

cem uma aproximação da raiz. 

Para o caso de raizes reais, pode-se usar o bissecciona 

mento de intervalo conjuntamente com as seqüências de Sturm. Semelhante 

procedimento é aplicivel para o caso de raTzes complexas, como mostra o 
Item 3 da Seção 20.4.1. 

Apresenta-se, aqui, um método alternativo para o prop6si 

te em pauta. Este método conhecido como o do quadrado das raTzes (ou de 

Graeffe) é discutido a seguir. 
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1) Método do quadrado das raizes 

Este método baseia-se na elevação sucessiva das raTzes de 

uma equação polinomial ao quadrado, separando-as assim gradativamente. 

O processo é bastante simples. Dado o polinómio Pn(Z)  produz-se um po 

linEmio B(Z) pela relação: 

B(Z) = (1)n P(z) P n (Z) 	 Z = 

cujas raTzes so o quadrado das r&Tzes de P(z) 

Em termos de coeficientes polinomiais, se 

P(z) = 	a. 	zi 

j=O 	• 

e 

n 
= 	A », 

j=l 

tem-se a relação: 

A. = (-l) 	a 	+ 2 	(1)k aJk aJ +k 3 k=] 

onde K = min(j, n-j). 

Se z so as raizes de Pn(Z)  então as raizes Z de 8(Z) 

valem: 

Z. =  
.3 	1 



n 

Considerem-se agora as raTzes escritas na forma polar: 

z 	= p. ex(io) , 	
j = 1, ..., n, 

onde i = 	Supõe-se também que estas raizes estio ordenadas em or 

dem decrescente de módulo, isto : 

P1 > P2 
> •••> 

Após m repetições do processo de elevação das raizes ao 

quadrado, tem-se as seguintes relações entre coeficientes e ra -izes: 

z 2m  + 	 z2 	=-A 	/A 
1 	2 	n 	n-i ri 

m 	m 	
z)z=A 	IA (z1z2) 2  + 	 ~ 	(z1 n 	n-2 n 

(z1z2 	Z n 
)2 = 

(1)n A/A, 

onde os A  referem-se ao polinômio Bn(Z) obtido na recorrncia de or -

dem m. Então, pode-se escrever que: 

z2il 
+ 
	(z /Z) 1  = - A 1  /A 

e no limite para tu -'- , tem-se: 

z1i = 	= lim 	IAnin' 
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Usando o mesmo processo para a segunda relaçio, o va -

lor aproximado resulta em: 

p 1 P2 	A 	
/A 172 

fl-2 	fl 

de onde: 

P2 	jA 	IA 	
112m 

fl-2 	fl-1' 

e assim sucessivamente até: 

=A0 /A1 {1/2m 

Na prática para 3 ou 4 repetições do processo, as raTzes 

Sã estio suficientemente separadas, podendo-se aplicar as relações aci 

ma. 

Uma dificuldade tradicional do método do quadrado 	das 

raizes está na ocorrência de raTzes múltiplas. Utilizando, 	entretan 

to, o artificio sugerido no item 4 da Seçio 20.4.1, evita-se este pro 

blema. 

Uma objeçio a este método é que o valor dos hJ cresce.expo 

nencialmente, podendo sobrepujar a capacidade de representação dos re 

gistros da memória para m relativamente pequeno. Este problema é con 

tornado dividindo todos os A. por uma constante arbitrária a cada 

repetição do processo. Pode-se observar que este procedimento não afe 

ta o cálculo das raizes. 

Cumpre observar que o método de Graeffe deve ser encara 

do como um gerador de valores iniciais, a fim de serem usados em pro 

cessos autocorretivos para obtenção das raizes. Neste aspecto, este méto 

do é análogo ao de Lehmer-Schur, possuindo contudo a vantagem de prover 

uma localização precária de todas as raizes, quando isto for de interes 

se. 
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Via de regra este método é usado apenas para fome 

cem» valores iniciais para outros métodos; entretanto, os problemas re 

lati Vos a sua precisão, não serão discutidos. 

20.4.3 - APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS ENCADEADAS 

Na resolução de equações polinomiais, como na resolução 

de qualquer equação, não se pode dispensar as vantagens dos métodos au 

tocorretivos quando se requer precisio nos resultados. 

Todos os métodos apresentados para equações transcenden 

tais aplicam-se também a equações polinomiais. Discute-se aqui apenas 

o método de Newton a titulo de exemplo. 

1) Método de Newton 

A restrição para o uso mais difundido do método de Newton 

em equações transcendentais reside na dificuldade de calcular a deri 

vada da função no ponto desejado. Esta dificuldade não existe no caso 

de equações algébricas, pois a derivada de um polinômioé facilmente de 

terminada. 

O método de Newton apresenta, neste caso, unia grande po 

pularidade pela sua fácil implementação em computadores. 

Estabelecido um valor inicial 	constrói-se o 	pro 

cesso de recorrência pela relação: 

(zj)k+l 
 = (zj)k - P[(zi) k - 	k= 1, 2, 

k - 

Como esta equação envolve a variãvel complexa z, ela se 

dividirã em duas outras, uma para a parte real e outra para aparte ima 

ginária. 
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Sendo conhecidas as expresses analiticas das derivadas 

P(z), pode-se facilmente determinar se o método converge ou no nas 

vizinhaças do ponto inicial considerado. 

Os outros métodos apresentados para equaçEes 	trans 

cendentais podem ser adaptados do mesmo modo para equações 	algébri 

cas. 

20.4.4 - ALGORITMOS PARA DIVISAO SINTÉTICA 

Uma vez conhecida uma aproximação satisfat6ria para 	o 

valor z 	de uma raiz de Pn(z),  pode-se reduzir o grau :do polinômio 

usando 	os algoritmos de divisão sintética. 

Pela simplicidade de sua aplicação, esses algoritmos so 

usados conjuntamente com os métodos deaproximaç6es sucessivas encadea 

das. 

Discute-se, a seguir, o desenvolvimento desses 	algorit 

MOS. 

1) Divisão sintética com fatores lineares 

Seja 2 o valor aproximado de uma raiz de Pn(z) = 0. Po 

de-se escrever que: 

P 
n 	 j 
(z) = (z - i. 	

n-i 
) P 	(z) + R, 

onde P n1 
 (z) é um polin3uiio de grau n - 1 com coeficientes bJ = 1, 

n - 1, e o Ré o resto da divisão de Pn(z)  por (z - 

A identidade acima fornece a re1aço: 

n 	 n-1 

Pn (Z) = 	 = ( z- 	) 	b z' + R, 
k=0 
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de onde 	= R, que desenvolvida produz: 

k 	
.n-1 

ak z = 	b. 1  z 1  - 	2. b. z' + R 

	

k 	1=1 	
1 	 i=O 

Igualando 	os coeficientes de mesma potncia, tem-se: 

a =b 

	

n 	n-i 

ak=bk l bkz 
	 , k = 1, ..., n -1 	, 

	

a 
o 	o j 
= b 2. + R 

Assim o valor R = Pn(2j) pode ser encontrado pelas fõrmu 

las de recorrência acima, que permitem o calculo dos b a partir dos 

a.. Este método é conhecido como divisão sintética (ou regra deHorner) 

e pode ser esquematizado por: 

a 	a 	a 	 a 1 	a 	1 Z 

	

n 	n-i 	n2 	 o 	1 

	

+ 	b 	2. 	b 	2. 	b 1 z. 	b 2. 
n-i 3 	n-z 3 	 3 	o 3 

	

b 	b 	b 	
R 11_ 2 	n3 

onde os elementos da terceira linha são obtidos por adição dos elemen 

tos das duas primeiras linhas. Os elementos da segunda linha so obti 

dos da esquerda para a direita, pela multiplicação do termo precedente 

da terceira linha por ï, começando-se o processo com b ni  = an. Veri 

fica-se que este algoritmo reproduz as relações de recorrência acima. 

Nesta forma, o algoritmo & conhecido como algoritmo de Briot-Ruffini. 
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Analogamente, pode-se escrever: 

P
ti - ' 	 3 

.(z) = (z - 	.) P fl-2 (z) + 

onde P 2 (z) ê um polin5mio de grau n - 2 com coeficientes C., i = 1, 

n - 2. Aplicando as mesmas fórmulas de recorrência, 

obtêm-se: 

b 	= O 
n- 	fl- 2 

bk=Ck l Okj. 

b 
O 	0 3 = - O i. + R', 

onde o algoritmo de Briot-Ruffini pode ser usado para calcular R' 

Por outro lado, 

P 
ti 
 (z) = (z - i)2 P

fl-2 
 (z) + R' (z - i.) + R 

3 3 

e segue-se que: 

R' = 

Quando se utiliza 2 1  = z, + e,onde e è o erro tolerado, 

obtém-se uma redução no grau do polin6mio e pode-se prosseguir n 

busca das raftes com o polin6mio P 1 (z). 

Outra aplicação do método de divisão sintética consiste 

em utilizar = (z j ) <  , k = 1, 2, ... em conjução como método de 

Newton. Nestas condiçdes, o processo de recorrência torna-se: 

(zi)k±1 	j 
= ( z)

k 
 - RIR', 
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e a recorrência é interrompida quando 1
,
R1 se torna suficientemente pe 

queno. 

2) Divisão sintêtica com fatores quadráticos 

Neste caso, divide-se 

Pn(Z) por z 2  + 	+ 

e tem-se: 

P(z) = (z 2  + 	+ )Pn 2 (Z)+ZR + S. 

Usando o mesmo desenvolvimento anterior, as 

relaç6es de recorrência resultam em: 

a =b 
n 	fl - 2 

a 	=b 	+ b 
n - i 	n-3 	n - 2 

ak = 	+ Pb k l  + bk. 	k = 2, ..., n-2 

a1 = b0  + b 1  + R 

a0  = ~ b + S, 

que permitem calcular os valores dos bk  k = O, . . . , n - 2 e os valo 

res de R e S. 

Também neste caso pode-se estabelecer uma forma esque 

mtica paraoãlgaritmo, como a mostrada a seguir. 
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a 	a a a0 
fl-2 

-j5b -b0  

_bnz -b0 

b 	b b R S 

Quando 5 =p+ c 	e 	=q+c 2 , onde peq estabelecem 

o valor quadrático resultante do produto de duas r&Tzes de Pn(z),  obtém 

-se um polinémio de grau n-2. 

Analogamente, pode-se associar um método de aproximações 

sucessivas com a divisão sintética usando fatores quadrãticos. 	Quando 

os coeficientes de P(z) forem todos reais, obtém-se o método 	de 

Lin-Bairstow anulando R e S e calculando novos valores para 	e 

Considerando 	e q 	 valores aproximados para p e q, 

obtém-se um refinamento desta solução fazendo R = O e S = O. Os novos 

valores são então dados por: 

a 	 - 	a1-qb1 
e 	

- 	b0  

O processo de recorrência é interrompido quando IR! e ISI são 	sufi 

cientemente pequenos. 

- p 

-q 



EXERCIdOS 

O cálculo da raiz da equação f(x) = o é prejudicado em 	computado 

res por truncamento e arrendondamento. Disciiitao efeito do uso de 

unia função aproximadora f(x) no lugar de f(x), para a determinação 

da raiz da equação f(x) = O (veja Voung and Gregory, 1972). 

O método do bisseccionamento não se aplica ao caso f(x) = (x -2)2 =0, 

no intervalo (1, 3). Discuta a utilização do artificio do item 3 da 

Seção 20.2.1 e calcule o valor da raiz por esse método. Use c=0,01. 

Calcule a raiz de f(x) = 1 - tan x = O no intervalo (0,3 u/8), usan 

do o método da falsa posição. Mostre que, neste caso, o valor de x 2  

permanece constante e igual a 3 ir/8 no decorrer do processo. 	Use 

E = 0,01. 

Repita os Exercicios 2 e 3 usando os métodos da secanteede Newton. 

Discuta a eficiência na obtenção do resultado. 

Mostre que o cálculo da derivada, usado pelo método da secante, dis 

pensa a utilização de dupla precisão, apesar de envolver diferenças 

de nümeros. próimos. (Sugestao: use p desenvolvimento de Taylor- para. 

f(x) e verifique o cancelamento de efeitos da diferença, Ax, de nú 

meros próximos). 

Encontre urna expressão aproximada  para h(x) dos métodos iterativos 

com um ponto sem memória para que se tenha t'(x) = O e s"(x) = 0. 

Discuta a convergência e estabilidade do método iterativo, determi 

nado no Exercicio 6. 

Usando 	h(x) = - l/f'(x) e a função •3(x), do exemplo do ¶tern 	3 

da Seção 20.2.3, resolva a equação do ExercTcio 3. Compare a 	efi 

ciência dos dois métodos. Use E = 0,01. 
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9. Repita o exercTcio anterior, sendo •3(x) gerada a partir da função: 

f(x) 

si(x) = x 1  -  
f[x 	x] 

Compare a eficiência deste método com a do exerdcio anterior. 

10. Discuta a possibilidade de generalizar o método do bisseccionamento 

para resolver sistemas de equaçães não-lineares. 

11. Considere a função Tm (z) = Pn(Z)/Qk(Z) onde  Qk(z)  é o m.d.c. entre 

Pn(Z) e P (z). Mostre que: 

Tm(Z) não possui raizes múltiplas, 

Tm(Z) possui todas raTzes distintas de Pn(z). 

12. Estabeleça um método para encontrar o valor de uma raiz real de 

Pn(z) = 0, com base na seqüência de Sturm e no bisseccionamento do 

intervalo dentro do qual foi localizada uma raiz. 

13. Estabeleça um método para encontrar o valor de uma raiz 	complexa 

de Pn(z) = 0, com base no bisseccionamento de uma coroa circular do 

plano complexo. Use o critério de Lehmer Schur. 

Uma vez determinado o raio no plano complexo, calcule 	o 

valor da raiz :fazendo 

z = R exp(ie) 

e determine o valor de o que satisfaz Pn(z) = 0. 

14. Escreva um programa de computador para calcular o valor aproximado 

de todas as raïzes de uma equação algébrica. Empregue: 



o método do quadrado das raízes, 

o artifício para eliminar raízes múltiplas (Exercício 11). 

Compare a eficácia dos métodos dos dois últimos exercícios, 	como 

forma de prover valores iniciais para processos autocorretivos. 

Mostre que, para o método de Newton, se a raiz (z) é complexa, o 

valor inicial (z) ü  não pode ser real quando os coeficientes 	do 

polinômio forem todos reais. 

Discuta o resultado do exercício anterior para uma aplicação mais 

generalizada. 

Escreva um programa de computador para o cãlculo das raízes, pelo 

método de Newton, usando divisão sintética. 

Discuta o problema da propagação de erros no processo de divisões 

sintéticas sucessivas com redução gradativa do grau do polin6mio. 

Escreva um programa de computador para o câlculo das raízes de um 

polinômio, utilizando divisão sintética em conjunção com o método 

de Newton. 

Considerando 	pares de raízes escreva um programa de computador 

para implementar o método de Lin-Bairstow, utilizando os restos de 

divisão sintética. 
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CAPITULO 21 

EQUAÇÕES LINEARES SIMULTÂNEAS E MATRIZES 

21.1 - INTRODUÇÃO 

Um conjunto de equações lineares simultâneas é represen 

tado por: 

ax 	= 
	

i=1, .... M.. 

Considera-se apenas o caso dé maior interesse prâ 

tico em que M = N. As equações lineares podem ser escritas na forma 

matricial 

= V I  

onde A è a matriz dos coeficientes (a..), xt = (x 1 , ... , x) o vetor 

das incógnitas e v = (vi, .... VN) o vetor constante. Esta última for 

ma, A  = v, estabelece uma estreita ligação entre os problemas de ál 

gebra matricial e os de solução de equações lineares. 

O sistema de equações lineares pode ser considerado como 

urna função vetorial de variavel vetorial na forma: 

f(x) = A x = v 

cuja solução é escrita simbolicamente como: 

	

x = f'(v) = 	v. 

Conhecendo a inversa da matriz A, pode-se determinar a 

solução do sistema de equações lineares. Isto entretanto nem 	sempre 

n 
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constitui a forma mais prática para resolver o problema. Por esta 	ra 

zio sio apresentados primeiramente os métodos para soluçio de equações 

lineares e, em seguida, tratados os problemas de álgebra matricial. 

A apresentação dos métodos segue a mesma estrutura do ca 

pitulo anterior, procurando primeiramente uma solução segura para o 

problema e posteriormente o aperfeiçoamento dessa solução. 

As matrizes consideradas neste capitulo sio todas da for 

ma: 

A=UUa1 i  @i 
3' 

e os vetores definidos no espaço vetorial, caracterizado pelas proprie 

dades 

Como o espaço vetorial no qual se trabalhara é Gnico, po 

de-se simplificar a notação dispensado os &., pois os indices, neste 

caso, caracterizam univocamente a propriedade associada. Entretanto,es 

ta notação exige cuidados especiais no tratamento do produto matricial 

(ver Capitulo 5). 

21.2 - SOLUÇÃO DE EQUAÇES LINEARES SIMULTÂNEAS 

Enquanto para a soluçio de equações nio-lineares nio se 

dispõe de métodos simples diretos, no presente caso eles sio bastante 

populares e aplicáveis na maioria dos casos práticos (N c  30). Para 
sistemas com grande nilimero de equações, os métodos de aproximações su 

cessivas devem ser preferidos. 

Os métodos numéricos para solução de equações 	lineares 
siniultneas sio apresentados a seguir. 
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21.2.1 - MtTODOS DIRETOS 

Dentre os métodos diretos, os que mais se destacam podem 

ser englobados em dois tipos principais: 

- métodos de eiiminaçgo, 

- métodos de ortogonalizaçio. 

1) Métodos de eliminaçio 

Dentre os métodos de eliminaçio, destaca-se o de 	Gauss 

em duas versões: uma mais apropriada para pequenos computadores e 	ou 

tra mais utilizada em grandes computadores. Estas formas sio 	apresen 

tadas a seguir sem os detalhes computacionais que se encontram muito 

bem documentados na bibliografia. 

Considere-se o sistema de equações escrito na forma: 

N 

a.x=v 	 i=1,  ...,N. 
j=l 

Isolando a 	primeira incógnita na primeira equaçio resulta em: 

N 
xj = (v 1 )1 - 	( a1»1 x 

j=2 

onde: 

1-1 - a 11  v 1  

/ 	• \ - 1 = a 11  a 13  

Eliminando-se essa incógnita nas equações seguintes, tem 

-se um sistema de N-1 equações com N-1 incógnitas, dado por: 



N 
(a •) 	x• = ( v1)1 , 	i = 2, .... N 

j=2 	' 	'] 

onde: 

(v1) 1  = 	- a1(v1)1 
i,j=2,...,N. 

(a 1 ) 1  = a 1 	- aii(aij)i 

Em seguida, eliminando 	x 2  a partir da terceira equação, 
tem-se um sistema de N-2 equações com N-2 incõgnitas. Procede-se as 

sim sucessivamente até obter uma equação com uma incõgnita. 

Os valores do sistema reduzido pela eliminação da incóg 

nita Xk  são calculados recursivamente por: 

(vk)k = (akk) '  (vk)k ,  

' 	(a 	) (akj)k = 	kkk- 	kj k-i' 

(vl)k = (vi)k-1 - (ak)k l  (vk)k 

(aJ)k = (aJ)k l  - (ak)k l  (akJ)k 

para i, j=k-i-1, ... , N com: 

N. 

=a ij = 



n 

As incógnitas eliminadas formam um sistema triangular de 

equações: 

N 

3=1 
(a) 1  x ,  = (v) 	, 	i = 1, ..., 

onde: 

= (a) ' 1  (v) 1 , 

(a) 	= (a1) ' 1  (a1) 

para 1=1, ..., N; 	j=1, ..., N. 

A soluçio desse sistema triangular de equações é obtida 

calculando sucessivamente as incógnitas, partindo-se da última equa 

çio para a primeira. Esse sistema é também chamado triangular superior 

em oposiçio ao sistema triangular de equações: 

dito sistema triangular inferior de equações. 

Na implementaçõo do método de eliminaçffo de Gauss em com 

putadores, procura-se maximizar os valores de (a 1 ) 	por conveniente 

mudança de linhas e colunas. Este processo pode afetar a ordem de 	oh 

tençio das incõgnitas, mas nio o seu valor. O valor assim 	maximizado 

de (a11) 	é chamado 'pivot'. Detalhes sobre esta forma do método de 

eliniinaçio podem ser encontrados, por exemplo, em: Ralstbrf 	(1975), 

Pennington (1970), Bakhvalov (1977). 



Pode-se mostrar (Raiston, 1965) que o método de 	elimi 

naçio de Gauss ê equivalente a decompor o sistema original 

= v 

em dois sistemas de equações triangulares: um triangular inferior dado 

por B  = v; outro triangular superior dado por C x = y. Da decorre 

que A = B C. A matriz B possui como caracteristica adicional elementos 

uniÚrios na diagonal. 

Esta forma triangular é mais apropriada para utilizaçio 

em computadores. O problema resume-se na determinação dos b e c1,ij 
i, j = 1, ..., N. 

Para determinar os elementos das matrizes B e C, usa-se 

a equaçio A = B C, obtendo-se: 

1< 
a.. = 	b i  c 13 	k=1 	k kj' 

onde 1< = min(i,j). Adicionalmente tem-se a propriedade 	b i = 1, 

i = 1, ..., N. 

O processo de determinaçio dos b 1  e c ij é feito recur 

sivamente considerando cada coluna da matriz A. Assim, tomando a pri 

meira coluna, obtêm-se: 

a 11  = c 11  

ai, = b 1  c,,, 1 	= 2, . . , 

pois b 11  = 1. Do mesmo modo, tomando a segunda coluna 	tem-se: 

a 12  = c12 



rwa 

a 22  = b 21  c 12  + C22  

a 3  = bi c 12  + b 12  c 22 	 i=3, .... N 

e assim por diante! Genericamente tem-se: 

=a 	ki bikckj. 

a 1  - 	bik Ckj 

b= 	- 	 i> i. 
cii  

A utilização de hpivots também é possivel neste caso vi 

sando maximizar c, o que è conseguido maximizando a. A troca de li 

nhas e colunas pode ser feita antes de iniciar o processo para cálculo 

dos b
ij

e c 1 . Outra alternativa consiste somente na troca de linhas 

durante o decorrer dos cálculos (Ralston, 1965). 

Uma variante do método de Gauss, conhecida como método 

de Gauss-Jordan, consiste em eliminar em todas as outras equações a va 

riável isolada em cada equação escolhida. Este procedimento produz um 

sistema diagonal de equações, mas o numero de operaç6es envolvidas acar 

reta um aumento de erros computacionais. O método pode, entretanto, 

ser usado em conjunção com a aritmética de residuos, que será apresen 

tada posteriormente neste capTtulo. 

Os métodos diretos produzem resultados 	satisfatórios 

quando a solução, x = 	v, satisfaz a condição de Lipschitz: 

Axi < M JAVI 



MUDIE 

onde M é um nffmero que depende de v e Av. Quanto maior o valor de 	M, 

mais sensivel serff a solução aos efeitos de arredondamento. 

Em geral, os métodos diretos são usados para 	produzir 

uma aproximação inicial para utilização em métodos autocorretivos. Pa 

ra M < 1 e um pequeno nGmero N de equações, pode-se utilizar a solução 

dos métodos diretos sem refinamento. O aumento do numero de equaç6es 

produz um aumento em lAvi, que, por vezes, torna os métodos, diretos 
inadequados. 

2) Métodos de ortogonalização 

O sistema de equaç6es A 	= v pode ser reescrito na for 

ma: 

Sjy=O 

onde G é uma matriz N x (N+1) e y é um vetor com N±1 componentes. 

Usando a matriz 13 decomposta em vetores, pode-se 	escre 

ver que: 

t 
91 

y=O, 

t 

onde se identificam os vetores componentes como: 

t li = (aj1, ... 	aN 

= (x1, ..., XN 	1). 



n 

Assim, a solução do sistema de equações reduz-se ao pro 

biema de encontrar um vetor 	ortogonal a N vetores g. 1 , i=1, ..., 	N. 

Os vetores 9 formam uma base do espaço 	N-dimensional. 

Para obter uma base do espaço N+1 dimensional, completa-se o conjunto 

com o vetor: 

g 	= (0, ..., 0,1) 

e pode-se mostrar que o conjunto assim formado ê linearmente 	indepen 

dente. 

Procede-se em seguida ao processo de 	ortonormalizaço 

construindo, a partir dos vetores g,  um conjunto de vetores 	ortonor 

mais u 1 , ... 	Este processo é desenvolvido recursivamente pelas 

expressões: 

= 	
- k1 
	-k > 2k' 

= 
	 = 1, ..., 

onde na elaboração de cada novo vetor é subtraida a projeção dos veto 

res j construidos, tornando-o ortogonal a todos os precedentes. 

Considere-se o Ultimo vetor construido da seguinte forma: 

= (z1, .... zNl). 

Este vetor é ortogonal a todos os vetores g i , 1=1, ..., N e 	assim 

obtém-se o vetor y fazendo: 



1 

N+ 1 

Este método de ortogonalização envolve menos 	operações 

que o método de Gauss, mas é menos preciso. 

Uma possTvel modificação consiste em ordenar os vetores 

gj, i=1, ..., ti em ordem crescente de nódulo, antes de iniciar o pro 

cesso de ortogonalização. De qualquer modo este método é recomendado 

para obtenção de uma solução inicial a ser aperfeiçoada. 

21.2.2 - APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS ENCADEADAS 

Na solução de equações lineares simultâneas também 	não 

se podem dispensar as vantagens oferecidas pelos métodos 	autocorreti 

vos. Os métodos iterativos ocupam, neste particular, uma posição 	de 

destaque pela simplicidade de implementação em computadores. Os 	meto 

dos de relaxação não são competitivos na maioria dos casos. 

1) Métodos de relaxação 

O sistema de equações lineares é colocado na forma: 

= A x - v = O 

e o processo de recorrência é formado por: 

.k+i 2 k 	
'&k -v). 

Chamando ck = ak - 
 ï o termo corretivo serã dado 	por 

'o que exige a solução de um sistema de equações lineares (por 

métodos diretos) a cada repetição do processo. 

Para contornar a dificuldade de solução de um sistema de 

equações, a cada passo prefere-se considerar apenas o elemento 	domi 
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nante da diferençak-X•  Seja i o indice da componente de maior va 

lor. A correço simplifica-se então (Ralston, 1965) para: 

)(c 
i )k 

= (xj)k - _____ 

onde a 	 é a componente de maior valor absoluto na linha i damatrizA.
ii  

A relaxação nesta forma simplificada é consideravelmente mais lenta do 

que no processo anterior. Em termos de quantidade de operações, entre 

tanto, pode-se esperar uma certa compensaçio. No caso de matrizes es 

parsas, esta variante do método de relaxação pode eventualmente tornar 

-se competitiva. 

O problema de convergência jã foi discutido no Capitulo 

6 para o caso geral. Na variante simplificada pode-se mostrar que o 

processo converge quando: 

(c)k 	1 
aJ(x)k 1 

Em geral, o processo de relaxação é estável quando se 

usa uma boa aproximação inicial (ver Capitulo 6). 

2) Métodos iterativos 

Os métodos iterativos para solução de equações de uma va 

riâvel já foram tratados no capitulo anterior. A sua extensão para o 

caso de sistemas lineares é possivel na maioria dos casos. 

Fundamentalmente (ver Capitulo 6), os métodos iterativos 

consistem em transformar a equação: 

f(x) = A x - v = 0 
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numa equação da forma: 

x = 

Apresentam-se, aqui, as formas mais simples para 	essa 

transformação. 

Métodos de Iteração Simples 

Equivalente à forma unidimensional (ver CapTtulo 20): 

x = x + h(x) f(x) 

tem-se a forma vetorial 

x = x - G(Ax - v) 

onde G é uma matriz de determinante não-nulo. No caso mais 	simples 

G = 1, que resulta na forma: 

x = (k+A)x - v 

onde 1 é a matriz identidade. O processo de recorrência é então gerado 

por: 

= (1-'-&k - v. 

Quando G = A' obtém-se o método de relaxação. 

Método de Jacobi e Variante de Gauss-Seidel 

O método de Jacobi consiste em decompor a matriz Ana soma 

de 3 outras matrizes: 
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onde: 

- D é uma matriz diagonal 

- B é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal nu 

]os, 

- C é uma matriz triangular superior com elementos da diagonal nu 

los. 

O sistema de equações torna-se então: 

O x = -(B + C)x + v, 

de onde a f6rmula de recorrência: 

= 

Em geral , o método de Jacobi colocado nessa forma é pou 

co usado, pois a irnplementaço conhecida como método de Gauss-Seidel 

lhe € superior. 

O método de Gauss-Seidel usa essencialmente a mesma fér 

mula de recorrência do método de Jacobi, mas utiliza o valor refinado 

das componentes jff calculadas. Assim, a expressão de recorrência para 

o calculo de cada componente toma a forma: 

(xj)k+l = - 

	
[:: 

aij(xJ)k 	~ 1 aJJ)k - vi 	i= 1,..., N, 
a ii  

o que pode ser escrito em forma vetorial como: 

= 	
' L.k+1 + 	+ Q' v. 



E 

Rearranjando esta expressão obtém-se: 

= -(D+BY1Cxk + (D B) -1  v. 
r1 -  - -- 	 - - - 

A condição de convergência estrita local requer que (Capi 

tulo 6): 

-(D+B)-'CAxkI < 14k 

Assim, para que haja convergência, todos os autovalores À. da matriz: 

= -(D+ B) - ' ç 

devem satisfazer as relações: 

Ài!c1, 	 i=1, .... N. 

Quando a matriz A é real e simétrica, pode-se 	provar 

(Berezin and Zhidkov, 1965; Ralston, 1965) queo método de Gauss-Seidel 

converge independentemente do valor inicial. 

O efeito de erros de arredondamento (estabilidade do rn 

todo) pode ser examinado particularizando os resultados do CapTtulo 6. 

No presente caso, a condição de estabilidade é idêntica à de convergên 

cia, ou seja, todos os autovalores tem valor absoluto menor que 

1. 

C) Método de Sobre-relaxaçio 

O método de sobre-relaxaçio consiste em multiplicar 	o 

sistema original pela matriz G=wri  e, em seguida, utilizar o método 

de iteraçio simples com o esquema do método de Gauss-Seidel. Assim re 

sul ta em: 
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x k+i= (1_w)x - w(B X 	+ Cxk) 	EF + w' v k 

	

	 , 
=—k+, 

pois 

D' B = B e D' C = C. 

Rearranjando os termos tem-se: 

k+i = (i 	!)-' [(1 - w)I - oiC] -k + wEF' v. 

Variando o valor de w consegue-se alterar os autovalores 

da matriz: 

Q= (I+wB) - ' [(1-w)I-wC] 

para que a convergência seja possTvel Para aumentar a rapidez de con 

vergência, escolhe-se o valor de w de modo que os autovalores sejam mi 

nimos. 

Para w= O hff uma degeneraçTo do esquema iterativo. Para 

w=1 obtém-se o método de Gauss-Seidel com as equações normalizadas em 

relaçio aos elementos da diagonal principal. Prova-se (Voung and 

Gregory, 1973) que a convergência só é obtida para 0< w c 2. Em geral 

a melhoria de convergência, em relação ao método de Gauss-Seidel, é oh 

tida para w> 1 (Voung and Gregory, 1973). 

3) Métodos baseados em minimizaçio de funções 

Da mesma forma que para solução de sistemas de equações 

não-lineares, podem-se usar, na solução de equações lineares, métodos 

baseados na minimizaçio de funções escalares da variável vetorial 

Uma possivel função escalar é: 

g(x) = IA x - vI 
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a qual se pode aplicar o método do Gradiente (Seçio 20.3.1). 

Os métodos baseados em minimizaçio de funções, no presen 

te caso, nio sio competitivos em relação aos métodos já discutidos. Por 

esta razio eles nio serio aqui discutidos com maiores detalhes. O lei 

tor interessado pode facilmente implementar o método do Gradiente (Se 

çio 20.3.1) para o caso de equações lineares. 

21.2.3 - MrTODOS BASEADOS NA ARITMETICA DE RESTDUOS 

Os métodos diretos apresentados anteriormente sio seria 

mente afetados por erros de arredondamento, principalmente com o aumen 

todo nümero de equações.Os métodos auto-corretivos podem exigir condições 

muito severas para a convergência, não sendo aplicáveis nos casos mais 

criticos. 

A utilização da aritmética de resTduos na soluçio de sis 

temas de equações lineares veio complementar o conjunto de métodos com 

as seguintes vantagens adicionais: 

todas as operações sio executadas "exatamente", pois trabalha 

-se apenas com números inteiros; 

a utilização de resduos aritméticos evita o problema do resul 

tado das operações cair fora do dominio condicional dos 	nüme 

ros inteiros no computador. 

Assim, mesmo para os problemas mais crTticos, g  possivel obter uma so 

luçio confiável usando a aritmética de resTduos. 

1) Operações básicas utilizando resTduos 

Definiçao 1 - Chama-se residuo, rm(x),  ao resto inteiro da divisão de 

x por m, ambos inteiros positivos. Pode-se escrever que: 
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rm(x) = x - q m, x >- O, 

onde q é o quociente da divisão de x por m. 

O resTduo assim definido é chamado resíduo de x no m6du 

lo m e, como conseqüência, tem-se: 

O 	r(x) <ni. 

Para englobar os números negativos, a definição é esten 

dida admitindã que o quociente seja negativo e considerando: 

rm(x) = x - q m, x < O 

com valores de q, de tal modo que se obtenha: 

O 	rm(x) < m. 

Decorrem dessas definiçêes algumas propriedades, tais co 

mo: 

rm(k  m) = O, k inteiro, 

rm(x) = x, O 	x < m, 

rm[x ± y] = r  [rm(x) ± rm(y)], 

rm[x Y] = rm[rm (x) rm (y)]. 

Quando se tem rm[x  y] = 1, diz-se que x é o inverso de y 

no módulo m, se O x m. Representa-se este inverso multiplicativo 

por x = 
ym 

Nota-se que no existe uma correspondência biunTvoca ert 

tre o resTduo de um número e o próprio número. Na utilização da aritm 

tica de resfduos, deve-se pois tomar cuidado para que esta perda de i  

formação possa ser recuperada. 
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Pode-se constatar que, se o valor de m é maior que 	as 

quantidades envolvidas nas operações com inteiros positivos, 	nenhuma 

informação é perdida, pois o resíduo coincide com o próprio número uti 

lizado. Em compensação toda simplici Jade da aritmética de resíduos é 

perdida, pois neste caso trabalha-se com os próprios números ao invés 

de seus resíduos. 

A seguir, apresenta-se uma forma para a recuperação de 

informação quando se trabalha com resíduos. 

2) Recuperação de informação quando se utilizam resíduos 

A recuperação de informações quando são utilizados resi 

duos baseia-se em dois teoremas fundamentais. O primeiro teorema esta 

belece o mínimo valor do módulo m para que não haja perda de informa 

ção. O segundo mostra uma forma para decompor o módulo m em um conjun 

to de módulos menores, a fim de que as vantagens da simplicidade da 

aritmética de resíduos possa ser utilizada. 

Teorerna 21.1 - Se o módulo m € escolhido de forma que 

m > 2 1x1 

e se é construída uma quantidade k a partir de rm(x)  com as caracteris 

ticas: 

rm() = rm (x) 

j c mi? 

então: 

5=x. 
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Prova: Sendo os residuos idênticos, pode-se escrever que: 

x =mq, 

onde q é um número inteiro; logo: 

mq I = i 	- xl, 

de onde se segue que: 

m! q 	Il + lxi < m12 + m/2, 

pois m é positivo. Assim resulta em: 

mlq1 < m 

	

que é satisfeita por um único valor inteiro, q=O. De onde se 	conclui 

que í= x. 

	

Este teorema, como se pode notar, mostra que a 	informa 

ço só no é perdida quando m > lxi, mas, como discutido anteriormen 

te, nâo apresenta valor prfftico. O teorema que se segue é de capital 

importância para o problema de recuperação de informação quando se uti 

lizam m6dulos m
i  < lxi. 

Teorema 21.2 - ( Teorema Chinês dos resTduos). 

Sejam m 1 , i = 1, .., n vârios módulos escolhidos com as 

seguintes caracterTsticas: 

a) quaisquer dois módulos distintos deste conjunto 5g0  primos en 

tre si, ou seja, m.d.c. (mi,  m) = 1 para i 

b) o produto destes módulos reproduz um valor desejado, m, para o 

módulo com que se deseja trabalhar. 
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Nestas condições, cada um dos módulos m i  pode ser encarado como 	uma 

propriedade para caracterizar um vetor, cuja quantidade associada é o 

resTduo do número neste módulo. A projeção desses vetores, segundo a 

propriedade m, fornece o valor desejado do vetor com a propriedade m. 

Então, a quantidade associada a esta propriedade é dada por: 

rm (x) = r  [i1 M1 rm(x) r(M1) ] 

onde M i  = mim 1 . 

Prova - Considere-se o c5lculo do resTduo do número x>0 no módulo m 1 . 

rm(x) = x - q 1 m 1  , 	 i = 1, ..., n 

Este cãlculo não é alterado se cada equação for reescrita na forma: 

Mi rm (x) rm(M') = x - qM mi r., (mil) 

o que pode ser verificado calculando o resTduo de ambos os lados 	da 

equação no módulo m 1 . Como Mi-mi = m, a projeção da componente de 

segundo x, pode ser obtida calculando o residuo no módulo m de 	ambos 

os lados da equação escrita nessa última forma. Obtém-se assim: 

rm[Mi rm (x) r(MT')] = [rm(x)]i , 	i = 1, ..., N. 

Adicionando 	todas as projeções tem-se: 

rm (x) = r  [j1 M1 rm1(x) r(MT1)] 
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O mesmo desenvolvimento é usado para x < 0, obtendo-se o 

mesmo resultado. 

Uma demonstração mais rigorosa do Teorema Chinês dos re 

sTduos pode ser encontrada em Zamlutti (1982). 

Resolvendo virias vezes o mesmo problema em módulos dis 

tintos, primos entre si, isto serã equivalente, pelo segundo teorema, 

ã resolução do problema num módulo m dado pelo produto dos módulos con 

siderados. Pelo primeiro teorema, se m for duas vezes maior que o va 

lor absoluto de todas as quantidades envolvidas nos processos aritméti 

cos, então a solução x do problema coincide com o seu resTduo na base 

m, valor este calculado pelo segundo teorema. 

3) Utilização de residuos na resolução de sistemas de 	equações 

lineares 

Uma vez que nas operações aritméticas que envolvem resT 

duos trabalha-se sempre com valores exatos de quantidades 	inteiras, 

os métodos diretos já apresentados podem ser usados sem 	restrições. 

Transformam-se, para isso, todas as equações envolvidas em equações de 

resTduos. 

A maior dificuldade na utilização de resíduos estãnocffi 

culo do valor de m a ser utilizado. Este problema é discutido a seguir: 

Considere-se o sistema de equações escrito na forma: 

A 	= v, 

cuja solução pode ser escrita como: 

x = -- AadJ v = 
d 	 d 
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onde: 

d = determinante de A, 

Aadi = matriz adjunta de A. 

Então existem duas quantidades bsicasa serem consideradas na determina 

ção do módulo m. Estas quantidades são d e 
1N1i' 

 Escolhe-se m 

de acordo com o Teorema 1 do item 2 da Seção 21.2.3. 

m = 2 max(ldI, 
1max  
INIYii). 

Os valores d e y não são facilmente calculados; então, de 

ve-se obter uma estimativa para essas quantidades. A estimativa para d 

é fornecida pela desigualdade de Hadamard: 

1d1 2  < 

i IJ 

que pode ser reescrita na forma: 

N 	N 
ii 	( 	a? )1/2. 

i=1 	
13 

j=1 

£ interessante notar que cada elemento a
ad
jda adjunta 

ij 
da matriz A também é limitado por esta valor. Assim: 

adj 	
N 	P4 	1/2 

< 
1- 

então: 



- 503 - 

	

N 	P1 	ÍN max 	 v 

	

1kN 31k < L 	• 

k=1 	
1=1 	

j=1 

	

a1 

H 	1 
1 / 2 ] 

	

ij 	j 
de onde se segue que: 

max 

	

P1 	 ')1/2 	N 1 

1kN 'k' < 

	

i-1 	iji 

	

- 	j=1 	J 

	
Ivki- 

k=1 

Pode-se notar que este segundo valor engloba o primeiro, 

de onde a estimativa para m 	dada por: 

P1 	(P1 	)1/2 	P1 
m>2 	11 y 	

21 

	

i1 1. 	
aij l v k 

	

j=1 	J 	k=1 

P1 

	

Quando 	ivk<1. a estimativa de Jdj limita o valor de 
k=1 

m que, neste caso, é dado por: 

	

11  m> 2 i1 

L!1 	
]1/2 

Em geral são escolhidos, sempre que possTvel, os n maio 

res números primos inferiores a m. No caso em que, para determinado mó 

dulo, o sistema de equaç6es: 

r
m• 	m (A x) = r (v) =— 	— 

no admite solução, deve-se escolher outro valor para o m6dulo. 

Os detalhes da implementação deste mgtodo, bem como os re 

sultados num&ricos obtidos, podem ser encontrados em Voung e 	Gregory 
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(1913). Para ilustrar a utilização dos métodos diretos, em 	conjunção 

com a aritmética de resduos, considere-se o sistema 2x2 de equações: 

a11 x1 + a12 X2 = 

a21 x1 + a22 x2 = v2. 

Para resolver esse sistema num módulo genérico m, 	pelo 

método de Gauss, deve-se inicialmente multiplicar a primeira 	equação 

pelo inverso multiplicativo de a 1  no modulo escolhido. Isto produz: 

(Xi)m + [(a 11 ) ' ( a 12 )] (X2) m  = 

(a21)m (X1)  + ( a z2 ) m (X 2 ) m = (v 2 ) m .  

Para simplificar, utilizando.a notação: 

- 	 -1 

	

= [ (8 )m
1 
 (ai2)m]m 	(vY = Na ) 	(v)], m 	11 m 

e eliminando a variãvel (xu)m  na segunda equação, obtêm-se: 

CX) 	+ (a 	)' 	(X2 	= (v )' 

	

12m 	2m 	im 

-[(a 21 ) m (a u2 )]m }m  CX) = {( v) - [(a 21 ) m  (v i )]m }m  

Simplificando 	a 	notação por: 

(a22) = {(a 22 ) m  - [(a 21 ) m  (a 12 )]m }m  

= { (v2) m  - [(a2 1 ) m  (vu)]m}m 
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e multiplicando a segunda equação pelo inverso multiplicativo de(a 22 )', 

tem-se: 

(x ) 	+ (a 	)' (x ) 	= (v )' im 	12m 	Zfl 	ifli 

(X 2 ) 	= {[( a 22 m )'] m ' (v2) 	m 

Resolve-se o sistema triangular de equações substituindo, 

na primeira equação, o valor de (x 2 ) obtido na segunda equação. As 

sim, segue se que: 

(x 1 ) = {( v 1 ) - [( a12) 	(X»]) 

Variando o valor do modulo ni obtém-se um conjunto de so 

luçães para cada variável. Utilizando em seguida o Teorema Chinês dos 

resTduos pode-se recuperar cada variãvei .isoiadamente, completando des 

ta forma a solução do sistema. 

21.3 - ÁLGEBRA MATRICIAL 

A ãigebra matricial abrange uma grande quantidade de t6 

picos distintos. No intuito de condensar a matéria, são aqui apresenta 

dos somente os problemas de: 

inversão de matrizes, 

cãlculo de determinantes, 

cãlculo de autovalores e autovetores. 

21.3.1 - INVERSAO DE MATRIZES 

O problema de inverso de matrizes pode ser encarado co 

mo uma generalização da resolução de equações lineares simultâneas. Pa 
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ra isto, considere-se o conjunto de sistemas de equações expresso na 

forma: 

= 9-k' 	
k = 1, ..., 

onde 	um vetor cuja única componente não-nula ê a k-ésima cornponen 

te que tem valor 1. Este conjunto de sistemas pode ser escrito 	numa 

forma mais compacta como: 

A 	= 1 

onde 1 a matriz identidade de ordem N. A solução do problema 	assim 

colocado expressa-se como: 

Os rn&todos jã estudados podem então ser aplicados ao pro 

blema de inversão de matrizes utilizando a matriz 1 no lugar do vetor 

v. Entretanto, neste particular, alguns mgtodos mais apropriados foram 

desenvolvidos, entre os quais se destacam: 

inversão por decomposição triangular, 

inversão por partição, 

C) inversão por destruição do grau. 

1) Inversão por decomposição triangular 

Neste caso a matriz A, a ser invertida, 	decomposta no 

produto de uma matriz triangular inferior B por uma matriz triangular 

superior £ como no item 1 da Seção 21.2.1. Assim, t&m-se: 
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= •Ç' B 

e o problema reduz-se à inversão das matrizes 8 e C. 

Mostra-se que a inversa de uma matriz triangular é outra 

matriz triangular de mesma forma. 

Sejam b 	 um elemento genérico da matriz B, e p 	um eleij 
mento genérico da matriz B1.  De onde se tem as relações: 

kk = 1 

k 

ki b=1 

i =i 

que permitem a obtenção dos elementos 
PkiI  i=1, ..., k. O valor dekva 

ria de 1 até N e nas relações acima, como no item 1 da Seção 21.2.1, 

usou-se bkk = 1. 

Analogamente obtém-se a matriz C', devendo-se notar que 

neste caso os elementos ckk  da matriz £ hão são necessariamente unitá 

rios. Assim, completa-se o processo de inversão. 

2) Inversão por partição 

Neste caso, a matriz A é decomposta em matrizes menores 

por partição. Assim, escreve-se: 

Li, 

onde Q1e 2  são matrizes quadradas e P 1 e P 2  matrizes retangulares. 



A matriz inversa 	escrita na forma: 

si  Ti 

A'= 

12 

onde S i  e S 2  são matrizes quadradas e T e '2  matrizes retangulares. 

Como 

	

tem-se 	as relações: 

	

2 	•- £ 12 = 1 

.L21 + 22 12 = 2 

2 I + _PI S2 = 2 

La T  1 + 22 ..2 = 1 

onde as matrizes identidades e nulas são de mesma ordem que as matri 

zes do lado esquerdo das igualdades acima. 

Eliminando I e 12  no conjunto de relações, obt&m-se: 

L22221 , 
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e finalmente: 

=- £2 21' £ 	' ,  

Pode-se notar que são necessãrias quatro inversões de na 

trizes para obter A'. Considerando, entretanto, as relações derivadas 

de 

A' A = 1 

têm-se 

1221 + 	L 22 = 2 

S i  P 1  + Ti 42 = 2 

que fornecem: 

Ti = -, £, 

£2 = 2 £2 2, 

Combinando essas relações com as anteriores que envolvem 

as matrizes identidade, obtém-se finalmente: 

si = 2' - 21' £, £2 ' 
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12 = 2 £2 Ql 

Ã2 = 	- £2 QY 

que formam um conjunto, o qual requer apenas duas inversões de matrizes 

para sua solução. 

O processo de partição apresenta a vantagem de reduzir os 

erros computacionais, pois transforma a inversão de uma matriz numa in 

versão de matrizes menores. Nas matrizes menores a serem invertidas, po 

dem-se usar m&todos autocorretivos para refinamento da solução. 

3) Inversão por destruição do grau 

Este método baseia-se no da seção anterior. Consideram-se 
as relações: 

= p  - £ 	L 2 Y' , 

si 	
1 	

=- _QI  .E 1=2 ' 

12 - 	2 £22 ' .' 

2 -(22 -2E'1r 1 .. 

Tomando Q2 como uma matriz 1 xl, ou seja, 	um 	escalar 

22 = , segue-se que P 1  e P. são vetores colocados, 	respectivamente, 

nas formas coluna e linha. Para designa-los usa-se a notação: 

Y=1 

!t 
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Nestas condições, as quatro relações anteriores são combinadas, resui 
tando na fõrmula de inversão: 

—1 	t-i 
- 	t- 	- 	v  

(Q1 - 	 1 =11 	._t___ 

Esta formula pode ser usada recursivamente. Assim, se: 

P1 
!I=!- 	Y 	cc.1V.Wt 

1=1 

onde D 	uma matriz diagonal não-singular, 	possTvel estabelecer 	um 
algoritmo para sua inversão. Para isto considere-se a soma parcial: 

k 

i=1 

—1  
y1 t1

-1 
x.  

cuja recorrincia 	dada por: 

—1 	—1 	t —1 

kk-r'k -kk 

que pela fôrmula de inversão transforma-se em: 

G = G 	+ 	— i k !k 
=k =k-1 

- k Gk 	Vk 

Observa-se que a recorrência inicia com G. = 	e ter 
mina comGN = — 1 .  

Para determinar uma decomposição basta considerar 
onde u k e o vetor cuja única componente não-nula é a k-ésima que vale 
1. Usando 	= 1, os vetores vk  são as colunas da matriz diferença: 
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VD - M. 

Uma forma alternativa para decomposição pode ser 	encon 

trada em Raiston e Wilf (1968). 

A eficiência desse método depende da particular decompo 

sição adotada, sendo mais recomendado nos casos em que a matriz a ser 

invertida difere pouco (por exemplo por uma coluna) de outra, cuja in 

versa já é conhecida. 

21.3.2 - CALCULO DE DETERMINANTE 

O método de eliminação para solução de equaç6es lineares 

simultâneas fornece uma maneira para calcular o determinante da matriz 

dos coeficientes. De fato ao reduzir o sistema à forma triangular, 	o 

determinante da matriz dos coeficientes é dado pelo produto da 	diago 

na] principal da matriz na forma triangular. 

Na decomposição da matriz dos coeficientes como produto 

de uma matriz triangular inferior B, com elementos unitãrios na diago 

na], por uma matriz triangular superior O, o determinante é o produto 

dos elementos da diagonal principal de O. 

21.3.3 - CALCULO DE AUTOVALORES 

Nenhum dos métodos apresentados pode fornecer 	informa 

ções sobre os autovalores. Entretantoconhecidos os autovalores, podem 

-se determinar os autovetores usando os métodos já discutidos. 

Portanto, a preocupação consiste no estabelecimento 	de 

métodos para determinação dos .autovalores, pois, sendo estes conhecidos, 

os autovetores podem ser calculados pela resolução do sistema de equa 

ções: 

(A - À.0 v = O. 	 i = 1, ..., N 
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onde X. são os autovalores e v são os autovetores, incógnitas dos 

sistemas. 

Dada a importância do calculo dos autovalores e autoveto 

res, desenvolveram-se métodos mais apropriados para sua 	determinação 

do que a resolução da equação caracterTsticas e a solução do 	sistema 

homogêneo de equações. 

No desenvolvimento dos métodos para o calculo de autova 

lores consideram-se três etapas: 

localização dos autovalores, 

métodos para matrizes hermitianas, 

métodos para matrizes não-hermitianas. 

£ importante ressaltar que não existem métodos 	diretos 

para obtenção dos autovalores, cujo problema é idêntico ao da solução 
de uma equação algébrica (a equação caracterstica), 

1) Localização dos autovalores 

O teorema geral para localização dos autovalores de uma 

matriz complexa foi estabelecido por Gershgorin: 

Teorema 21.3 - (Gershgorin) 

a) Todos os autovalores de uma matriz A pertencem à união dos dis 
cos circulares fechados, C., no plano complexo, com centros  aii 
e raios dados por: 

N 

pi = 
j=1 
J ~i 
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b) Se a união de m dos cTrculos C 1  forma uni domTnio conexo, então 
este doniinio contêm exatamente ai dos autovalores. 

Prova: 

a) Seja À um autovalor de A. Então exite um vetor v ;~ O, tal que: 

A v = À v. 

Desenvolvendo esta expressão, obt&m-se para as 	componen 

tes: 

N 
(À - a 11 ) v 1  = 	a 1  v. 

j=1 
j;Éi 

Seja v a componente de maior valor absoluto do vetor v, 

então: 

N 
À - aIIv 	= Y 	Ia 	vipj 

j=1 
j ;~p 

de onde: 

N 
À - aIlvI 

j=1 
j ?p 

e finalmente: 

N 
[À - al 	Y 	IaI 

j=1 
j ;~p 
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logo À pertence a 

b) Decomp6e-se a matriz A na soma da matriz obtida da diagonal D 

e de uma matriz 5 com os elementos fora da diagonal principal. 

Constrai-se em seguida o polinômio P(À, t) pela relação: 

P(x,t). = det (À! - D - ts) = O 

Pode-se observar que, para t = 1 , obtém-se a equação 	ca 

racterTstica referente ã matriz A. 

Considerem-se as raizes de P(x,t) para Otfl. 	Estas 

raizes encontram-se na união dos circulos com centros a ii e raiõstp 1 , 

de acordo com a primeira parte do teorema. 

Denomine-se C a componente conexa da união dos circulos 

C. e C que  esta mesma componente com os círculos acrescidos da quantidade 

E. Escolhe-se esta quantidade suficientemente pequena para que C 6  não 
possua nenhum ponto em comum com U. C - C. Para um ponto À, no contor 

no de CE  tem-se Ix- a1I >Pi,  i = 1, . ..,N. Então, À não pode ser raiz 
de p(x,t) para tE[0,1]. Neste intervalo, P(À,t) é analTtica. Assim, po 

de-se calcular o número de raizes de P(À,t) = O dentro da região tE  uti 

lizando a fórmula de Cauchy: 

n = 	4 	pÍ(Àt) dÁ 

	

ZTr JC 	P(À,t) 
E 

Segue-se que n é contTnuo para ta[O,1],  Como para t=O 

existem exatamente m raTzes em C, este será o nu-mero de raTzes para 

t =1 em CE.  Fazendo c--O eC€-C.  existem em conseqüência m auto 
valores em C. 
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Coroidrio - Se um dos circulos C  não possui nenhum ponto em comum com 

qualquer dos outros cTrculos, então ele contam exatamente um autovalor 

da matriz A. 

A aplicação do teorema de Gershgorin permite estabelecer 

estimativas para os autovalores quando se deseja utilizar métodos ite 

ra ti vos. 

2) Me-todos para matrizes hermitianas 

As matrizes hermitianas gozam da propriedade: 

= H 

onde o expoente H indica transposta conjugada. 

Para fins de cálculo de autovalores e autovetores, 	bas 

ta considerar o caso simplificado de matrizes reais e simétricas. Isto 

pode ser facilmente demonstrado lembrando que os autovalores de ma 

trizes hermitianas são sempre reais. Nestas condições, decompondo a ma 

triz hermitiana complexa, pode-se escrever: 

G+ iG 

onde G e G são matrizes reais, sendo 	sinigtrica e 	anti-simtri 

ca. Tomando o autovalor À, o correspondente autovetor v-i- i vi 	obtido 

da equação: 

(G + i 	) (v + i w) = À(v + i vi) 

que pode ser reescrita na forma de um problema real e simgtrico como: 
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-G a  [!1 [vi 

L!i LGa 	Gbj HJ 
importante notar que nesta segunda forma os autovalores 

têm suas multiplicidades dobradas. 

No desenvolvimento dos métodos para matrizes sirnétricas, 

utilizam-se transformações de similaridade empregando matrizes ortogo 

nais. Estas transformações não alteram os autovalores (Gantmacher, 

1959). Assim, dada uma matriz A pode-se transformá-la numa forma mais 

conveniente pela relação: 

= 

onde P é uma matriz ortogonal 

As matrizes ortogonais têm a propriedade de coincidên 

cia da transposta com a inversa. Utilizando a fórmula de inversão do 

item 3 da Seção 21.3.1, pode-se verificar que matrizes da forma: 

= 	2v vt 

possuem esta propriedade, sendo portanto ortogonais. 	Adicionalmente, 
P  = P. 

a) Método Givens.Householder,  

O método mais recomendado atualmente teve seu desenvol 

vimento relacionado com os nomes de Givens e Householder. Basicamente, 

o método utiliza transformações de similaridade para colocar a matriz 

dada numa forma tridiagonai e, a partir desta forma, calcular os auto 

valores. 
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O desenvolvimento do método requer preliminarmente a de 

monstração de 3 teoremas (Raiston and Wilf, 1968), que io apresenta 

dos a.seguir. 

Teorema 21.4 - Se as primeiras i componentes do vetor v são nulas, a 

matriz P possui a forma: 

o. 
=i 

!nj 
3 

onde n é a dimensão da matriz A, 1 
 é a matriz identidade de ordem i, 

Oi,n- 1 
uma matriz nula com dimensão i x (n - i, e £ - é a matriz 

gerada por: 

V 	=1
11 	

_2ww, 
=n- 1 =-1 	-- 

onde  w é um vetor com n - i componentes, obtido pela supressão das 

primeiras componentes nulas do vetor v 

Prova - ela é imediata, bastando escrever o vetor v na forma: 

	

= (O, ..., Ov+ 1 	..., vn ) 

de onde resulta a expressão desejada da matriz P com: 

= (v11, ..., vn ) 

Coroidrio - Se i= 1, a primeira coluna da matriz £ é dada pelo vetor: 

= (1, O, ..., 
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Teorema 21.5 - Sejam x e z dois vetores de mesmo módulo, mas com dife 

rentes componentes. Então existe uni vetor v de módulo unitârio, tal 
que: 

(1-2v vt)x = z 

	

O vetor 	que satisfaz esta equação é único (com exceção do sinal) e é 
dadô pôr: 

x- z 
v= 

	

- 	 c(x-z), (x-z)> 

Prova - Como x t x= z z e x t z= z x, tem - se: 

- 	 2( x _ z )( x _ z )t 	 2( XtxZtx ) 
1- 	 x=x - 	 (x-z)=z 

jx_zj 2 	
- - 2(xx-zx) 	- - 

que demonstra a existência do vetor v nas condições do teorema. Para pro 

var a unicidade deste vetor, basta considerar a existência de outro ve 
tor v 1  nas mesmas condições. Então: 

(1- 2v vt)x = (1- 2v1 vit)x 

5M =91 OM 

v(vt x) = vi(vit x) 

e como 	!t ;~ O, tem-se v, = 	= ± 

Teorema 21.6 - Num processo de transformações de similaridade 	encadea 

das para tridiagonalização de uma matriz, a transformação de ordem i + 1 
não afeta os resultados j5 obtidos com as i primeiras.transformações. 
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Prova - Após i transformações executadas sobre a matriz A, esta toma a 

forma: 

T. 	 0. 
1 =+1 	 =1,fl-1-i 

Ai = 	
t

- 

2ni1,i 	Bfl_j_1 

onde 	uma matriz (i+1) x (i+1) tridiagonal, b é um vetor não-nu 

lo, 
0inii 	uma matriz ix (n-i-1) nula e 	uma matriz quadra 

da simétrica. 

Na transformação de ordem i+1, utiliza-se um vetor vcom 

as i+1 primeiras componentes nulas. Logo, a matriz P possui estrutural 

mente a forma do Teorema 21.4. A transformação: 

A. 	= P A. P 
=1+1 ==1 = 

resulta então em: 

T. 	 ,n-i 

A. 	= 
	 dt 

n-i -',i 4) 

onde d = 	b e (VRV)ni'  E a transformação de similaridade exe 

cutada pela matriz V
n sobre a matriz 

Pode-se notar que a transformação executada sobre a ma 

triz Ai  não afeta a forma obtida dos i primeiros resultados. 
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O processo para obtenção da forma tridiagonal 	baseia-se 

na anulação dos elementos da primeira linha e da primeira coluna 	fora 

desta estrutura. O.Teorema 21.6 permite a utilização de recorrência no 

processo. 

Considere-se o vetor s = (0 wt)t  de mõdulo unitário e 	a 

transformação de similaridade executada pela matriz P = 1- 2 s s. Pelo 

corolãrio do Teorema 21.4, a primeira coluna da matriz R é o vetor 

a = ( 1,0 
•••,0)t• 

 Sendo a a primeira coluna da matriz A, e b a primeira 

coluna da matriz transformada, tem-se:-  

(I - 2 s s
t
) = 

onde b toma a forma: 

b = (b 1 9 b 21  O, ... 

e o problema consiste na determinação do vetor s. 

Pelo Teorema 21.5, os vetores b e a possuem o mesmo ni6du 

lo. Levando em conta a forma do vetor s, obtëm-se: 

= a i , , 

de onde resultá em: 

n 
b= a 

j=2 

Usando estes resultados e o Teorema 21.5, obtêm-se: 

s
t = (0,a 

21 
± b 2 , a 31 , . .. , a) 

<(a - b),(a - b)> 

Ap6s essa transformação executada sobre a matriz A, esta 

adquire a forma: 
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O 	... 	O 

O 

De acordo com o Teorema 21.6 pode-se trabalhar sobre a ma 

triz reduzida, cujos elementos estão caracterizados por um * na forma 

acima, utilizando o mesmo processo. Calcula-se um vetor s = (O w)t pa 

ra a matriz reduzida determinando a nova matriz P = i - 2 v v, onde 

v = (O 5t)t = (O O w)t.  Pela transformação, PA2 P, obtêm-se uma ma 

triz reduzida de dimens6es (n-1) x (n-2). Esta recorrência é utilizada 

até a obtenção da matriz 41-2 
 na forma tridiagonal. 

Uma vez obtida a forma tridiagonal, pode-se utilizar 	o 

teorema de Gershgorin determinando os intervalos, no eixo real, dentro 

dos quais se encontram os autovalores: 

(b11 - 1b211; b 11  + 1b211) 

(bii - Ib - 	b .; b 	+ b 	1 + Ib 	j) 
2, 1 - 1 	21 	i 1 	2, 	1 	ai  

i = 2, .... n - 1 

(b 	- 	 b
ifl 

+ Ibin 

onde bk  e b  	
denotam os valores de b1 e b2 obtidos nas várias etapas 

do processo de tridiagonalização. 

Estabelecida uma aproximação para um autovalor, podem-se 

usar métodos autocorretivos para refinamento da solução. Estes métodos 

serão discutidos posteriormente. 
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Outra abordagem consiste na utilização do polin6niio carac 

teristico da matriz na forma tridiagonal. Este método é discutido por 

exemplo em Raiston e Wilf (1968) e Voung e Gregory (1973). 

3) Método para matrizes não-hermitianas 

Aplica-se este método para qualquer matriz complexa. Ele 

pode ser usado também para complementação do método de tridiagonaliza 

ção visando um refinamento da solução. Ê conhecido na literatura como 

método QR, sendo mais apropriado quando a matriz se encontra numa forma 

particular, conhecida como forma de Hessenberg. 

No desenvolvimento do método, são utilizadas matrizes uni 

tãrias Q que têm a propriedade: 

onde o expoente H indica a transposta conjugada da matriz (Gantmacher, 

1959). 

a) Redução de matrizes à forma de Hessenberg 

A forma de Hessenberg é a forma triangular acrescida de 

mais uma diagonal. As matrizese H abaixo encontram-se, respecti 

vamente, nas formas inferior e superior de Hessenberg. 
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= 

O processo para a redução de matrizes a essas formas con 

siste na utilização do método de eliminação de Gauss para anular os ele 

mentos externos ao triãngulo e diagonal adicional. A seguir, apresenta 

-se um método para redução à forma superior de Hessenberg. 

Na aplicação do método de eliminação de Gauss para obteri 

ção da forma de Hessenberg alguns cuidados devem ser tomados, pois este 

método, na forma exposta no item 1 da Seção 21.2.1, modifica os autova 

lores. Para que isto não aconteça, o processo deve ser ligeiramente ai 

terado a fim de construir uma transformação de similaridade. 

Primeiramente, analisa-se o aspecto de mudança de linhas 

e colunas necessãria para o correto posicionamento do "pivot". Para is 

to, considere-se a matriz: 

 U. = 	 -' 	 ' - -' -1 ' 	 •' 

para ,j > i, onde os vetores < possuem somente a k-ésima componente não 

-nula e com valor 1. Pode-se observar que na posição original U..=I. 

A matriz U. tem as seguintes propriedades: 

-Det1151 =-1 

- U.. é auto-inversa, isto é: U. U. 	1 u' 'J 	= 

- 0 produto A U.. troca as posições das colunas i e j da matriz A. 
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1. 
- 	= =ii , 

	

- O produto U 	A troca as posições das linhas : e j da matriz A. 

O posicionamento do "pivot" deve então ser feito pela 

transformação: 

2s: = JJi Xii 

onde X 	a matriz sobre a qual se faz a modificação. 

No processo para redução do problema à forma 	de 

Hessenbery, escolhe-se o maior elemento de cada coluna abaixo da diago 

na] principal. A transformação requerida obedece à forma: 

E = i,k+1i,k+1 

onde k 	a coluna considerada e i 	k + 1, sendo k obtido de: 

Ixik'
1 = max {Ix. k  I}• 

j>k 	
3 

Assim, pode-se passar ao processo de eliminação 	propria 

mente dito. Para anular os elementos indesejáveis da coluna k, 	usa-se 

uma matriz semelhante à do ExercTcio 3 (apresentado no final deste capí 

tulo) denotada por: 

m 1 k+2, k+1 
mk+a  k+i 

m n , k+i 
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ande: 

X I. 

m. 	=- 
1 	

XL 1,k 

cuja produto JtK+  1 
X' produz a supressão dos elementos indesejados. A 

fim de no alterar os autovalores, completa-se a transformação de simi 

laridade fazendo: 

V11 - M 	VI M 1  
- 	=!k + a UK+t 

Mostra-se que: 

1 

- mk+2  k+ 

- mk+3  k+i 

- n,k+1 	
1 

A redução do problema ã forma de Hessenberg é então re 

sumida nas equações: 
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x 	i 	xu = 	= —i,  k+i 

VII - M 	VI M 1  

k+i = --"k+i 
k = 1, ..., n-2, 

II 

=k+i = = 

X = A
k+i 

 
= 

A =A = =n-1 

onde a relação final A=A 1  substitui a matriz A na forma original pe 
la sua equivalente na forma de Hessenberg. 

b) Método QR 

Este método baseia-se na construção iterativa de uma se 

qii&ncia de matrizesk=O, 1, ... que obedecem as seguintes regras: 

- Ao = 

onde A é a matriz da qual se desejam os autovalores. 

- Para k=O, 1, ..., calculam-se duas matrizes, uma unitaria 

e outra triangular superior, satisfazendo as relações: 

A R - ak ! = 2k 

onde os k constituem uma seqüência numérica. 

- O processo de recorrência é estabelecido pela relação: 

	

A41 	k2k +cckI. 

Como conseqüência, segue-se que a matrizé similar 

à matriz 	De fato, pelas relações acima, deduz-se que: 
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k+1 	kk 

e, por recorrência, conclui-se que o processo gera uma seqüência de ma 

trizes similares. 

	

A existência da decomposição QR, para cada matriz X 	da 

	

seqüência, é demonstrada pelo processo de construção apresentado a 	se 

guir. 

c) Implementação do Método QR 

Primeiramente, devem-se fazer algumas considerações: 

- A matriz A 0  da seqüência está na forma superior de Hessenberg. 

- Supõe-se que a forma de Hessenberg é preservada para cada 	ma 

triz X da seqUência (o que será justificado posteriormente). 

Considere-se agora a matriz unitária S q 
 de rotação pla 

na definida por: 

='pq = 

x/6 	Xqp/ó 	P 

Xqp/ó .. x/ó 	+ q 

+ 	+ 
p 	q 
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onde 6 = 	
pp 	qp 1  

( 1 x 1 2 + x 12)1/2 
1  

O produto Sq À foi projetado de forma a anular o elemen 

to p da linha q. Para verificar isto, considerem-se os elementos y ij  da 

matriz produto, dados por: 

yij = 	 1 ;~ p, q 

X 	X /6+xx /6, 
pj =  Ri PP 	qj qp 

yqj =-x pj xqp /6+xqj xpp 
 /ó 

para j = 1, ..., n. Pode-se notar que Yqp = O. 

Como a matriz X está na forma de Hessenberg, pode-se veri 

ficar que, se os elementos Yqp  de produtos sucessivos forem anulados na 

ordem (2,1), (3,2), ...,(n, n- 1), obtém-se uma matriz triangular, pois 

os elementos anulados num produto permanecem nulos nos produtos seguin 

tes. Chamando C esta matriz triangular, pode-se escrever que: 

c=(s 	...s 	s 	)x=sHx, 
= 	11-i, n 	2,3 - 1,2 = = = 

onde sH  sendo o produto de matrizes unitárias, é também uma matriz uni 

tãria. Assim, tem-se uma decomposição do tipo QR  para matriz X que se 

escreve: 

X=SC. 

Fazendo X 
= 	- 	

1 obtém-se 	= S e 	= C. 

Resta mostrar que o produto C S, gerador do elemento 	se 

guinte da seqüência, está na forma de Hessenberg. Este produto pode ser 

escrito como: 
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£1,2 	 1  

Considerando a forma triangular da matriz C, é possTvel demonstrar por 
indução finita que o produto acima gera uma matriz na forma de 

Hessenberg. Esta demonstração baseia-se no fato de que o produto de uma 

matriz 14  por k k~ 
altera apenas as colunas k e k+ 1 da matriz 14, 	e 

as novas colunas são combinações lineares das colunas originais k 	e 

k+1. 

d) Convergência do Método QR 

Viu-se anteriormente a relação de recorrência: 

Âk +i  

Outro resultado importante é que a forma de Hessenberg 

não é destruTda. 

Para provar que a seqüência 5, k= 1, 2, 3 ... converge 

para uma matriz triangular superior, basta mostrar que os elementos abai 

xo da diagonal principal, (a i + i,ik+ , 
tendem a zero quando k -*co, o 

que 	é feito a seguir. 

Considere-se a relação: 

A+ =QÂkQ 

que pode ser reescrita como: 

= n-',n 	2,3 	 ak(CZ H 
	

n-i,n , 3 

e construa-se a seqüência: 
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!-1 
T =S 	T 	S 
=m 	=mn-i,m =m-i 7n-1;m 

geradora dos elementos de A
k+r = Tn 	

As relações que permitem deter 

minar os elementos de cada matriz T 	resultam em: 

(t..) 	= (t 
ij 

 ) ij m 	) M-1 

(t 	) m 
 )m 	1 

= [ t. 	t* 	- / 5 + t 	t* 	/] 1 ,m-i m- i,m 1 

	

i,m m,m-i 	m-i 

(t 	 i 
) = [t 	 - / 5 - t. 	tk 	/J i 	m 	,m m-i,m 1 

	

1,m-i m,m-i 	m-i 

(t. .) =[t 	.t 	/s+tt 	/5] m 1,3 m 	m-i,J m-i,m-i 	mj m,m-i 	ni-i 

(t 	) 	 / 
mj m = [t 
	t 	5 mj m-i,m-i 	

- tt 	/5] 
m-i,j m,m-i 	m-i 

para i, j 	tu - 1 , m. Adicionalmente 

(t 	) = [t 	- t - 	- 2/52  + t 	t 	t 	/6 2 - 
m,ru-i m 	m,m 1 tu i,m 1 nl,m-i rn,m m-1,M-i 

t 	It 	
12/62 - t 	It 	1 2 /5 2  

- m,m-i m-1,M-i 	m-i,m m,m-i 	m-i 

(t - 	) = [t 	 12/52 - t 	 /ô 2 + tu i,m rn 	m-i,m m-1,M-i 	m,m-i m-i,m-i 

t 	t 	/ 8 2 _t 	It 	
j2/52] 

m,m-i m,m m-i,rn-i 	m,m-1., m,m-i 	.m-i 

(t i,m ) = [t 	It 	
2/62 + t 	t 	t* , 	+ 

- 	- tu 	m-i,rn-i m-i,m-i 	m-1,M-i m-i,ni m,ni-i 

1 2/2] t*- 	It m, 
 

m-1 m-i,m-i 	m,m m,m-i' 
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(tmm )m = [tm,mjtm_ l,m_ 11 	t 	1,m_ ikm,m_ 112/52 

It 	i2/2t 	t 1 m,m-i• 	m- i,m m,m- 1 m-1 m- /52] 

onde: 

= (Itm,m12 + Itm+ni I 2 ) 1 / 2 , m= 1, ..., n-1 

Fazendo m = M- 1, M, M+ 1, onde (.1 inteiro é um valor par 

ticular escolhido, obtêm-se todas as transformaçães que afetam o elemen 

to tm,m_  1 . Para m= M- 1 esse elemento é alterado por: 

(t MIM- 'M- i= [tM,M 1-t* M- 2,M- 2 - tMM 2 M ',M- 16M- 2 

Para m = ti a alteração é expressa por: 

(tMM »M= [tMM "M- ',M- iI 2 I 62 +t , ti 1MMM ';íi- /6
2  - 

1 

tMM 1ItM 1,M i.I 2 / 62 tti 1,MItM,M '2M- 1 

Para in = M + 1 ocorre a ultima alteração através de: 

(t,_ 'M+ 1 = [ tMM 1  tMM/6+tM+ 1 ,tl- 2 M+ 1,M161M 

Ê interessante analisar o caso em que os elementos abai 

xo da diagonal principal tendem a zero. Para isto, os elementos da pri 

meira diagonal abaixo da principal são considerados perturbaç5es de 

primeira ordem no sistema. Desprezando as perturbaç6es de segundaordem, 

dadas pelo produto de dois elementos abaixo da diagonal principal, têm 

-se as alterações simplificadas: 

	

(t* 	
M 	

)1/2] 
)- i 	M ,M-.a. M- 2, - 2/t  M -2,M- 2 	M- 2 
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(t MM 	= [t*M 1 tMM/tM i,M- i M- 1 

	

Et (tMM 	 (t /t" 
»M+ 1 

= 	M,M - ' MM MM 

Essencialmente, a Gnica transformação que pode alterar o 

valor absoluto de tMM 
1 	

dada pela segunda relação acima. Para 	que 

tM,M_1± O, deve-se mostrar que a situação ItM i,M J < nd P2 
de subexistir. Isto pode ser entendido considerando.o caso em que 

itM 1,M-  1 1 < tJ no inicio do processo de recorrncia (k = 1). Nes 

tas condições é possivel que o processo se afaste do equilibrio atéque: 

i tMM - 1 1 	itM i,M- 1 

As equações para cálculo de tM ',M- e tMM  longe do ponto de equili 

brio, são então simplificadas para: 

(tM 1,M- i) M = [tMMJtMM 1 Z/62]M 
1 

(tMM) = [_t* 

	

M 	M- ',M- 1 tM i,M  tMM i'M- 1 

e adicionalmente: 

(tM , M_1 ) M =  [_tM _ 1 , M ltM , M _ l I 2 / 2 ] M _ i  

(tM_ ',M'M = [_tM_ 1, MItM , M_ 112/62M 1 

As duas primeiras equações mostram que (tM 
- 1 M - 

proporcional a (tMM)M 
1 

e 	é proporcional a (tj _1,M-1 
  M- 1' 

vendo assim uma inversão relativa de posições. Concomitantemente, como 

mostram as duas ültirnas equações, tMM 
1 

troca de posição com t 	
,M 

atenuados pela relação ItMM 
1 

I 2 / 2  que é sempre menor do que 1. 

Consequentemente, a situação ItMi ,M-' < It 	é inst 

vel e retorna sistematicamente ao ponto de equilibrio com: 
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tMM < 1t4 1,M.  

M=2, ...,m. 

t 
M,M- 1 

Observa-se assim que o método QR é sempre convergente e 

estável, sendo por isto preferido a outros métodos. 

Nessas condições, o sistema de transformações éconsisten 

te com a hipótese adotada de que tM M 
	

± 	Pode-se então concluirque 
, -1 

o método QR conduz a matriz a uma forma triangular superior, em que os 

autovalores estão dispostos na diagonal principal em ordem decrescente 

de valor absoluto. 

Do que foi exposto acima, somente quando dois autovalores 

possuirem o mesmo valor absoluto é que o método QR pode encontrar difi 

culdades. Este impasse entretanto é facilmente resolvido, lembrando-se 

que a relação completa é dada por: 

(tMM 'M = [tAM 1 	tMM tM ',M- '
]
M- 1 

e, como 62 	sistematicamente maior do que o valor absoluto de 

tMM t[4_ iM 	garante-se a convergência em todos os casos. 

Viu-se que a relação tMM/ti 
1 M- 1 

é a responsável (no 

caso simplificado) pela convergência do processo. Esta relação tende ao 

valor: 

PM = 	, À autovalor, 

1 

no limite quando K--°' Este quociente entre autovalores consecutivos é 

chamado raio de convergência e o seu inverso mede a velocidade deconver 

gência. Para aumentar a velocidade de convergência, trabalha-se com a 

matriz A- 1 alterando assim a velocidade de convergência para: 
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À 	-" 
v  = 	= X_ _

1 

onde foi escolhida propositalmente a velocidade de convergência para 	o 

Ultimo autovalor, por ser ela a mais crfica no que se refere a isolar um 

autovalor (o menor). Assim, quanto mais próximo for de xn.  mais rapida 

mente este valor é isolado na forma triangular da matriz A. Considerando 

a matriz nesta forma e Àn  o último autovalor, o autovetor a ele cor.respon 

dente é: 

= (0,  

Pode-se usar para 	a estimativa do autovalor x, dada pe 

lo quociente de Rayleigh: 

K =  t 

Urna vez isolado o autovalor 	a matriz A é 	modificada 

adquirindo a forma: 

- 

- jt 
Àn 

Para identificar os outros autovaloresaplica-se em seguida o método QR 

para a matriz reduzida Ã11 e assim sucessivamente. 

21.3.4 - CALCULO DOS AUTOVETORES 

Determinado uru autovalor é possTvel encontrar oautovetor 

a ele correspondente, resolvendo o sistema homogêneo de equaçdes mencio 

nado na Seção 21.3.3. Como via de regra só se determina o valor aproxi 

mado do autovalor, este processo acarreta uma propagação de erros. Para 
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evitar este problema, foram desenvolvidos métodos mais convenientes para 

este propósito. A seguir discute-se uni desses métodos. 

Primeiramente, considere-se a transformação de similari 

A = M H 

que relaciona a matriz A com sua forma especial R  (tridiagonal ou 	de 

Hessenberg). Seja À um autovalor e v o correspondente autovetor relati 

vo à matriz H. Segue-se então que: 

ÀMv=MHv=MHM(v)=A(4v) 

de onde se conclui que o autovetor, correspondente a À, relativo à ma 

triz A E dado por: 

w = M v 

Considere-se agora o problema da determinação do autove 

tor v. Para isto, construa-se a seqüncia: 

1) x + = 

i = 1, 2, ... 

= m 

onde :c é um valor aproximado para o autovalor À, v 0  um vetor inicial es 

colhido arbitrariamente e m i  calculado por- 

Mil 

 

= max [(vk)i] 
k 

onde os valores [(vk)]  indicam as componentes do vetor v i . Deve-se de 

monstrar que esta seqUncia converge para o autovetor v/Ivj. 
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Considerado um inteiro j, a expressão de recorrência da 

seqüência acima pode ser reescrita como: 

= (li - 	i)3 (m 	!s 

sendo: 

3 
m = ir m.. 

i=1 

Adimitindo-se que v 0  é decomposto segundo a base consti 

tuida pelos autovetores normalizados 	escreve-se: 

k=1 ck k 

o que resulta em: 

V . 
	

• k=1 (xka)J  

Seja x = x o autovalor considerado. Como Ix_H<Ixk_H p 

ra kp, tem-se finalmente: 

z 
J  
.=b +..., 

— —p  

onde os termos omitidos têm linha zero para j-*o' . Este último resultado 

mostra que z tende a b .= v/ 1 v1 que é o autovetor correspondente a 

x  = À. 

Este método também pode ser usado para calcular os auto 

valores, pois: 

- 1- 
v. 	= 	1m 	V. —3 + ];  

À_a 
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Assim o quociente entre as componentes dominantes de v. e v 	 fornecem 

uma estimativa da diferença x - 	e, consequentemente, X. 

No caso de autovalores múltiplos, um desenvolvimento anã 

logo pode ser efetuado, mas cuidados adicionais devem ser tomados. 

O fato de ser requerida a solução de um sistema de equa 

ções a cada passo do processo de recorr&ncia, (li - I)v. = z, não 

apresenta inconvenientes, pois, dada a forma particular de H, o niëtodo 

de eliminação de Gauss fornece rapidamente a solução desejada. 

21.4 - CALCULO DE PSEUDO-INVERSAS 

A definição da pseudo-inversa A de uma matriz V foi apre 

sentada no Capitulo 5 (Seção 5.7). Adicionalmente foi apresentado o pro 

blema de unicidade da pseudo-inversa (Exerci-cios 9 e 10 do Capitulo 5). 

Foi mostrado que as relações: 

v =x 

e: 

x = A v 

constituiam o equacionamento básico para a definição da pseudo-inversa. 

Dessas relaç6es. resultaram: 

= 

que, obedecidas simultaneamente, permitiam uma definição univoca da pseu 

do-inversa (Exerci-cio 10, Capitulo 5). Esta definição é de E. H. Moore 

(Ben-Israel and Chames, 1963). 
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Uma definição equivalente, a de Tseng (ver Ben-Israel and 

Chames, 1963), consiste na resolução da equação: 

onde v e L são conhecidos, pelo método do mTnimo dos quadrados (Cafrítu 

lo 19; Pennington, 1970). Em seguida determina-se a matriz A que permi 

te executar a transformação: 

x = A v 

Esta definição permite o cálculo da pseudo-inversa A. 

Uma terceira definição de Penrose (ver Ben--Israel 	and 

Chames, 1963) considera a inversa A como solução do sistema 	de equa 

ções: 

.AA=A 

()LA)H = A 

(AL)H = A 

onde V õ conhecido. Mostra-se facilmente que estas relações são deriva 

das das quatro primeiras igualdades apresentadas nesta seção. Existe as 

sim uma equivalência desta definição com as precedentes. 

Outras definições são apresentadas, envolvendo não sõ ma 

trizes, mas também operadores lineares. Este caso mais geral não é dis 

cutido neste trabalho. 
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21.4.1 - METODO DO MINIMO DOS QUADRADOS 

Um método mais simples para determinação da pseudo-inversa 

(ou inversa generalizada) utiliza o método do minimo dos quadrados. Es 

te método pode ser implementado a partir da definição de Tseng ou usan 

do a definição de Penrose. Utiliza-se esta última por permitir uma.obten 

ção rápida do resultado. 

Considerando o caso de um número de equações maior que o 

de inc69nitas, utilizam-se as relações: 

YAï= 

(VA)HVA 

de onde se obtém: 

AH = (V V) )' 

e finalmente: 

A = ( vH j) 

Para o caso de um número de equações menor que o de inc6g 

nitas, recorre-se ãs relações: 

AY=Y 

de onde resulta: 

AH = ( v vH)l  v 
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que conduz a: 

A = H (VVH)- 1 

Esta forma de obtenção da pseudo-inversa é considerada em 

Korganoff (1967), a qual dispensa a relação A V A = A para a definição 

da inversa generalizada. 

A vantagem deste procedimento é a obtenção direta da in 

versa generalizada de uma matriz retangular. 

21.4.2 - MflODO ITERATIVO 

Os esquemas iterativos são gerados pela equação AVA=A. 

Assim, conhecida uma aproximação inicial A 0  , pode-se considerar a re 

corrência: 

1 
A . 	= A. V A. 
=+1k 

A. 
==1 

que produz a sequência: 

x. 	=A.Vx. 
-1+1 	9 -1 

= 1,2, ..., 

i = 1, 2, 

cuja convergência ocorre quando: 

(A. V -1 )xI < 	1 	xl =1= =X- - 

para qualquer x. Esta condição pode ser testada no decorrer do processo 

iterativo. 

Um mêtodo iterativo sempre convergente ê discutido eniBen-

Israel (1965) e baseia-se no esquema iterativo: 

A. 	= A. (21 	- V A.) 	, 	i = 1, 2, 
=1+1 =1 	V 	1 
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A provada convergência baseia-se na condição de convergência acima es 

pecificada, o que nos permite assegurar a convergência de qualquer pro 

cesso fundamentado na equação A V A = A (ver Ben-Israel, 1965). 

21.4.3 - MflODO DA DECOMPOSIÇÃO DA MATRIZ A SER INVERTIDA 

Um método alternativo para o cãlculo da pseudo-inversa de 

uma matriz y foi proposto por Golub e Kahan (1965) e tem por base a de 

composição: 

onde 	e jj  são matrizes unitárias e jj é uma matriz composta por uma 
] 	2 

matriz diagonal O e uma matriz nula complementar. No caso de um número 

de equações maior que o de incógnitas, tem-se: 

-O 

O 

onde o número de elementos da matriz diagonal é igual ao número de in 

cógnitas. 

Pode-se utilizar o método de Gauss-Jordan na forma de pre 

-multiplicações e pós-multiplicações da matriz V (composição dos Exerci 

cios 3, 4 e 6 deste capitulo) para obtenção das matrizes U , U e W. 
1 	2 - 

A pseudo-inversa £ da matriz V é calculada pelo produto: 

Â=iJ 	1ViL2  

W=[' 	o] 

(Golub e Kahan, 1965). 
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Apesar deste método ser bem conhecido, o número de opera 

ç6es requeridas para sua implementação pode tornar a conjunção dos 

dois métodos precedentes competitiva e de menor complexidade. 



EXERCIdOS 

Determine a solução dos sistemas triangulares de equações: 

N 
c.. 133  

x.=y., 	1 = 1, ..., N 

j1 	y = li 
	 1 = 1, ..., N 

Mostre que a maximização de (a) 	pode melhorar a qualidade dos 

resultados quando poucos dTgitos significativos são usados (consul 
te Raiston, 1965). 

Mostre que a eliminação da inc69nita Xk & equivalente a multiplicar 

a matriz k 1 
pela matriz 	obtendo a matriz 	= 

matriz 	dada por: 

coluna k 

1 	.0. ..............O ...............o 

o 

o 
o 	. 

_(ak +1,kk-11. 

. 	... 

O ........O -(aNk)k 	o 	o 	1 
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e a matriz A 6  é igual a matriz A do sistema A x = 

4. Mostre que o produto: 

uma matriz triangular inferior com elementos unitários na diagonal. 

S. Determine a forma e as caracterfsticas da matriz £ = 
_1 

6. Para N = 3 mostre através de um exemplo que: 

M A = C 

onde C é uma matriz triangular superior. 

7. O método de eliminação de Gauss-Jordan consiste em eliminar a variã 

vel xk  não só das equações subseqüentes, mas também das equações pre 

cedentes à equação considerada. Escreva as equações do desenvolvimen 

to recursivo deste método. 

8. Simule um sistema de 3 equações a 3 incógnitas e, em seguida, resol 

va-o pelos métodos de: 

eliminação de Gauss, 

ortogonal i zação. 

Estude criticamente os resultados. 

9. Escreva um programa para resolver sistemas de equações tridiagonais 

utilizando: 

o método de eliminação de Gauss-Jordan (ExercTcio 7), 

a variante do método de relaxação do item 1 da Seção 21.2.1. 

Compare criticamente os resultados. 
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10. Escreva um programa para resolver um sistema de equações usando o 

método de iteração simples item a do tépico 2 da Seção 21.2.2. Dis 

cuta a eficiência do método. 

11. Escreva um programa para resolver um sistema de equações pelos mé 

todos de Jacobi e Gauss-Seidel . Compare a eficiência dos métodos. 

12. Implemente o método de sobre-relaxação utilizando as mesmas carac 

tersticas utilizadas no exercTcio anterior e um valor w= 1,5. Com  

pare a eficiência deste método com a do método de Gauss-Seidel. 

13. Justifique as propriedades dos resTduos: 

rm(km) = 0, k inteiro 

rm(x) = x, 0<xcm 

r[x ± y] = rm[rm(x) ± 

r[xy] = rm[rm (x) rm (Y)] 

14. Mostre que uma das formas para encontrar uma coleção de inversos de 

y, com respeito a residuo no mêdulo m, é procurar os valores intei 

ros de a  tais que m + 1 seja múltiplo de rm(y). 

15. Utilizando o Teorema Chinês dos resTduos, calcule os residuos 	do 

número 207 nas bases 2, 3, 5, 7, 11 e, a partir destes resultados, 

recupere o número 207. 

16. Escreva um programa implementando o método dos resTduos para reso 

lução de um sistema de equações, Compare a precisão dos resultados 

do programa com a domêtodo de eliminação de Gauss. 

1.7. Escreva um programa para inversão de matrizes utilizando o método 

de decomposição triangular. 
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Escreva um programa para inversão de matrizes utilizando o 	método 

de destruição de grau. 

Estabeleça uma forma de recorrência para refinamento da inversa de 

uma matriz obtida aproximadamente pelos métodos apresentados notex 

to. 

(sugestão: Considere as relações: 

AK' =I+ 

onde 	' é a inversa aproximada e E é & matriz do erro cometido). 

Escreva um programa para colocação de uma matriz simétrica na 	for 

ma tridiagonal (método de Givens-Housebolder). 

Complemente o programa do exerdcio anterior com a obtenção de esti 

mativa dos autovalores. Utilize o teorema de Gershgorin. 

Escreva um programa para redução de uma matriz não-hermitiana à for 

ma de Hessenberg. 

Implemente o método QR para complementar o programa do ExercTcio21. 

Implemente o método QR para complementar o programa do Exerckio22. 

Complemente o programa dos Exercidos 23 e 24 com o cãlculo de auto 

vetores. 

Escreva um programa para calcular os autovalores utilizando o méto 

do de iteração inversa (Seção 21.3.4). 

Determine a pseudo-inversa da matriz: 

[i o - 	 1 

Lo 1 	1 



n 

Utilizando primeiramente a conjunção dos métodos das Seções 21.4.1 

e 21.4.2 e, em seguida, o método da Seção 21.4.3. Faça uma anãlise 

comparativa dos seguintes aspectos: 

qualidade do resultado para um trabalho computacional 	eqUi 

valente, 

velocidade da obtenção do resultado. 
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CAPITULO 22 

SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÃRIAS 

22.1 - INTRODUÇÃO 

Uni sistema de equações diferenciais ordinárias 	de pri 

meira ordem pode ser colocado na forma genérica implTcita: 

1» Ex, v(x), v'(x)] = O, 

ou então na forma explTcita: 

v ,  (x) = f Ex, v(x)J, [x, v(x)3 C Q, 

onde Q é um domínio dado, consistindo o problema na determinação das 

funções v(x),  i=1, ...,N. 

A formulação acima exige a determinação genérica de v(x). 

Para restringi-Ia são fornecidas condições adicionais, em Q, que devem 

ser satisfeitas por v(x). Estas restrições permitem classificar três 

tipos distintos de problemas: 

Problemas de valor inicial, para os quais é fornecida a infor 

inação adicional 

v(xo) = vo 

Problemas de valor de contorno, para os quais são 	especifica 

das restrições adicionais na forma: 

=0 

Problemas unidimensionais de autovalores, para os quais a for 

ma genérica e: 
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T [x, y(x)] = Àv(x) 

onde: 

y1(x) = v 1 )( x ) 

O número À é chamado autovalor, a funço v(x) autofunçio e 	como 

informaçio adicional, fornecida pelas condições de contornos, tem 

-se: 

g[y(x)]=O. 

Equações diferenciais de ordem superior sio 	facilmente 

redutíveis a sistemas de equações diferenciais de primeira ordem. Isto 

pode ser verificado imediatamente considerando a equaçio de segunda 

ordem: 

g"(x) = E Lx, z(x), z'(x)] 

que se reduz ao sistema: 

vl(x) = 1' [x, v(x)] 

fazendo: 

V1(x) = z(x) 

v2(x) = z ' (x) 

de onde decorrem: 

f 1  [x, V(X)1 = v 2 (x) 

f 2  [x, v(x)] = E [x, v 1 (x), v2(x)1 
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O tratamento de sistemas de equações diferenciais de pri 

meira ordem engloba a maioria dos problemas práticos de equações dife 

renciais ordinárias. 

Existem basicamente duas formas para obtenção da solução 

aproximada de uma equação diferencial 

representação de v(x) como soma de um número finito de funções 

independentes, 

representação de v(x) por meio de seus valores para um conjun 

to discreto de pontos. 

O segundo método é o mais apropriado para utilização em computadores. 

Os problemas de valores de contorno podem eventualmente 

ser convertidos em problemas de valores iniciais, razão pela qual é da 

da maior ênfase a estes últimos. 

Um tratamento completo para a solução numérica de 	equa 

ç6es diferenciais ordinárias envolve toda a teoria de aproximação 	já 

abordada, tornando-se impraticável em um ünico capTtulo. Optou-se nes 

te trabalho por uma apresentação que focalizasse mais a idéia gerado 

ra dos métodos do que propriamente o desenvolvimento destes. Esta for 

ma tem por objetivo dar ao leitor os elementos essenciais para uma me 

lhor compreensão de textos mais avançados no assunto. 

Para que o leitor adquira familiaridade com os elementos 

envolvidos na solução de equações diferenciais ordinárias, prefere-se 

apresentar neste capitulo, com maior detalhe, o problema unidimensio 

nal. Os casos P1 > 1 constituem, via de regra, uma simples extensão do 

problema unidimensional, não oferecendo assim maiores dificuldades. Ou 

tra restrição é a consideração de funções f [x, v(x)] que satisfazem 

a condição de Lipschitz: 
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I:! [x, x(x+&)] - .f Ex, v(x)] c M Hx+Ax) - V(X)1 

onde M é um numero real. 

22.2 - PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 

Os problemas de valor inicial so caracterizados 	pelas 

relações: 

v'(x) = f [x, v(x)] 

v(x 0 ) = vo 

x 0 , x e (a,b) 

sendo f Lx, v(x)] e v 0  conhecidos. Deseja-se obter v(x) para x C (a,b). 

Em geral x 0  =a, embora no necessariamente. 

A seguir, apresentam-se alguns métodos para a 	obtenção 

de v(x). 

22.2.1 	APROXIMAÇÃO DA SOLUÇÃO POR SERIE DE FUNÇÕES 

A primeira idéia que surge para a soluço de um problema 

de valor inicial é considerar a possibilidade da soluçio ser represen 

tada por uma série de funções: 

n 
v(x) = 	c. 4(x) + E(x) 

i=O ' 

Como exemplo, na série de Taylor: 

n  
v(x) 	v0 	

(x - xo)' v 	(x0) + 

as derivadas v i (x) sio obtidas a partir da relaçio: 
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v'(x) = f[x, v(x)] = f 

que fornece: 

V" = f x 	v 
+ f f 

(3) 
v 	(x) = f 	+ 2 f 	f + f 	f 2  + f f + f 2  f 

xx 	xv 	vv 	x 	v 

etc., 

sendo os subescritos x e v usados para indicar a derivaço parcial em 

relação a essas variáveis. O erro dessa série é facilmente determinado 

e vale: 

E(x) = (
X - Xo 	

1
) 	v (N+i) c T1 < x 

(N+1)! 

Pela sua natureza, este método é mais apropriado 	para 

cilculos manuais do que para computadores. Também a complexidade cres 

cente com o aumento de ordem da derivada restringe grandemente a apli 

caçio do método. 

22.2.2 - APROXIMAÇÃO DA SOLUÇÃO PARA UM CONJUNTO DISCRETO DE PONTOS 

Quando se 

res para um conjunto de 

cular recursivamente os 

v i  já obtidos. Os métod 

acordo com o fundamento 

deseja determinar 

pontos {x}. j=1 1  

valores v = v(x 

s são englobados 

que o originou, a 

v(x) por meio de seus valo 

m, a alternativa é cal 

a partir de outros valores 

m três tipos distintos de 

saber: 

a) Métodos baseados na integração de f[x, v(x)], ou seja, 	recor 

rncia com um ponto. 

b) Métodos baseados em interpolaçáo, ou seja, recorrência com mGi 

tiplos pontos. 
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c) Métodos autocorretivos nos quais a equação diferencial é usada 

para refinamento da solução. 

1) Métodos de recorrência com um ponto 

Fundamentam-se na integração da equação diferencial 	no 

intervalo (xk. xk+l) que fornece: 

(x 

vk+l  = Vk + j xk 

	f[x, v(x)] dx 

começando o processo de recorrência com o valor inicial v 0  conhecido. 

Para a integração numérica usando uma ünica variãvel,tor 

na-se necessária uma forma explicita para v(x), que permite escrever: 

	

x 	 x 
k+i 	 k+i 

f[x, v(x)] dx 	g(x) dx 

	

xk 	 Xk 

De acordo com a aproximação usada para v(x) e o método de 	integração 

para g(x), decorrem as mültiplas variantes do método de 	recorrência 

com um ponto. 

O método mais simples é o de Euler que utiliza: 

f[x, v(x)] 	f[x, v(xk)] = constante 

resultando em: 

Vk+l = vk + (x 	- Xk) f[x k . v(xk)] 

O interesse deste método é mais teórico. Detalhes de seu desenvolvimen 

to podem ser encontrados em Henrici (1962). 
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A parti'r desse método e passando por vários estágios de 

desenvolvimento, chega-se finalmente aos métodos do tipo Runge-Kutta 

de real interesse prtico. 

Os métodos de Runge-Kutta utilizam integração 	numérica 

para a função g(x), podendo-se escrever: 

x k+i 	p 	 p 
g(x) dx = 	c1g(y) =cigi 

i=1 	1=1 
Xk 

onde os y, são pontos pertencentes ao intervalo (xk. Xk+l). Os valores 

g i  são obtidos por: 

gi = 	v(y)] = f[y 	u] 

O valor p é chamado ordem do método Runge-Kutta. 

Os valores desejados são então obtidos pela recorrência: 

vk+  = vk + 
	

c 

A complexidade do método aumenta, quando se utiliza uma 

expressão análoga a esta ultima para o cálculo dos valores intermediá 

rios u.  Neste caso escreve-se: 

= V  +a g 

O sistema de equações resultante é não-linear quando: 

aO 	para j>i 
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e os métodos decorrentes são denominados irnplTcitos. Quando, entretan 

to, se utiliza: a=O para j ~ i não há necessidade de resolver um sis 

tema de equações não-lineares. Estes ijitimos métodos são ditos explici 

tos, e o processo de integração da função g(x) para obtenção dos v i en 

volve apenas valores jã calculados. 

Devido à complexidade dos cálculos, os métodos 	implici 

tos possuem aplicações reduzidas (Gear, 1971). Os métodos 	explicitos 

são, entretanto, de grande simplicidade e muito usados. 

O método explTcito de Runge-Kutta de primeira ordem com 
cide com o método de Euler. Exemplifica-se aqui o caso p=3 usando coe 

ficientes de integração de Newton-Cotes. Assim, têm-se: 

(xk+l  - xk) 
vk +  = vk + 	 [9 1  + 49 2  + 931 

6 

= XkI Y2 = Xk + (xk+i - xk)/ 2 , 3/3 = xk 

u1 = vk 

= f(xk vk) 

(x 	-x ) 
k+' 	k 

= V  + 	 9 1  , 
2 

(xk+l  - xk) 
92=f [Xk+ 	 , u 2  

2 

(xk +  - xk) 
U3 = vk + 	

2 	
(91+ 92) 

93 = f[xk+3 . u31 
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O valor calculado acima para vk 	pode ser considerado 

como urna aproximação do valor exato v(xk).  A diferença entre esses 

valores á dada pelo erro do mâtodo de integração que, no caso, vale: 

t5 	(t) =-- g •  (), k+i 	k+i 	90 

onde t = (Xk ± -  xk)/2 e 	& o ponto pertencente ao 	intervalo 	(x k' 
xk). Pode-se constatar que esta diferença tende a zero para t -* 0,de 

onde resulta a converg&ncia do mátodo. 

A estabilidade do mátodo pode ser facilmente estudada su 

pondo que o valor v á afetado por um erro 6 e observando a propaga 

ção desse erro através das expressões para obtenção de vk+l . O que re 

sulta em: 

Ag, 

Au 2 	6+t6f v' 

A9 2 	(6+t6f)f1 

	

v 	v 

Au 3 	5+t(26f + tóf) 

Ag 3 	(6 + ?t6f + 6t2f) 1'v 

tf 
Av 	6+6 	[6+t(..j], 

k+i 	3 

de onde se conclui que o processo só será estável nos trechos em que 

De acordo com o mâtodo de integração obtém-se diferentes 

variantes do tipo Runge-Kutta; eventualmente, pode-se obter maior con 
vergáncia ou estabilidade para uma mesma ordem. Nos exercTcios (no fi 
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na] deste capitulo) o leitor encontrará algumas alternativas muito usa 

das para o método de terceira ordem aqui discutido. 

2) Métodos de recorrência com vários pontos 

Estes métodos baseiam-se na função interpoladora de Her 

mite para aproximar a função v(x). Por hipótese, supõe-se conhecida 

v(x) para um conjunto discreto com q pontos, ordenados de 1, até q. Es 

tinia-se o valor para um ponto, Xq+i  consecutivo de X q  usando a fu 

ção interpoladora de Hermite: 

V 	H(x 	) q+i 

Estabelecida a função v'(x), pode-se determinar a primei 

ra derivada em todos os pontos desejados. Dessa forma, no polinômio de 

Hennite (Seção 15.11.2) impõe-se m=2  para todo valor de i. Esse poli 

nômio toma então a forma: 

H(X q+i ) = 	v(x) 	0 (x) + 	v 1 (x) 	1 (x) 
i=1 	 i=1 

denominada explicita por só envolver valores conhecidos da função 	e 

sua derivada. Pode-se, entretanto, aumentar de uma unidade a 	segunda 

somatória da expressão de H(Xq+j)  criando assim uma relação 	não-1j 

near para a determinação de vq+i.  Esta segunda forma é denominada 	im 

plicita e escreve-se: 

q 	 q+1 
H(xq+' ) = 	v(x) p 01 (x) + 	v'(x) ip 1 (x) 

Utilizando os valores deduzidos na Seção 15.11.2, 	tem 

-se: 
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Tr (x) 
ip01(x) - 	 m 

(x-x 1 ) 2  

[ 

(x -x) 

[ 1T(X) 

(xx)2 	
(1)  

+ 	I X=X  1  (xx) 
} 

M 	1 (x) r (xx i ) 2 

I X=X  , (x -x) [ 	
(x)m 	1 

com 

Tr 
 m 	

q 
= II (x_x)2 

(x_x) 2 	j=1 
i;~ i 

de onde: 

1_ 2  (1) 	[ 	 1 [ q [(xxi)2 1 X=X = 

- 	

2(x-x) 	(x-x 	(x-xl 
lr(x) 	 s=1 	 .11 =1 	 i=1 

 1  

	

si 	 ] ~5 	 i L 31 	i 

Pela sua simplicidade, o caso em que os pontos s ão igual 

mente espaçados por uni valor h oferece maior interesse prático. Nestas 

condições, resulta para a forma explicita: 

oiq+1 
= 	(q!) 2 	1 - 2(q-1) 

	

(q+1-i) 2  [D1 	 s=1. 	j s~ i 

(q!) 2 	1 
i*q+) 

= 
h (q+1-i) D 1  

D i  = [(1-1)! (q-i)112 
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e para a forma implTcita: 

4' 	
( q ! = (O 2 	[i. - 2(q-1) 

(q+1-i) 2  [D 	D 	s=1 i-s j 
s;~ i 

P jj (Xq1 ) = 
h [(q-i-1)!] _L 

(q+2-i) D 

onde: 

D i  = [(i-1)! (q+1-i)!] 2  

	

Pode-se notar que para pontos igualmente espaçados 
	

os 

coeficientes podem ser escritos na forma: 

oiq+» = "1 

iiq+) 
= h 

onde 	e B sio constantes univocamente determinadas pelo número 	de 

pontos q e pelo valor i. Obtém-se assim a f6rmula: 

q+1 
Vq+ i = 	 v 1  + h 
	

f(x, v) 
1=1 	 i=1 

que engloba genericamente os casos implTcito e explícito. Neste 	últi 

mo, faz-seq+ 	 q-,-i 

	

= O, uma vez que o ponto x 	nio é considerado. 

Alguns autores preferem considerar a última expressio co 

mo ponto de partida, impondo condições diversas para a determinaçio dos 

e 	
• 

Assim, resultam múltiplas variantes para este método. 
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No desenvolvimento aqui adotado,a diferença v(xq+i)_vq+i 

éfacilmente determinada pelo termo corretivo do polinômio interpola 

dor de Hermite e vale: 

=K(x 	), v(x 	) 	v q+i - q+i 	ir m q+i 

onde: 

1 	
v 
(p+i)  

(P+1)!  

sendo 	um ponto pertencente ao intervalo (x 1 , Xq+i) e p=2q-1 	(caso 

explTcito) ou p= 2q (caso implTcito) o grau do maior polinômio 	repre 

sentado exatamente pela aproximaçio de Hermite. 

O valor p é chamado ordem do método de vários pontos. 

No caso de pontos igualmente espaçados, obtém-se: 

v(xq+i ) -v 	=h1»' K(q!) 2  

o que mostra que a diferença tende a zero quando h- 0, de onde resulta 

a convergência do método. 

Para estudar a estabilidade do método explicito, conside 

ra-se um erro 8 no valor v q . Esse erro propaga-se para v pela rela 

çao: 

Avq+i = S M q + q Af(x
q 
 , v

q  + 

que desenvolvida conduz a: 
	 Q 

Av 	S(cxq + Sq  f v) 
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de onde resulta a condição para estabilidade: 

q + q v1 < 1 

que pode ser examinada em cada caso em funçio do nümero de pontos usa 
dos. 

Eventualmente, no caso em que as derivadas de ordem supe 
nor da função f[x,  v(x)] sejam facilmente determinadas, é 	possivel 
utilizar m i  > 2 no polinômio interpolador de Hermite. Este fato 	ngo 
tem sido muito explorado em vista de sua grande complexidade e restri 
ta aplicação. 

3) Métodos autocorretivos 

Como em todos os tipos de equações, os métodos autocorre 

tivos também ocupam posiçio de destaque no refinamento de soluções de 

equações diferenciais ordinárias. Apresenta-se aqui o método de previ 

sio-correção que decorre naturalmente dos métodos de múltiplos pontos. 

A aplicação sucessiva dos métodos explTcitos pode acarre 

tar uma indesejãvel propagaçio de erros. Por outro lado, os métodos im 

plTcitos requerem a solução de equações nio-lineares, apresentando o 

problema de uma estimativa inicial razoivel para a obtençio ripida do 
resultado. Surgiu entio a idéia de adoçio de métodos explicitos para 
uma previsao do valor desejado, adotando métodos implTcitos para 
correção do resultado. Assim, aparecem os métodos de previsio-correçio 

de grande utilidade na solução de equações diferenciais ordinirias. 

A implementaçio desses métodos é relativamente simples. 
Utilizando uma fõrmula explicita, faz-se a previsão do valor Vq+l•  'Em 
seguida, emprega-se uma fórmula implTcita que pode ser simbolicamente 
expressa por: 

v 	=(v 	) 
q~ i 	q~ i 
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cuja sol uço € obtida através de um esquema iterativo da forma: 

( Vq+l ) k+l  = ctE(Vq+l)k] 

com o valor inicial fornecido pela previsão da fórmula explfcita. 

A convergência do método depende exclusivamente da con 

vergência do esquema iterativo resultante da fórmula implTcita. 

A estabilidade do método depende da estabilidade da fór 

mula implicita. 

Na literatura, o leitor encontrará os métodos explTcitos 

estáveis relacionados com os nomes Adams-Bashforth, e os métodos impli 

citos estáveis com os nomes Adams-Moulton. 

22.2.3 - EXTENSÃO PARA SISTEMAS DE EQUAÇÕES 

Para a solução de um sistema de equações diferenciais or 

dinárias, pode-se considerar cada equação isoladamente, desde que se 

resolvam todas as equações simultaneamente. 

A tTtulo de exemplo, considera-se a solução do 	sistema 

utilizando o método de Euler. Escreve-se o resultado, simbolicamente, 

em notaçio vetorial como: 

—k+i 
V 	 = Yk + h f[xk. !k 

e cada equaçâTo componente será resolvida recursivamente por: 

(vi)k+l  = (v)k + h f[xk Yk 
	 fl 

A interligaçâo das equações é estabelecida pelas 	depen 

dências funcionais f[xk. :l4ç ]. O sistema de equações dessa forma é deno 

minado sistema de equações dependentes. Se entretanto 	fi[xk. y < ] = 
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= fj{xk. (vi)k]> tem-se um sistema de equações independentes. Neste ii 
timo caso no ë necessária a resoluçio simultmnea de todas as equações. 

22.3 - PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO 

Estes problemas sio caracterizados pela equação diferen 
cial 

v'(x) = f{x, v(x)] 

sendo a solução particularizada por uma depend&ncia i.mplicita da forma: 

= 

onde 4 é um vetor cujas componentes sio valores particulares de x. 

Os problemas de valor de contorno podem ser divididos em 
dois tipos: 

1) problemas lineares para os quais pode-se escrever: 

f[x, y(x)] = A(x)v(x) + z(x) 

ii) problemas nio-lineares para os quais a funçio f não pode 	ser 
decomposta no produto matricial acima. 

Os métodos para soluçio destes problemas sio englobados 
em trgs classes principais: 

métodos baseados na aproximação local da soluçio» 

métodos baseados na aproximaçio global da solução, 

c) métodos baseados nas técnicas de tratamento dos problemas 	de 
valor inicial 
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Os dois primeiros métodos transformam o sistema de equa 

ç6es diferenciais num sistema de equações algébricas, lineares ou não 

-lineares, que podem ser resolvidas com as técnicas dos CapTtulos 20 e 

21. O último método utiliza as formas de soluço de problemas de valor 

inicial. As an5ilises comparativas (Jacobs, 1977) tm apresentado ligei 

rã vantagem deste último tipo sobre os demais. 

22.3.1 - METODOS DE APROXIMAÇÃO LOCAL 

Existem dois tipos principais de métodos para 	aproxima 

çõo local: 

aproximação para um conjunto de pontos, 

aproximaçio para um conjunto de subintervalos. 

1) Aproximaçio para um conjunto de pontos 

Este método utiliza o c1culo com diferenças finitas. Ca 

da equaçio é calculada para um conjunto de pontos x., i= 1, ..., n. A 

forma mais simples para cada equaçio é: 

- (v) =h 	1 
f {x.

+- -!- Ny 1,v 	+ (y)11] } 
22 

onde j é o Tndice que designa a equaçio considerada, h
i  é a amplitude 

do intervalo x 	- x i e 	= (x+ x)/ 2 . 

O sistema acima fornece n-1 equações. Para complement 

-lo usa-se a equação de contorno: 

gi {v(3», f{, v(J} = O. 

O espaçamento entre pontos h i foi deixado propositadamen 

te arbitrário para que o conjunto de pontos, cujos valores sio as com 

ponentes de x , estivesse contido no conjunto de pontos {x}. 



n 

A interligaço entre as equações em i e j é estabelecida 

pela dependência vetorial em v(x) das funções f 3  e g. 

No caso geral no-linear, o sistema em i e 3 pode tornar 

-se extremamente complexo, devendo-se recorrer a métodos iterativos 

para sua solução, os quais envolvem Nn variEveis. 

No caso em que f e g sio lineares em v(x), o 	problema 

simplifica-se bastante, pois as condições de contorno reduzem-se a uni 

sistema de equações algébricas lineares da forma: 

c3 v5(x) = O, 	3=1, ..., N, 

que permite a determinação de N incõgnitas: v3(x)= 	Ainda neste 

caso restam N(n-1) incógnitas, o que pode acarretar problemas 	adido 

nais no caso de grandes sistemas. 

Uma alternativa é a nio-reduçio de equações de ordem su 

perior a subsistemas de primeira ordem. Isto é conseguido 	utilizando 

diferenças finitas de ordem superior. Empregando os operadores 	linea 

res do CapTtulo 14, mostra-se que para pontos igualmente espaçados: 

20 A + V 

A - V 

e assim por diante. Desta forma, cada equação independente de 	ordem 

superior pode ser resolvida apenas por um sistema com n 	incõgnitas. 

Na opção precedente, o nümero de incõgnitas é n-1 vezes a ordem 	da 

equação diferencial. 

Considerando uma equação diferencial linear de ordem su 

perior, obtém-se um sistema de equações lineares algébricas da forma: 
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A () v 1 = 

onde: 

= (x 1 , .... x) , 

v 	= ( v 1 , 	 . , v) 

v = v(x 1 ). 

Quando as condições de contorno so fornecidas numa for 

ma implTcita, prefere-se, por vezes, optar por resolver esse sistema 

de equações, lineares ou não-lineares, obtendo N valores: 

v(x) =M 
i > 	 i = 1, ..., N 

xpj  valores particulares de x. Este processo acarreta um aumento de er 

ros, mas simplifica consideravelmente a dificuldade de automaçffo do 

processo para a soluço de problemas com condições de contorno. 

Outra forma de simplificação consiste na 	linearizaçõo 

das equações. Considerando o método de diferenças finitas aplicado ao 

sistema de equações diferenciais, tem-se: 

V. 	-Xj = hf[x +1 	1/2(v1 + 

que,linearizado usando o desenvolvimento de Tay]or em sua forma de di 

férenças finitas, conduz a: 

- 	
h(1+D/2) f(x. 

Como D 	(A + v)/2 e 

f(x. 	= 	-L 
: 
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segue-se que: 

- xi = 	(1/8)(4 ~A~ v)(v. 	- v. 	) 
-1+1 -1-1 

de onde: 

V. 	- 4v. 	+6v. - 4v. 	+v. 	= 0. 
-1+2 	-1+2 	-1 	-1-2 -1-2 

o sistema assim formulado exige 4N restrições adicionais. Corno as con 
dições de contorno fornecem N incdgnitas, 3N restrições ficam arbitr 

rias. Pode-se completar o sistema, por exemplo, com: 

L 1  =' y0 = 	e y + 2 =.!i• 

O processo de linearizaçio também acarreta considerável aumento de er 

ros se o espaçamento h nio for bastante pequeno. A diminuiçio desse 

espaçamento, por outro lado, implica um aumento do número de equações, 

com os inconvenientes jff discutidos no CapTtulo 21. 

2) Aproximaçio para um conjunto de subintervalos 

Antes de passar ao desenvolvimento propriamente dito des 

ta parte, é interessante tecer algumas considerações iniciais sobre os 

fundamentos que motivaram estes métodos. 

Primeiramente, é necessário lembrar algumas 	conclusões 

importantes dos CapTtulos 16, 17 e 18, tais como: 

os processos de derivaçio numérica implicam 	necessariamente 
uma amplificaçio dos erros introduzidos pelo computador; 

os métodos de integração numérica apresentam grande confiabili 

dade do ponto de vista computacional , nio sendo tio 	drastica 
mente afetados por erros de arredondamento ou truncamento; 
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c) a teoria das aproximações fornece os elementos para 	minimiza 

ção dos erros nos métodos numéricos diretos. 

	

Com base nessas conclusões e tendo em vista o 	objetivo 

de reduzir ao máximo os erros computacionais, surgiu a idéia de conver 

ter a solução de equações diferenciais num problema dentro do 	campo 

dos métodos diretos. O problema assim convertido deve envolver 	técni 

cas de integraçio e otimização, evitando os inconvenientes da 	deriva 

çio numérica e dos métodos de diferenças finitas. 

Destacam-se dois processos para converter a resoluçio de 

uma equaçio diferencial num problema de integraçio numérica: 

Formulaçio do problema em termos do cálculo variacional , (méto 

do de Rayleigh-Ritz). 

Formulaçio do problema em termos de minimizaçio de erros, uti 

lizando o critério dos resTduos ponderados (e.g. método 	de 

Galerkin). Estes processos serio discutidos em mais 	detalhes 

no capliulo seguinte. Por ora, considera-se que o problema da 

resoluçio da equaçio diferencial é convertido no problema de 

minimizaçio de integral 

1 
 = j

Ffx, v(x), v'(x)] dx 
a 

no método de Rayleigh-Ritz, ou no problema de ortogonalizaçio 

de erro: 

b 

L R[x,  v(x) v.'(x)] 1 (x) dx = O 

no método de Galerkin. 
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Em quaisquer dos dois casos, cada componente do 	vetor 

v(x) é expressa como combinaçffo linear de um conjunto de funções 	(x) 

com 	nio-nula para x € (xi, x+1); então: 

v(x) = 
	

ji 
	1(x) 

onde m é o nümero de subintervalos considerados, e as funções 

sio definidas localmente, escolhidas de modo que todos os v(x) satis 

façam as condições de contorno. 

Para ambos os métodos obtém-se um sistema de Nm equações, 

cujas incógnitas sio os b 1 . No método de Rayleigh-Ritz, essas equa 

ções sio geradas pelas condições de minimizaçio: 

M. 
=0 

ab. 
3' 

e, no método de Galerkin, pelas condições de ortogonalizaçio do erro: 

b 

J R Ex, (x)dx = O 

a  

onde b é o vetor de componentes 

As integrais envolvidas na formação do sistema de 	equa 

ções sio, em geral ,resolvidas pelos métodos de integração numérica. 

Pode-se notar a semelhança entre esta forma de solução e 

a precedente, no sentido de que o sistema de equações diferenciais é 

reduzido a um sistema de equações algébricas. 
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22.3.2 - MrT000S DE APROXIMAÇÃO GLOBAL 

Os métodos de aproximação global fundamentam-se no mesmo 

principio que deu origem aos métodos de elementos finitos. Eles também 

serão discutidos em detalhes no capitulo seguinte. Para o presente ca 

so, a diferença essencial consiste em que as funções (x)  não são de 

finidas localmente, mas sim para todo o intervalo (a, 5). De certa for 

ma isto acarreta um aumento de complexidade dessas funções, que agora 

devem pertencer a um conjunto de polinômios ortogonais como os de 

Legendre, Tchebyshev, etc. 

Os métodos para determinação dos coeficientes são essen 

cialmente os mesmos expostos na última seção: de Rayleigh-Ritz e de 

Galerkin. 

As caracteristicas de convergência e estabilidade 	são 

também as mesmas dos métodos de elementos finitos. 

A aproximação global pode 

do as v(x) são funções continuas e com 

to não ocorre, em geral as funções v(x 

em séries como as de Taylor,Tchebyshev, 

fundamental deste tipo de abordagem não 

optar por outro tipo de solução. 

fornecer bons resultados quan 

derivadas continuas. Quando is 

não podem ser 	desenvolvidas 

etc. Neste caso, a 	hipótese 

se verifica, devendo-se então 

22.3.3 - MTODOS DE REDUÇÃO A PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 

No decorrer da Seção 22.3.1, viu-se que, resolvendo 	o 

sistema de equações das condições de contorno, os problemas deste tipo 

poderiam ser formulados pela equação: 

v'(x) = f[x, v(x)] 

com as condições de contorno na forma: 

v(x) = cc, 1 	 j=1, ..., N 
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Neste aspecto h5 uma estreita semelhança dos 	problemas 

de condições de contorno com os problemas de valor inicial. De fato, 

se todos os x. coincidirem tem-se caracterizado um problema de valor 

inicial. No caso de x. distintos, procura-se calcular o valor aproxi 

mado das condições de contorno para um ponto comum x 0  desejado. 

Os métodos de solução por redução a problemas de 	valor 

inicial envolvem 3 etapas: 

obtençio de aproximação das condições de contorno para um pon 

to x 0 , o que resulta em: 

v(xo) 
	

j= 1, ..., 

refinamento do valor obtido v(x0); 

resoluçio do problema de valor inicial obtido. 

Alguns autores dispensam a primeira etapa do 	processo, 

admitindo uma coleçio de valores inteiramente arbitrffrioss("shooting"). 

1) Obtenção do vetor s 

Utilizando o desenvolvimento de Taylor pode-se escrever: 

m 	(Xo - xp) 
k

v(x ) v(xo) si 
k=O 	h! 	

Pj = 

onde m é a ordem da maior derivada considerada. Os valores vj 	(Xp.) 

sio obtidos analiticamente a partir cia equação diferencial. 

Nos casos mais complexos, não è possivel a utilização de 

derivadas de ordem superior. Utiliza-se entio somente a primeira deri 

vada, obtendo um valor inicial pouco preciso. 
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2) Refinamento do vetor v(xo) e resolução do problema 

O processo para refinamento do "valor inicial",v(xo), re 

quer que outras condições iniciais sejam adotadas para um ponto dife 

rente de x 0 . Seja X f  este ponto; então resulta em: 

k 
M (x -x 

v.(xf) 	
f 	3 	(k)(X) = q. 

k=O 	k! 	 3 	3 

Em seguida, procede-se ã integração da equação 	diferen 

cial com base em dois conjuntos diferentes de "condições iniciais". Des 

ta forma, obtêm-se para qualquer ponto x, do intervalo (a, b), duas 

soluções: 

v(x,$) para. v(x0) = s 

e 

v(x,q) para V(Xf ) = q. 

Em geral essas soluções sEo diferentes devido aos erros em v(xo) e 

V(X f ). Impondo a condição de identidade das soluções, obtêm-se um sis 

tema de equações que fornece a informaçio necessiria para aprimorar 

os "valores iniciais". Considerando dois pontos distintos, x 1  e x 2 , 

no intervalo (a,b), resulta o sistema com 2N equações e 2N incõgnitas: 

v(x 1 , s) - v(x 1 , q) = O, 

onde s' =s -i -As e 	q' =S7AR 

Utilizando o desenvolvimento de Taylor, pode-se escrever: 

v(x, 5') 	v(x, s) +v 5 (x, s) As 
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onde v 5 (x,$) é a matriz das derivadas parciais de v com relação a s, 

calcul -ada no ponto (x,$). A mesma aproximação é usada para v(x,q).  En 

tio, tem-se um sistema dependente em As e Aq que poderá fornecer essas 

correções necessárias para o refinamento de v(x0) e V(Xf ). 

As matrizes das derivadas parciais v 5 (x,$) e y1 (x,q) de 

vem ser calculadas numericamente, uma vez que não ie dispõe [a expres 

são anal Ttica de v(x). Usam-se para isto as aproximações: 

v(x+6 s 	v(x) 	
..., N. 

Em geral, os valores 6s i 
 são escolhidos como uma percentagem fixa, do 

valor s• 

Consegue-se uma drástica redução •no número de equações 

diferenciais de valor inicial, que devem ser resolvidas, pela escolha 

conveniente dos pontos x 1  e x 2 . Uma possivel escolha é x 1 = x 0  e x2=xf. 

Por sua vez, x 0  e x f  são escolhidos de forma a coincidir com dois valo 

res x 1  para reduzir o número de incógnitas. 

A convergência e estabilidade do método dependem de dois 

fatores: 

convergência e estabilidade do sistema de equações para refina 

mento do valor inicial 

convergência e estabilidade dos métodos para obtençiodev(x,$), 

v(x,q), v 5 (x,$) e 	(x q). 

O método aqui apresentado aplica-se a qualquer sistema 

de equações com condição de contorno. Para sistemas lineares, o leitor 

encontrará na bibliografia outras soluções alternativas. 



MUM 

22.3.4 - CONVERGÊNCIA E ESTABILIDADE 

A convergência e estabilidade dos métodos de aproximação 

local podem ser facilmente analisadas. No caso de diferenças finitas, 

por exemplo, a equação básica é: 

- l i 
= h f[x1 

/2' 1i2(v + -1  v. )] ,+1 

que mostra que para h-*O, v +1
~ v., o que implica na convergência 	do 

método. A condiçio de estabilidade, neste caso, é obtida impondo um er 

ro 6 em v e calculando o erro em v +1
, o que resulta em: 

v. 	=6+_!!_f 6, 
- 2 

onde f é a matriz das derivadas parciais da função f calculadas no pon 

to (xTv); entio tem-se: 

IÇj4.fj <  li 
2— 

como condiçio de estabilidade. 

No caso de elementos finitos, a convergência também é ga 

rantida, pois as funções interpoladoras coincidem com o valor 	exato 

dos pontos conhecidos. A estabilidade depende de erros 6 	 nos valoresji  
Para o método de Rayleigh-Ritz, a condição de 	insensibilizaçio 

= O assegura a estabilidade. Para o método de Galerkin, a con 

diçio de ortogonalidade do erro faz com que o erro do elemento b  ji  não 

se transfira para outros elementos, garantindo assim a 	estabilidade, 

desde que as q 1 (x) constituam um conjunto de funções ortogonais. 	Sob 

este aspecto, os métodos com elementos finitos apresentam pequena van 

tagem sobre os métodos de diferenças finitas. 
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22.4 - PROBLEMAS DE AUTOVALORES 

Estes problemas consistem na necessidade 	de 	determi 

nar os invariantes de urna particular transformação diferencial T, en 

volvendo derivadas até a ordem m. 

As invariantes de uma transformação funcional são 	fun 

ç6es v(x) para as quais a transformação não altera a forma, mas atua 

apenas como um fator "peso" À para essa função. Dentro do contexto de 

espaço vetorial abstrato (Capitulo 3), interpretada a função v(x) co 

mo um vetor v, a transformação diferencial T como uma transformação ve 

tonal ± resulta em: 

T(v) = À v 

que caracteriza uma alteração no "mõdulo", mas não afeta a "direção" 

do vetor v. O vetor v é chamado autovetor e, por analogia, a função 

v(x) autofunção. O nimero À é denominado autovalor. 

Em termos de relacionamento funcional pode-se escrever: 

T[x,y(x)] = À v(x) 

onde Yjx) = v'(x) , 	 i = 1, ..., m+1 

O problema é particularizado pela informação 	adicional 

fornecida pelas condiç6es de contorno: 

= O 

A transformação diferencial T é um mapeamento de um es 

paço de infinitas dimensaes em outro de mesma natureza e admite infini 

tos autovalores e autovetores. 
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O problema pode também ser colocado na forma: 

z ,  (x) =S[x,À,z(x)] 

por uma conveniente transformação, conforme exemplificado anteriormen 

te. 

22.4.1 - MtT000 DE DIFERENÇAS FINITAS 

Neste método, a função v(x) é considerada para um conjun 

to discreto com n pontos distintos. Forma-se assim um sistema com n 

equaç6es do tipo: 

T[x. (x)] = À v(x) 

onde os Y(x)  são calculados pelo método de diferenças finitas, envol 

vendo um total de n+m pontos. Os m pontos complementares são forneci 

dos pelas m condiç6es de contorno. 

Fazendo n= 1, 2, ... tem-se, respectivamente, aproxima 

ç6es para 1, 2, ... autovalores, desde que se verifique a condição de 

v(x) não ser identicamente nula. Quanto maior o valor de n, tanto me 

lhor será a aproximação. 

No caso linear, obtém-se um sistema algébrico de 	equa 

ções lineares na forma: 

ïI = Ày1  , 

onde: 

= (x1, . .., xn) 

= (v1, ..., v) 

Vi = v(x) 



n 

Neste caso, os autovalores procurados sgo dados aproximadamehte pelos 

autovalores da matriz LÇ. ) e os autovetores da transformação, pelos 

autovetores desta matriz. 

Para problemas não-lineares, uma alternativa é a linear !  

zação, a partir da qual determina-se uma primeira aproximação doa auto 

valores. Em seguinda, utiliza-se o método variacional, que será visto 

na prõxima seção, para refinamento da solução. 

Para aplicação do método de diferenças finitas éaconselhã 

vel a prévia resolução das condições de contorno para obtenção de rela 

çdes do tipo: 

i=1, .... m, 

e, a partir destas, utilizando o método de diferenças finitas, chega-se 

finalmente a: 

V(xq.) = 	i , 
	 i=1,...,m. 

Exemplos simples de aplicação deste método podem ser en 

contrados em Szidarovszky e Yakowitz (1978), Young e Gregory (1972), 

etc. 

22.4.2 - MtTODO VARIACIONAL 

Este método deve-se a Rayleigh-Ritz (Friedman, 	1966; 

Courant and Hilbert, 1966). Trata-se de um processo autocorretivo que 

permite o refinamento de autovalores e autovetores. 

Partindo da equação básica: 

T(v) = Xv 

onde v
i 
 = v(x) pode-se escrever: 
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cv, T(v)> = À cv, v> 

Em seguida, aproxima-se v(x) pela combinação linear de um conjunto de 

funções (x),  definidas no intervalo (a,b) e satisfazendo as condi 

ções de contorno. Então tem-se: 

	

v(x) 	c. 	(x) = (x) 

Tomando uma aproximação x   para o autovalor, resulta um 

erro dado por: 

E(Àk. ) = <±' IL)> - Àk 

onde c é o vetor cujas componentes 5g0  os coeficientes c.. 

Os coeficientes c 1  são determinados pela condiço de mi 

nimo erro: 

BE(Àk, £) 
=0,  

i 

Pode-se então obter uma melhor aproximação, Àk+l.  para o 

autovalor impondo a condição de que o erro E(Àkc)  seja nulo. Assim 

resulta em: 

<, T()> 
À 

	

k-i-a 	
•> 

Repetindo o processo, novos valores ci serio obtidos e assim 	recursi 

vamente até que a diferença IÀk
+l 
 - ÀkI esteja dentro de urna 	tolern 

cia, E, especificada. 
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Uma primeira aproximação, A 0 , para o autovalor pode ser 

obtida utilizando o método anterior. 

Exemplos anaUTticos, ilustrativos do método, para o caso 

linear podem ser encontrados em Friedman (1966). 

22.4.3 - CONVERGÊNCIA E ESTABILIDADE DOS MÉTODOS 

Para o método de diferenças finitas, a precisão dos 	re 

sultados depende diretamente do número n de pontos. Aumentando n hff 

uma diminuição do espaçamento entre pontos, o que implica convergência 

do método. A estabilidade depende do sistema algébrico em que foi con 

vertido o problema. Em geral, para lxi c 1, é esperada a estabilidade 
do método, pois: 

AT = ÀAv 

não implica amplificação do erro. 

No método variacional , o erro v(x) - ~(x)1 também depen 

de do valor de n. Aumentando n, (x) -* v(x), o que implica convergên 

cia do método. Eventualmente, o erro pode anular-se mesmo para n fini 

to (ver CapTtulo 18). A convergência do autovalor é mais rápida que a 
do autovetor (Friedman, 1966), pois: 

1 Ax[ 	lAvI 2  

A estabilidade do método é, de certa forma, assegurada pela condição 
de insensibilidade do erro: 

2) 
=0, 	 i=1,...,n. 

Bc 



EXERCIdOS 

	

1. 	Discuta o •mitodo clãssico de Runge-Kutta de terceira ordem, para o 

qual são usados: 

Yi = x-k Y2 = X  + t ; 

Y3 =X 	=Xk+2t 

C, = 	, c2 = --- , c3 = ----- ; 

	

.3 	3 	3 

a 1  = 	para u 2  
2 

a 1  = - 1, a 2  = 2 para u 3  

Compare os resultados com o exemplo do item 1 da Seção 22.2.2. 

	

2. 	Discuta a variante de Heun para o mãtodo de Rurtge-Kutta de tercei 

ra ordem. Nessa variante são usados: 

Y1 =x<,y =xk+2t/3 

Y3 = Xk + 4t/3 

C, = 	, c 2  = a, c 3  = —2--- 

	

4 	. 	4 

a1 = 	para ii 
3 

a 1. = O, a2 = 	para ti3 
3 

Compare esta variante com a do exerctcio anterior e com a do texto. 
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Deduza as fórmulas de P o j(X q+1 ) e '»ii(q+)  do item 2 da 	Seçio 

22.2.2 para pontos igualmente espaçados nos casos expl -icito e im 

plTcito. 

Determine os coeficientes 	, í3 da expressão de Vq+l  do item 2 da 

Seçio 22.2.2 para o método explTcito com q=3. Utilize o desenvolvi 

mento de Taylor. 

S. A equação para o cãlculo de estabilidade do método implTcito 	com 

múltiplos pontos escreve-se: 

=ócc q +B  q Af(Xq > Vq+6)+ q-n 	q-i- 6f (X 	,v +Av 
a 	q 	q+a 

Determine as condições para a estabilidade do método. 

Utilizando o resultado do exerckio anterior mostre que, se 

e B  » 1, a estabilidade do método implTcito com múltiplos pontos 

independe da função f[x, v(x)]. 

Utilizando o resultado do exercTcio anterior sugira um método 	irn 

plTcito absolutamente estável para qualquer função. 

Sugestão: fixando um número de pontos e os valores convenientes de 

q' S  e Sq+l  determine os outros coeficientes para que a f5rmu 

Ia: 

g 
v(x) = 	o v(x) + h 	f[x, v(x)] 

i=1 	 i=1 

seja exata nos pontos x = x., 1 = 1, ... , q, e sua derivada coinci 

da no maior numero de pontos possiveis pr6ximos a 

Determine as condições de estabilidade dos métodos implTcitos obti 

dos no poli n5mi o interpolador de Hermite para q = 1,2,3,4, S. 

Estude o método de previsio-correçio baseado na fórmula de 	previ 

sio de Adams-Bashforth: 
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= V2+ (h/2) [31`(x 2 ,v 2 ) - f(x 1 , vi)] 

e na fórmula de correção de Adams Moulton: 

V3 = v 2 + (h/2) [f(x 3 , v3) + f(x2, vi] 

10. Escreva um programa de computador para resolver 	numericamente a 

equaçio diferencial 

V" (x) = -16v (x) 

no intervalo (0,27r), com as condições de contorno: 

V(0) = O, v'(0) = 1. 

Utilize: 

o nitodo de diferenças finitas na forma de sistema de equações 

de primeira ordem com h= n/8, 

o mõtodo de diferenças finitas, com diferenças de ordem supe 

nor para o mesmo espaçamento do item a. 

11. Analise os resultados do exercTcio anterior do ponto de vista 	de 

rapidez de processamento e precisio da solução. 

12. Utilize o riítodo de diferenças finitas e o processo de 	lineariza 

çio para resolver numericamente a equação não-linear: 

v"(x) + sen [v(x)] = O 

com as condições de contorno: 

v(0) = O, v(1) = 1 

e espaçamento h=(1/8). Analise o resultado. 



Use a equação de Euler-Lagrange (Chung, 1978) para mostrar que o 

mínimo da integral 

(27! 
= J 	[v 12 (x) - 16v 2 (x)] dx 

Jo 

ocorre para: 

v"(x) + 16v(x) = 0. 

Baseado nesta relaço,empregue o método de Rayleigh-Ritz para re 

solver a equaço diferencial do Exercício 10. Empregue intervalos 

de amplitude 71/4 e funções: 

= a 1  x 2  + b 1  x + c i  

vil idas para cada intervalo e nulas fora dele. 

No método de Galerkin, utilizando a aproximaçio: 

8 
V(x) = • 

•1=1 

e definindo o resíduo por: 

R(x, 	) = 	+ 16(x) 

resolva a equaçio diferencial do Exercício 10. Empregue as mesmas 

funções 	(x)  do exercício anterior. 

Para o método de aproximaçio global considera-se um conjunto de 

funções: 

= sen (1-1) x. 

Fazendo: 
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8 
(x) = • 	s 	(x) 

1=1 

e definindo o resTduo como no exercicio anterior, resolva a 	equa 

çio diferencial do Exercido ID pelo critério de Galerkin. Compare 

os resultados dos Exercidos 13, 14 e 15. 

Reduza o problema de condições de contorno do Exercicio 10 a 	um 

problema de valor inicial. Resolva este problema por qualquer dos 

métodos aplicveis no caso. Utilize h=Tr/8. 

No intervalo (0,2Tr) caracteriza-se um problema de autovalor 	pela 

relação: 

-v"(x) = À v(x) 

com as condições de contorno v(0) = O e v(27r) = O. Encontre 	as 

aproximaç6es para alguns autovalores pelo método de diferenças fi 

nitas. Em seguida, utilize o método variacional para aprimorar ore 

sultado. 

SugestJo: Empregue 8 pontos no me-todo de diferenças finitas e fun 

ções periódicas de período 2ir no método variacional. As funções pe 

riõdicas são sugeridas pelas condições de contorno (ver Capitulo 

15). 
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CAPITULO 23 

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS 

23.1 - INTRODUÇAO 

A solução numérica de problemas com equações 	diferen 

dais parciais constitui certamente unia das mais difTceis tarefas em 

Anãlise Numérica, O assunto é muito vasto para admitir uma abordagem 

sintética satisfatória. O material aqui apresentado pretende urlicamen 

te fornecer ao leitor uns poucos elementos auxiliares para a compreen 

são de textos mais avançados. 

Basicamente, tem-se uma equação parcial quando um opera 

dor diferencial parcial O aplicado a uma função f produz uma função v. 

Simbolicamente, este relacionamento é expresso por: 

Df= v 

onde 	f 	pertence a um particular domTnio Q. As funções envolvidas 

são, em geral, escalares de variável vetorial x. Quando o espaço veto 

rial em que x é definido envolve a variãvel tempo, o problema é chama 

do não-estacionírio. Quando a variável tempo não compõe o espaço veto 

rial , o problema é denominado estacionário. 

O problema assim formalizado admite infinitas 	soluções 

f. Para torná-lo um problema univoco, são impostas limitações sobre a 

função f. 

Analogamente ao caso de equações diferenciais ordinárias, 

caracterizam-se no presente caso três tipos de problemas: 

a) quando os valores da função e os de suas derivadas, até 

a ordem máxima presente no operador D, são conhecidos para um 

particular ponto x 0 , tem-se uni problema de valor inicial; 
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quando são conhecidos apenas relacionamentos funcionais, 	que 

envolvem a função f e suas derivadas, válidos para uma regiffo 

1', limite do dominio Q, tem-se um problema de condições de con 

torno; 

quando num problema de condições de contorno impõe-se a restri 

çio adicional v= Àf, onde À õ um nimero, tem-se um problema de 

autovalor. 

Considerando duas funções f e g, define-se como deficign 

cia linear a diferença: 

A(f,g) = D(f+g) - [Df+Dg] 

Quando a deficiência linear for identicamente nula, o operador O é cha 

mado linear e representado pela letra L. Diz-se que o problema resul 

tante ê linear. Caso contrário, tem-se um problema não-linear. 

Oferecem especial interesse, principalmente no campo da 

FTsica, as equações diferenciais parciais lineares de segunda ordem. 

Elas podem ser colocadas na forma geral: 

2c 	n flf 
A 	+ 	 + Cf + G = O , 

i=1 	 i=1 

na qual os coeficientes A i  dependem do ponto x considerado, 	podendo 

ser 1, -1, ou 0. A ausência de derivadas mistas & conseguida por 	uma 

conveniente transformação de variiveis. Destacam-se três casos de 	im 

portncia: 

a) se todos A têm o mesmo sinal e nenhum deles é nulo, a equaçio 

é chamada eliptica; 

b) se nenhum A  se anula e, pelo menos, um deles possui sinal di 

ferente, a equaçffo é hiperbólica; 
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c) se ao menos um dos A i se anula e o seu correspondente B 1  não, 

e se todos os outros A i  têm o mesmo sinal, a equação € dita pa 

rabõl ica. 

Esta classificação depende certamente do particular ponto x considera 

do. 

Quando várias equações diferenciais parciais devem 	ser 

resolvidas simultaneamente, tem-se um sistema destas equações. 	Consi 

dera-se neste trabalho apenas o caso de urna ünica equação. Entre 

tanto, a extensão para sistemas de equações pode ser facilmente efetua 

da. 

O tratamento aqui apresentado não é particularizado para 

casos especificos. O objetivo é prover o leitor com uma forma generali 

zada de abordagem do problema. A titulo ilustrativo, dois exemplos são 

inseridos no texto. 

A forma para a obtenção da solução é converter a equação 

diferencial parcial numa equação algébrica, cuja solução pode ser obti 

da pelos métodos apresentados no Capitulo 21. Dois métodos destacam-se 

neste particular: o de diferenças finitas e o de elementos 	finitos. 

Apresentam-se neste capitulo alguns aspectos do segundo método 	pelas 

razões que motivaram o seu aparecimento (ver item 2 da Seção 22.3.1 do 

capitulo anterior). O primeiro método é discutido em detalhes na lite 

ratura (e.g. Carnahan et alii, 1969) e pode, por vezes, ser considera 

do como caso particular do segundo método (Gallagher et alii, vol. 1, 

1918). Este aspecto é apresentado, por exemplo, por Chung (1918). 

23.2 - MET000S DE ELEMENTOS FINITOS 

As razões que motivaram o aparecimento deste método fo 

ram apresentadas no capitulo anterior. Basicamente, a idéia 	consiste 

em utilizar os métodos da teoria de aproximações (Capitulo 18) 	para 

converter a equação diferencial numa equação algébrica. 
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Duas formas de aproximação são possTveis: local e global. 

Na aproximaço local uma função aproximadora é escolhida para cada re 

gião Q, i= 1, ... , N, do domTnio Q(s= U A aproximação global exi 

ge uma função aproximadora vil ida para 1 todo o dominio. 

Os diferentes métodos dependem do critério utilizado pa 

ra a otimização da função aproximadora. Assim tem-se: 

métodos variacionais (Rayleigh-Ritz) - utilizam analogia com o 

cálculo de variações para otimização; 

métodos de resTduos ponderados (Galerkin, mTnimos quadrados) - 

utilizam o critério de residuos ponderados para otimização. 

23.3 -. MÉTODOS VARIACIONAIS 

Os métodos variaclonais baseiam-se na minimização da in 

tegral 

1 

= 1 
FdQ 

onde F na condição de mTnimo é uma função que depende de x, de fe suas 

derivadas. Aqui f é a função incógnita que minimiza a integral. 

A sequência para a obtenção da equação diferencial, cuja 

solução i f, pode ser facilmente encontrada na literatura (e.g. Courant 

and Hilbert, 1966, vol. 1 cap. IV). O método consiste em considerar 

urna aproximação f para a função f: 

= f() + 	gL) 

Esta aproximação deve satisfazer as mesmas condições da função f (per 

tencer ao domTnio 2 com determinadas condições iniciais ou de contor 

no). 
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A presença da funço g(x) implica uma variaçáo da 	inte 

gral, que será dada por: 

e deve ser anulada para a obtenção de f. 

Desenvolve-se a derivada em relação a , dentro do sinal 

de integração, considerando E corno função de f e suas derivadas. Isto 

acarreta o aparecimento de derivadas parciais da função g(), que são 

removidas por integração por partes para a obtenção da forma: 

g o 	[C(F)] ô- d2 = O 

onde C é o operador diferencial de Euler-Lagrange. A solução 	desta 

equação implica a relação: 

C(F) = O 

chamada equação de Euler-Lagrange que é a equação diferencial, cuja so 

lução é a função f procurada. 

Dois resultados importantes, do exposto acima, devem ser 

enfatizados: 

considerado o produto escalar de funções, a transformação dife 

rencial de Euler-Lagrange de função E é ortogonal ao erro 	da 

função ? expresso por: 

f() = 	[ a g(x)] ; 

uma equação diferencial que envolve uma função f pode ser cori 

siderada como a equação de Euler-Lagrange de uma função incõg 

nita F. 
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Este Ultimo resultado sugere a utilização das 	técnicas 

variacionais para a solução de equações diferenciais. Assim, 	dada a 

equaçio: 

Df - v = O, 

associa-se a ela a equaçio de Euler-Lagrange de uma função E a ser de 

terminada. Então tem-se: 

C(F) = D f - v = O 

A seguir, com integraçio por partes da transformação diferencial D f-v, 

pode-se obter uma forma do tipo C(F), o que possibilita a identifica 

çio da funçio F desejada. 

23.3.1 - MtT000 DE RAYLEIGH-RITZ 

Para este método, supõe-se que foi encontrada urna funçio 

E que relaciona a equação diferencial: 

D f-v = O 

com o problema variacional de minimizaçio da integral 

FdQ 
.i Q  

A funçio desejada f é então aproximada por meio de 	um 

conjunto de funções locais conhecidas cl(x),  i= 1, ..., N, através da 
relaçio: 

P1 
= • 	c 

As funções 	devem satisfazer as seguintes condições: 
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é não-nula apenas em unia região Q. do do&tnio Q; 

quando a região ç  envolver urna zona de restrição (condição ini 

cial ou de contorno) do problema,a correspondente função 	(x) 

deve obedecer também tal restrição. 

a coleção (q.()} deve constituir um conjunto de funç6es orto 

normais em Q. 

Esta ültima condição exige que se tenha para i;Éj 

. 
dQ = O 

JQ 

o que nem sempre é possTvel Aceita-se então uma condição de 	"quase- 

ortogonalidade" expressa por: 

í 
q. dQ « 1 

Com esta aproximação da função f tem-se o problema de mi 

nimização da integral 

= í F(,c) dQ 

JQ 

onde c é o vetor cujas componentes são os coeficientes c 1 . A solução 

imediata, devendo-se ter: 

BI (c) 
= O , 	 i = 1, ..., N , 

ad 

o que fornece um sistema com N equações algébricas, cuja solução 	são 

os coeficientes c i desejados. 



- 596 - 

No caso de aproximação global, as funções &() sôo defi 

nidas para todo o domïnio Q, nio se restringindo a regiões particula 

res. Nestas circunstffncias, torna-se mais difTcil satisfazer as condi 

ções de particularização do problema, além da dificuldade do estabele 

cimento de funções ortogonais multidimensionais. 

Uma das sérias restrições a este método é que nem 	sem 

pre é possTvel converter a transformação diferencial 

D  - v 

em uma forma variacional do tipo 8(F). 

23.4 - MTODOS DE RESIDUOS PONDERADOS 

Estes métodos utilizam o critério de resTduos ponderados 

para seu desenvolvimento. Assim, o primeiro passo consiste em caracte 

rizar o resTduo a ser considerado. 

Dada uma equação diferencial 

D 	- v= O 

e tomando uma função q() como aproximação da solução f( ),resulta em: 

D-v = R(,) 

que é considerado resduo da aproximação. 

Em seguida, estabelece-se uma função peso w( x ) como medi 
da da importincia relativa do resTduo. Aplica-se o critério dos resí 

duos ponderados, minimizando o erro médio dado por: 

1' 
c = <UR(x,) 	, U w(x) i> = cR,w> = 	R(x,) w(x) dQ 

- 	 - 
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Os diferentes métodos resultam dos diferentes 	valores 

atribuidos á função peso w(). Quatro métodos principais merecem refe 

rincia: 

Método de Galerkin - utiliza w(x) = cp(), e o erro é minimiza 

do pela condição de ortogonalidade e=O (ver Capitulo 18). 

Método doMinimo dos Quadrados - utiliza w(x) = P(,q) , ea melhor 

aproximação é obtida pelo mfnimo erro médio. 

o) Método dos Momentos - utiliza um conjunto de funções 	peso 

w1() = 	onde q1()  pertence a um conjunto de funções li 

nearrnente independentes (q()}, 1=1, ..., N,e impõe as condi 

ções: 

<R,w i >= o, 	 i=1,...,N. 

d) Método de Colocação ("Collocation Method") - utiliza um conjun 

to de funções peso: 

w() = 6(_x) , 	i = 1, ..., N 

e impõe as condições: 

1=1, ...,N. 

23.4.1 - MtTODO DE GALERKIN 

Uma vez estabelecido o fundamento do método, é 	necess 
rio formalizar o procedimento seqüencial para seu desenvolvimento. 

Dada a equação diferencial 

0 f - v = 0 



n 

e as condições restritivas para particularização do problema, 	admite 

-se uma solução aproximada: 

Nt 
= 	C. ti(x) 

i=1 

onde as j(x) satisfazem essencialmente os mesmos requisitos jj estabe 

lecidos para o método de Rayleigh-Ritz. Desta forma, obtêm-se um resi 

duo dado por: 

R(x, c) = D-v 

onde c é o vetor cujas componentes sio os coeficientes c. 

Escolhe-se a função peso w= e impõe-se a condição de or 

togonal idade entre esta função e o residuo. Então tem-se: 

RdQ = O 

jç 

A condição suficiente para que a relação de ortogonalida 

de seja satisfeita &: 

í R 1 dQ=O, 

Jç2 

que fornece um sistema de Nt equações algbricas, cuja soluçio sio 	os 
coeficientes c 1  desejados. 

Como no método de Rayleigh-Ritz, a aproximação pode ser 

local ou global. A vantagem do método de Galerkin é o de ser sempre 

apl icivel 
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23.4.2 - MÊTODO DOMINIMO  DOS QUADRADOS 

O procedimento seqUencial do método do minimo dos quadra 

dos é idêntico ao de Galerkin no que se refere ao estabelecimento do re 

sTduo. 

Como função peso escolhe-se o prêprio residuo e estabele 

-se a condição de otimização pelo mTninio erro médio. Então têm-se: 

min c = mm 	R 2  dn 

A condição de mTnimo erro médio é satisfeita quando todas 

as derivadas parciais deste erro em relação aos coeficientes c forem 

nulas. Isto fornece um sistema de N equações algébricas: 

J 2R-—dQ=O, Q c. 

cuja solução são os coeficientes c 1  desejados. 

O método do minimo dos quadrados é sempre aplicável, em a 

aproximação utilizada pode ser local ou global. 

Alguns autores (e.g. Chung, 1978) atribuem a este método 

um melhor desempenho do ponto de vista de convergência, mas uma desvan 

tagem no que se refere á complexidade da função peso. 

23.4.3 - MTODO DOS MOMENTOS 

O desenvolvimento seqüencial deste método é idêntico 	ao 

de Galerkin. Pretende-se com ele apenas uma simplificação 	no processa 

mento requerido para a obtenção dos coeficientes c1. 



MUIDIE 

	

O fundamento para a simplificação do processamento 	ba 

sela-se em duas considerações principais: 

em virtude das condições restritivas do problema (inicial 	ou 

de contorno), nem sempre as funções 	so as mais simples pa 

ra a identificação do espaço vetorial das aproximações; 

para que a aproximação seja otimizada em relaçio i soluçio, 

suficiente a ortogonalidade do residuo com relação a uni conjun 

to de funções linearmente independentes {q()}. i= 1 1  ..., 

que possa ser considerado como uma base do espaço vetorial das 

aproximações. 

O exemplo mais clássico è o caso unidimensional com apro 

ximaçio polinomial. Neste caso, qualquer polinômio $(x)  será uma com 

binaçio linear do conjunto de monômios: 

1, x, x 2 , x 3 , ... = { q 1 (x)} 

Assim, o conjunto de relações de ortogonalidade: 

i=1, ...,N 

torna-se equivalente ao conjunto de relações: 

i=1, .... N 

do ponto de vista de otimizaçio no espaço vetorial das aproximações. 

As caracterTsticas deste método sio pois essencialmente 

as mesmas do método de Galerkin, 
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23.4.4 - MÊT000 DE COLOCAÇÃO 

O desenvolvimento sequencial deste método é idêntico ao 

de Galerkin no que diz respeito ao estabelecimento da funçgo aproxima 

dora () e à caracterização do resTduo R(, c). 

As funções peso, w() = 6(_x), e a condição de erro 

médio nulo para cada peso fornecem as relações: 

<R,w>=R(.,c)=O, 

que constituem um sistema de N equações algébricas, cujas soluções sio 

os coeficientes c. 

Basicamente, este método consiste numa discretizaçio do 

problema e deve ser usado apenas quando se procura a soluçio nas vizi 

nhanças dos pontos x i . 

23.5 - CONSIDERAÇGES GERAIS SOBRE OS MËT000S DE ELEMENTOS FINITOS 

Apenas no caso de aproximação local, tem-se o método de 

elementos finitos propriamente dito. O caso de aproximação global cons 

titui uma extensão deste S método. 

Os métodos apresentados requerem, como hipótese fundamen 

tal, que o espaço vetorial, onde f é definida, contenha v e o resulta 

do da transformação Df. Isto acontece nos espaços chamados 	Sobolev. 
Nestas circunstincias, pelo menos quando o operador D admitir uma 	de 
composição espectral discreta (Friedmann, 1966), as relações de ortogo 

nalidade consideradas sio equivalentes & condição de aproximaçio ótima 
(ver Capitulo 18): 

<f-4, ±i> = O , 	 i = 1, ..., N 
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As considerações do ültimo parágrafo mostram que os méto 

dos de elementos finitos constituem fundamentalmente dispositivos para 

aplicaçio da teoria das aproximações (Capitulo 18). Como tal,os erros 

envolvidos podem ser avaliados com as técnicas desenvolvidas no Capitu 

lo 18. 

Um outro aspecto do problema dos erros de processamento 

diz respeito aos arredondamentos numéricos envolvidos. Como basicamen 

te: 

1(c) 
=0, 

c 1  

no método de Rayleigh-Ritz há uma certa insensibilidade do método 

com respeito a pequenas imprecisões nos valores dos coeficientes. Em 

virtude da eqüivalência dos métodos, estabelecida quando D admite uma 

decomposiçio espectral, tal insensibilidade é preservada nos outros mé 

todos. 

23.6 - EXEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Uma aplicaçio simples de utilizaçio dos métodos aqui ex 

postos é a soluçio da equaçio de Poisson (elíptica): 

a 2  f 	a2 f + 	=v , 
Bx 2 	3 y 2 

com as restrições: 

v = constante 

f = O para x = O e x = a 

f = 0 para y = O e y = b. 
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O domTnio Q é o retnguio, no plano xy, limitado 	pelas 

retas: 

x=0, x=a, y=O, y=b 

Resolve-se o problema usando os métodos de Rayleigh-Ritz 

e Galerkin. Em vista de sua simplicidade usa-se a aproximação global. 

23.6.1 - SOLUÇÃO PELO METODO DE GALERKIN 

Escreve-se a função aproximadora mais simples para o pro 

blema satisfazendo as restrições especificadas, como: 

= c x(x-a) y(y-b) * 

O resTduo dependente da constante c 

R(c) = -IA  
	= 2c [x(x-a) + y(y -b)] - v 

3x 2 	By2  

e a condiçïo de otimizaç ão que permite determinar c torna-se: 

(a b 

{2c[x(x-a) + y(y-b)] - v} 

00 

[cx(x-a) y(y-b)ldx dy = O 

Integrando o lado esquerdo da equaçio acima resulta em: 

- 	 [a 3  b3(a2 ~ b2)] - v a 3  b3 
= 

90 	 36 

que fornece o valor: 
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c=-(5/4) 
82 + b 2  

23.6.2 - SOLUÇÃO PELO MËTODO DE RAYLEIGH-RITZ 

No presente caso a determinação da função E € 	relativa 

mente simples pela identificação direta da equaçio de Euler-Lagrange 

(ver Exer&icio 2 no final deste capTtulo) com a equaçio diferencial 

(de Poisson). Assim, obtém-se: 

Bf 	âx 	Dy 	
f 
	Bx 	ây 

que identificada termo a termo fornece: 

âF  = -f => F( ... f...) = -(1/2)f 

x 

-f => E( ... f...) = (112)2 
y 	 y 	 y 

x 

de onde se tem finalmente: 

= -(1/2) [f-i-f+vf(x,y)] 

Considerando agora a funçio aproximadora 	que satisfaz 

as condiç6es restritivas do problema, tem-se: 

= cx(x-a) y(y-b) , 

= c(2x-a) y(y-b) , 
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= cx(x-a) (2y-b) 

A constante c é determinada pela condição de rnTnimo 	da 

integral 

a b 

1(c) = 	E dx dy 

00 

o que implica fazer: 

DI(c) =0 

que fornece a equação: 

[a 3  b 3  (a2+b2)] +
v a 3  b3 = o 

45 	 36 

de onde se tem o valor: 

c=-(5/4) 
a 2  + 

Pode-se notar que a mesma solução foi obtida pelos dois 

métodos, O Gltimo processo apresenta entretanto maior complexidade, 

pois a determinação do resfduo (método de Galerkin) é consideravelmen 

te mais simples que a obtenção da função F (método de Rayleigh-Ritz). 

23.7 - MT0D0 DE ELEMENTOS FINITOS PARA EQUAÇÕES INTEGRAIS 

As equaç6es integrais possuem um estreito relacionamento 

com as equaç6es diferenciais parciais. Elas ocorrem quando a aplicação 

de um operador integral 1, sobre uma função f, produz outra função V. 

0 relacionamento é representado por: 



n 

If = v 

Em geral, a aplicação do operador integral pode ser 	re 

presentada por: 

If = F dQ 

JQ 

onde F é uma função de f, das variáveis independentes e, eventualmente, 

das derivadas da função f. Assim, tem-se: 

E dQ- v = O 

Esta última relação mostra a estreita analogia entre a 

resolução de equações integrais e a aplicação do método de elementos 

finitos às equações diferenciais. O procedimento para a resolução des 

te tipo de equações é similar ao apresentado anteriormente. 

Primeiramente, toma-se uma função aproximadora 	para a 

função f. A utilização de 4 no lugar de f provoca o aparecimento de um 

erro integrado, dado por: 

c(fl = 	F() dQ-v , 
Q 

e a condição de otimização é minimizar este erro. 

Como no caso de equações diferenciais, a aproximação po 

de ser local ou global. Em geral, é expressa como combinação linear 

de funções 4.  Isto permite que se escreva: 

= i1 c 
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o que resulta em: 

s(c) =JF(c) do- v 

onde c é o vetor cujas componentes so os coeficientes c. 

Para minimizar (c) devem-se impor as condições: 

3c (c) 
= O  

ac. 

as quais fornecem um sistema com N equações algébricas, cujas 	incógni 

tas são os coeficientes c i procurados. A solução deste sistema é a res 

posta ao problema. 

As mesmas restrições apresentadas para as funções 	de 

vem ser respeitadas neste caso. Também são válidas as considerações da 

Seção 23.5 para o caso de equações integrais. 

23.8 - CONSIDERAÇÕES ADICIONAIS SOBRE OS MTODOS DE ELEMENTOS FINITOS 

Quando a função aproximativa é um polinâmio idêntico 	ao 

obtido pelo desenvolvimento de Taylo.r em torno de uru ponto 	, há uma 

equivalência entre os métodos de elementos finitos e o de diferenças fi 

nitas. Este último pode, por esta razão, ser considerado um caso parti 

cular dos métodos aqui abordados. 

A eqüivalência entre os métodos de Rayleigh-Ritz e Galer 

kin nem sempre é verificada, como mostra um exemplo em Zamlutti (1984). 

O caso de problemas não-estacionários não oferece maiores 

dificuldades do que se considerar um dos xi  como a variável tempo. En 

tretanto, recomenda-se previamente a tentativa de utilizar a técnica de 

separação de variáveis para isolar a dependência temporal da dependência 

espacial na solução. Este procedimento têm-se mostrado extremamente.ütil 

em muitos casos (veja Mathews, 1970; Morse and Feshbadh., 1953; 

Sokolnikoff and Redheffer, 1958). 



EXERCTCIOS 

Mostre que o operador de Luler-Lagrange para F(x, f, f') & 	dado 

por: 

af 	dx af' 

Mostre que o operador de Eu] er-Lagrange para F(x, y, f, f x , f) é da 

do por: 

a 	 a 

af 	ax [ a(af/ax) j 	ay [ a(af/ay) 

Considerando o resultado do Exerci-cio 2, identifique a função F que 

produz a equaçio diferencial 

= v(x,y) 
3x 2 	By2  

Encontre a função F para a equação diferencial 

d2f 	2 - 	f = v(x), 	 x 
dx 2  

S. Aplique o método de Galerkin para solução da equação: 

12f 
+ f = O , 

dx 2  

com as condiç6es restritivas: 

f = 0 para x = O 

f = 0 para x = 1 



rir 

Utilize N =2 e a aproximação global. Escolha as funç6es 	que sa 

tisfazem as condições restritivas do problema. 

Repita o exercicio anterior utilizando o método do mTninio dos qua 

drados. 

Repita o ExercTcio 5 usando o método dos momentos e ortogonalizando 

o erro com relação às funções: 

q 1 (x) = 1, 	q 2  (X) = x 

Repita o ExercTcio 5 usando o método de colocação e impondo a condi 

cão de erro nulo para os pontos: 

x= 1/3, 	x=2/3 

Resolva a equação integral 

ri f(x) dx =20, 
o 

utilizando o método de elementos finitos com aproximação global e 

duas funções: 

1 (x)=1, 	2(x)=x. 

Resolva a equação diferencial parabólica: 

- 	 xe(o, 1), te(D, T) 
W t 

com as condições de contorno: 

f(x, O) = a(x) , 	x€(0, 1) 

f(0, t) = b 1 (t) , 	te(Q, T) 
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f(1, t) = b 2 (t) , 	te(0, T) 

usando o nitodo de Galerkin e em seguida o de separação de 	variz 

veis. Compare os resultados. 
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