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ABSTRACT

So far, few results have been obtained on the analysis
of the behavior of concurrent systems modeled by Petri nets. The
reason for this fact is that the system's behavior is expressed only
in terms of the set of all the "firing sequences” of the net. In this
work, new formal parameters are proposed for the analysis of the
behavior and the concurrency of activities in such systems. This new
formalism is based on two fundamental properties of Petri nets, namely,
"eonfliet" and "independence” of the firing of the transitions. The
results cbtained with such a formalism are also summarized.
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1 - INTRODUGAQ

Durante os ultimos anos varios modelos formais de siste
mas concorrentes foram propostas, visando a representacao e analise do
comportamento desses sistemas. Dentre os modelos propostos, as  redes
de Petri foram sem sombra de duvida o modelo mais utilizado (Brauer,
1980 ; Peterson, 1981). Como consequéencia desse fato, suas proprie
dades matematicas foram objetos de inimeras pesquisas. Porém, poucos
resultados foram obtidos ate hoje na analise formal do  comportamento
de sistemas concorrentes modelados por redes de Petri.

A rede de Petri & por definicdo um modelo abstrato. Esta
natureza abstrata e responsavel pela generalidade e capacidade de mode
lagem dessa rede, porem, ac mesmo tempo, limita sua utilidade na anili
se de importante aspectos do comportamento de sistemas concorrentes
(Martins, 1981; Martins e Irani 1982a). Visando a eliminacio dessas
Timitacoes, usualmente € associada uma "interpretacao" I rede. Tal in
terpretacao atribui uma atividade {ou "acao") do sistema a cada "tran
sicao" da rede. A "execugdo"de uma transicdo denota entdo a execucdo da
acao correspondente, e o comportamento do sistema & analisado em termos
das sequéncias de execucles geradas pela rede. Este enfoque € bastante
conveniente porque,considerandeo-se as sequEgcias de execucoes como pa
lavras de.uma 1inguagem, e possivel o uso da teoria de 1inguagens for
mais como uma ferramenta na analise de varias propriedades das redes e
dos siste@as assim modelados(Hack,1976; Petérson,1981). Porem, sequég
cias de execugdes nao possuem propriedades algébricas _para aanilise do
paralelismo de atividades. 0 fato & que uma sequencia de execucoes e
uma ordem total de eventos e ndao fornece informacdes sobre a ocorréncia
de eventos independentes, para 0s quais esta ordem de ocorrencias & to
talmente irrelevante. Além disto, as sequéncias nao possuem proprieda
des algebricas para a determinacao da independéncia entre a ocorréncia
de eventos. Neste caso, quando a analise do comportamento do sistema &
feita apenas em termos de sequencias geradas pela rede, a informacao so
bre o paralelismo de atividades € praticamente perdida. Esta & basica




mente a razao da existéncia de tdo poucos resultados na analise for

mal do comportamento de sistemas concorrentes.

Neste artigo, novos parametros formais em redes de Petri
sao propostos, visando-se a eliminagao das limitacoes citadas acima.
Parametros de nomes semelhantes foram propostos anteriormente
(Mazurkiewicz ,1978; Brauer,1980), porém validos apenas em restritas
subclasses dessas redes. Os parametros aqui propostos aplicam-se a
quaisquer redes de Petri, e pode-se demonstrar facilmente que englobam
tais parametros restritos como casos particulares.

Este artigo e organizado da seguinte maneira: na seccao
2 sao apresentados os conceitos basicos em redes de Petri. Na seccdo
3 & mostrado gque, em geral, a independencia de execu¢do entre transi
coes nao e determinada apenas pela estrutura da rede, mas & também
uma relacao “local" definida em cada "marca" {(ou estado global). Tais

relacoes locais variam dinamicamente com a execuc@o das transicoes e,

consequentemente, dependem do comportamento da rede. Na secdao 4 e mos
trado que essas relacoes de independéncia “locais" determinam certos
"padroes" no comportamento da rede. Esses padroes sao formalmente defi
nidos por classes de equivalencia no conjunto de todas as sequencias
de execucoes da rede, e sdo chamados "tracos". Fina!menté, na sec¢ao 5
sao resumidos os resultados obtidos com esses parametros na analise de
sistemas concorrentes. . -




2 - CONCEITOS BASICOS

Nesta seccio redes de Petri sdo definidas em sua  forma
mais geral, em termos de uma rede de "locais" e “tranéicaes“ (um digra
fo bipartido) com uma "marca". E feita uma adaptacdo da notacao propos
ta por Hack (1976) e Peterson (1981).

Definigdo 2.1 - Uma rede de Petri & uma quintupla (P,T,I,0,Mp),0n

de:

- P = {p1s P2s .-+ Py} € um conjunto finito de Zocais;

1

-P

{t1, t2, ... tp} & um conjunto finito de transigoes;

-1 :PXT~>12y8 a funcdo de entrada, onde Z, & o conjunto dos
inteiros nao-negativos;

-0 : TXP=~+17,e a fungdo de saida;

My: P+ Zp & a marea inicial.

Uma rede de Petri & representada graficamente por um di
grafo bipartido como se segue (veja Figura 2.1): locais sao representa
dos por circulos; transicoes sao representadas por barras; uma marca M
e representada por M(p;) pontos em cada local pj. Barras e circulos sdo
unidos por arcos. Para cada par (p,t),em P X T, existem exatamente
1{p,t) arcos orientados do local p @ transicao t. Analogamente, para
cada par (t,p), em T X'P, existem exatamente 0(t,p) arcos orientados da
transicdo t ao local p.

Uma marca M : P » Z, pode tambem ser representada por um
vetor de dimensdo m = [P|, onde o i-&simo componente M(i) € igual  a
M(pi). Neste contexto, a cada transicao t em T e associado um vetor de
entrada 1{t) e um vetor de saida D(t),onde I(t)(i) = I(pi,t)eﬁ(t)(1)=
= 0(t,p;). Para cadattransicao't da rede, dois conjuntos sao entao de
finidos: In(t) = {p/ I{p,t)>0}, o conjunto dos locais de entrada  da
transicio t, e Out(t) = {p/ 0(t,p)>0}, o conjunto dos locais de saida
da transigao t.




{(b:c),(c:b)} .

{(c:d),(c:e),
(d:c),(e:c)} .

n

IndN(a)
l | _L IndN (ab)

Indy (ac) = {(b:d),(d:b},
(b:e},(e:b)} .
IndN(acb) = IndN(acb)

{(d:e),(e:d)}.

Fig. 2.1 - Uma rede de Petri.e algumas de suas relacbes de independen
cia locais.

Definigao 2.2 - Uma trénsich € executdvel em uma marca M se e
somente se M 2 I(t). 0 conjunto de todas as transicOes executaveis em
uma marca M e denotado por E[M]. Apenas as transicbes executiveis em
uma marca podemser executadas, e a arecupae de uma transicao t e E[M] ge
ra uma nova marca M' = M- I(t)+0(t). Portanto a execucio de uma tran
sicao t define uma relacdo binaria no conjunto de todas as possiveis
marcas da rede, denotada por [t>. No 'caso acima diz-se que M[t>M',

Seja T* o conjunto de todas as sequencias finjtas defini
das por elementos do conjunto T, incluindo a sequéencia vazia » (cujo




comprimento € zero). Uma sequéncia de execupgdes de uma marca M a uma
marca M' & uma sequencia x em T* definida recursivamente como:

a) M[x>M, onde » e a sequencia vazia;

b) M[xt>M', se e somente se existe M“E(Zo)m tal que M[x>M" e
M'[t>M', onde teT.

Aplicando -se os.conceitos acima a uma rede de Petri
N=(P,T,I,0,M5), 0 conjunto de marcas alcancaveis pela rede, a par
tir da marca inicial My, & R(Mg) = {MeZy" / existe xeT* tal que Mo[x>M},
e 0 conjunto de todas as sequencias de execucGes & FS(Mp) = {xeT* /
existe M' e Z," tal que Mo [x>M'}.

A notacao das marcas de uma rede de Petri pode ser es
tendida denotando-se por M(w) a marca alcancada pela rede apos a se
quénctia de execuedo w, partindo-se da marca M, isto &, M[w>M(u). Des
ta maneira, M(w,i) denota o nimero de pontos no local Pis apos a se
quéncia de execucoes w.

3 - INDEPENDENCIA E PARALELISMO DE EVENTOS EM REDES DE PETRI

A formalizacao de redes de Petr1 adotada usualmente, que
foi apresentada na seccao anterior em termos de sequencias de transi
¢oes e estados globais (ou "marcas") da rede, esconde a concorrencia
de at1v1dades presente no sistema modelado. Isto d1f1cu1ta a analise
de muitas das propriedades relevantes de sxstemas concorrentes,uma vez
a que informagcdo sobre o paralelismo (ou concorréncia) de atividades
& perdida gquando o comportamento do sistema e descrito apenas em ter
mos de sequencias de execucoes.

Nesta sec¢ao sera caracterizado o paralelismo nas execu
coes de transicoes em uma dada marca da rede (por isso denominado pa
ralelismo "Tocal") e determinado seus efeitos no comportamento giobal
da rede. Isto sera feito através da definicdo de "relacées de indepen




déncia locais" entre conjuntos de transicoes executaveis em uma dada
marca da rede. Estas relacbes de independencia locais, alem de determi
narem a concorrencia nas execugoes das transigoes independentes em uma
dada marca da rede, formecem tambem os elementos para determinac¢io dos
efeitos dessa concorrencia no comportamento da rede,

No que se segue, seja N = (P,T,I,0,My) uma rede de Petri.

Definigac 3.1 - A relagdo de independéncia local induzida pela re
de apos uma sequencia de execucoes w, denctada por IndN (m)EZTXZT,é:

Indy(w) = €0XY) / X=0, Y=o, X0V=0 e Molw) 2z b = I(t)),

Se (A,B) ¢ Indy(w) isto significa que a marca Mp(w) € tal
que todas as transicoes do conjunto AUB podem ser executadas em qual
quer ordem. Neste caso,a ordem de execucao das transicoes do conjunto
AUB e irrelevante. A execucao de qualquer uma das transigdes do con
junto AUB e independente da execucao das transicoes deste mesmo con
junto e nao incapacita a execucao de nenhuma dessas transicdes.

Para simplificar a notagao, na Figura 2.1 um par ({a,b},
{c}) e denotado apenas por (ab:c). ’

As principais propriedades das rela¢Ges de independéncia
locais sdo apresentadas no lema seguinte, que pode ser provado por sim
ples aplicacao das definigoes anteriores.

Lema 3.1

a) Mo(w') = MO(Q) _+ IndN(m') IndN(m");

A

b) Mo(m) > Mo(wl) > IndN(w') g IndN(m) 5

c) (X,Y) e Indy(w) - qualquer sequencia wz, onde z & uma permuta
¢do de XUY, & tambem uma sequencia de exe




cucoes em FS(My); e My(wz) = My{wz)  para
quaisquer sequencias z e v que sejam permuta
¢coes do conjunto XUY

d) (X,Y) e Indy(w) + qualquer par (A,B) de subconjuntos de X U Y
que sejam nao-vazios e disjuntospertencetag
bem a relacao Indy(w).

Baseado nos resultados do ultimo lema, se (A,B) ¢ Indy(w),
o conjunto AUB & chamado um conjunto de transicoes mutuamente inde
pendentes, e estes sao os conjuntos de transicoes que podem gerar even
tos concorrentes (i.e., execucbes de transicbes) apds a marca My(w) ser
alcancada. Como apenas uma transicao pode ser executada em cada instan
te, paralelismo e indiretamente representado no comportamento da rede
por todas as possiveis sequéncias de execugoes das transicoes de um con
junto de transicoes mutuamente independentes. A simultaneidade de even
tos nao e entao representada no sentido usual de superposicdo no tempo
destes eventos. Em trabalhos anteriores{ Martins, 1981; Martins e
Irani, 1981,  1982a) sao analisadas as limitacOes e as vantagens desta
representacao de paralelismo por apenas "entrelacamento"
("interleaving") de eventos.

As transicoes executaveis em uma marca Mo(w) ndo  estdo
todas no mesmo conjunto de transicdes mutuamente independentes. Duas
transicoes,t’ e t' estdo em conflito em uma marca My(w) da rede se
th=t", Molu) 2 I{t'), Molu) 2 I(t") e Mylw) # T(t')+1(t"). Na rede
da Figura 2.1, as transicoes "d" e "e" estdo "em conflito" na marca
Mo(ab). Pode ser facilmente verificado que transicoes "em conflito" em
uma dada marca nao sdao "independentes" (no sentido acima) na mesma mar
ca. Portanto, a existencia de conflitos limita a cardinalidade dos con
juntos de transicoes mutuamente independentes na mesma marca da rede.

Um conjunto de transicoes mutuamente independentes em uma
marca M(w) € um conjunto mdximo, denotado por M(w), se as seguintes con
digcoes sao satisfeitas:




a) IMax(w)I = 1 ou, para qualgquer particao {B,C} do conjunto,
Max(w), (B,C) e IndN(m);

b) nao existe conjunto DSE[M,(w)] tal que (Max(w),D) sIndN(m).

Claramente, se E[M(w)l=¢ e IndN==¢,ent§o todos os "con
juntos maximos" de transi¢Oes mutuamente independentes na marca M(w) tém
apenas uma elemento.

Lema 3.2

a) 0 conjunto de todos os “"conjuntos maximos" de transicoes mutua
mente independentes em uma marca My{w) € uma “cobertura"
("cover") do conjunto E[M,(w)}] de todas as transicBes executa
veis em My(w).

b) Max(w) = E[Mo(m)] se e somente se nac existem transicoes “em
conflito" em My(w).

c) 0 conjunto de todos os "conjuntos maximos” de transicoes mutua
mente independentes em My{w) define univocamente a relacao
IndN(w).

A uniao de-todas as relacdes de independencia locais de
termina o maximo paralelismo permitido pela rede de Petri, como sera
mostrado no que se segue.

Definicdo 3.2 - A rélagdo de independéneia global determinada pe
1o comportamento da rede e denotada por IndNEZ 2T x 2T & definida por:

IndN = IndN(m)-

U
weFS (M)

“ Claramente, Ind, & também uma relacdo simetrica e irre
flexiva. "Conjuntos maximos" de transicdes mutuamente independentes sao




também definidos pela relacdo de independencia global Ind,, de maneira
aniloga aos "conjuntos maximos" definidos pelas relacoes de independén
cia locais. As principais propriedades da relagao IndN sao relaciona
das no lema que se seqgue.

Lema 3.3

a) (X,Y)e IndN + qualquer par (A,B) de subconjuntos de XUY que
sejam nio-vazios e disjuntos pertence também & relagdo Ind,.

b) 0 conjunto de todos os "conjuntos maximos" de transicdes mutua
mente independentes em IndN define univocamente esta relacao.

¢) Seja Max um "conjunto maximo" definidopela relagcao de 1indepen
dencia global Indy . Se [Max| > 1, entdo existe um “conjunto
maximo" Max(w) definido por uma relacdo de independencia 1o
cal IndN(m), tal que Max = Max({w).

Este ultimo lema implica que a relacao de independencia
global "preserva®™ os "conjuntos maximos" com mais de uma transicdo, no
sentido de que qualquer "conjunto maximo" de transicoes mutuamente in
dependentes com mais de uma transicdo e determinado pela relacac Indy
¢ tambem um "conjunto maximo" determinado por alguma relacao de inde
pendencia local. Portanto, os “conjuntbs maximos” de transicoes mutua
mente independentes, determinados pela-relacdo de independencia global,
realmente determinam o maximo paralelismo permitido por qualquer esta
do (ou marca) alcancavel pela rede. E importante salientar que isto se
tornou possivel pela definicdo das relacdes de independencia locais no
conjunto ZT. Se fossem definidas apenas no conjunto de transigoes T,as
conclusoes acima ndo seriam validas.
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4 - CLASSES DE EQUIVALENCIA NO COMPORTAMENTO DA REDE

Baseando-se nos resultados das seccbes anteriores, sera
mostrado, nesta seccdao, que as relacoes de independéncia locais deter
minam certos "padroes" no comportamento da rede de Petri. Tais “pa
droes" sao determinados por sequencias de execu¢des (de  transigoes)
equivalentes, no sentido de que diferem apenas na ordem de execugao
de transi¢oes localmente independentes. Formalmente, sera mostrado que
as relacoes de independencia locais "induzem" uma relacdo de equivalen
cia no conjunto de todas as sequencias de execugdes da rede.

Definigao 4.1 -

a} Duas sequencias de execucdes wy € W doconjuntoFs(Mo).de uma
rede de Petri N = (P,T,1,0,M,) sdo diretamente relacionadas,de
notadas por wy, < wp, se e somente se wy =Wy, OU existe w',
weT*e (AB) ¢ IndN(m),tais que wy =wxw', onde x e y sao per
mutacoes do conjunto AUB.

b} Duas sequencias de execucbes sdo de comportamento equivalente,
denotadas por wy <*> w;,se e somente se wy, +> Wa, OU existe
um conjunto finito de sequéncias de execucdes {w, wz...wk},tal

que wy <+ W', W, w"' e Wi > Wy ., para i= 1,233, ee. K=1.

A relacio <x> & uma relacao de equivalencia no conjunto
FS(Mg) de todas as sequencias de execugdes da rede. Pode ser facilmen
te verificado que <*> & o fechamento reflexivo transitivo da relacao
simétrica;++.fPortanto,o lema seguinte e facilmente provado. baseando
-se nessas consideracoes.

Lema 4.1

A relagdo <> €& a minima relacao de equivaléncia sobre
FS(Mg),que satisfaz a seguinte condicdo para todo we FS(My):
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(X,Y) e IndN(m) + wxw' <> wyw', onde X e y s3ao permutacoes de XUY.

A relacdo de equivalencia < +> definida acima relaciona
apenas sequencias de execugoes da rede que tém identico conjunto de exe
cucoes, porem diferente ordenacdo dessas execucdes,devido 3 1iberdade
permitida nessas ordenacoes pelas rela¢Oes de independencia locais, A
proxima definicdo identifica conjuntos dessas sequencias de execucdes
em termos das classes de equivalencia da relacido <= >.

Definigao 4.2 - Um "trago" de uma rede de Petri N = (P,T,I,0,M,).
com respeito a uma sequéncia de execuces w & a classe de equivaléncia
da relacao <=*> que contém w, denotada por [w].

Exemplo 4.1

Considere a rede de Petri representada na Figura 2.1, cu
jas relacoes de independencia locais foram apresentadas nesta Figura. -
Alguns dos tracos desta rede s3o os seguintes:

[abcde]

1

{abcde, abdce, acbde, acdbe, abecd, abced, acbed, acebd},

[abcdd] = {abcdd, abdcd, acbdd, acdbd}

0 traco [abcde] € determinado pelas seguintes relacOes:

abdce <+ abcde <+ acbde <> acdbe
abcde «» abced «— acbed <+ acehd

abced «+ abecd ;ﬂ

Pode ser verificado facilmente que as"sequéncias de exe
cucoes" sao casos particulares dos “tracos" gerados pela rede. Na rea’
lidade, se a relacao de independéncia global Indy e vazia, entdo a re
lacao de equivaléncia <=+ > sobre FS(Mg) reduz-se a relacao deuidentidgi
deeostracos sao simplesmente conjuntos com um dnico elemento. Em ou
tras palavras, em tal caso cada traco & reduzido a uma linica sequéncia
de execucoes.
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Para uma dada rede de Petri N = (P,T,I,0,My), o0s tracos
foram definidos apenas para sequencias de execugoes do conjunto FS(M;).
Contudo, como para qualquer marca Me R(Mg), R(M)C R{M;), e como as re
lacoes de independencia locais dependem apenas da marca na qual elas
sao definidas (veja lema 3.1a), as definicoes anteriorespodemser esten
didas de maneira obvia, definindo-se as relacoes <—>y, <*>y e tragos
para cada conjunto FS(M) de sequencias de execucdes. Portanto, por [uly
e denotado o traco referente 3 sequencia de execucao w em SF(M) (deter
minado pelarelacdo de equivalencia <« >y sobre SF(M)). Baseando-se nes
ses conceitos, pode-se entao definir concatenacao de tracos.

Definigao 4.3 - Dada uma rede de Petri (P,T,I,O,Mo), para .dois
tracos [w'ly: e [w"lyw.a conecatenacdo e definida por [w' e [W" Ty = [w'
w”]M. se e somente se M'[w'>M",

Quando a marca inicial nao e indicada, @ entdao assumido

que o traco e definido no conjunto FS(M;). Obviamente a concatenacgdo

de dois tracos,[w']M,e [w"]M",nﬁo depende da escolha das sequencias de
execucoes "representantes", i.e., w' e w", uma vez que para quaisguer
sequencias de execucdes w, e w, de um mesmo traco [w']M., M{wy) = MWz ).

Quando definida, a concatenagzo de tracos € uma operacao
associativa. Alem disso, o trago definido pd?[x],onde A B a seguencia
vazia, @ o elemento neutro para a opera¢ao de concatenacao.

5 - CONCLUSDES

Na aplicacao dos conceitos apresentados nas seccdes ante
riores, o modelo de um sistema concorrente foi particionado da seguin
te maneira (Martins 1981):

- uma parte "estrutural®, representada pela rede de Petri,que mo
dela o fluxo de controle do sistema;
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- uma parte “funcional”, denominada "sistema de acoes", que des
creve 05 recursos do sistema e as transformacoes (nos estados des
ses recursos) executadas em um passo indivisTvel ( denominadas
acoes "elementares");

- uma "interpretacac”, uma funcdo que atribui uma acao elementar
a cada uma das transicoes da rede de Petri.

Baseando-se em uma 3algebra de agdes (que define operacoes
de composicao de agoes), o comportamento do sistema foi entdo formali
zado em termos da composicao de acoes determinadas pelos "tracos" .da
rede, Desta maneira, foram formalizadas propriedades globais do compor
tamento do sistema e desenvolvidos metodos para o teste dessas proprie
dades com base apenas nas propriedades locais ("conflitos" e “relacoces
de independéncia locais") da rede de Petri.

Sob este enfoque, diferente formas de comportamento “cor
reto" de sistemas concorrentes foram anaiisadas {(Martins, 1981 Martins
e Irani, 1982a) como também a caracterizacao do grau de paralelismo pre
sente no sistema. Propriedades “locais" qué garantem tais formas de com
portamento correto e maximo grau de paralelismo foram entao desenvolvi
das. Reduzindo-se estas propriedades locais a certas propfiedades mate
maticas da rede, forma deduzidas condicdo sob as quais & computado se
o sistema satisfaz tais propriedades. - “
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