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ABSTRACT

The equivocat‘ion in a Gaussian additive channel 48
def@ned by H(Xle-gt) i.e., the conditional entropy of the input X,
given the channel output X4-Zt The equivocation is obviously a
function of the added Gaussian noise power t. In this paper, we obtain
lower and upper bounds for the equivecation as a function of the noise
power t. The lower bound follows from the coneavity of entropy power
as a function of the added noise power. This bound finds an application
in milti-user information theory: it can be used to provs the
optimality of two extreme points of the achievable rate region of the
general Gaussian interference channel. The upper bound is a
consequence of Shannon's Entropy Power Inequality. It establishes that
the fastest possible growth of equivocation is logarithmic.
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RESUMO

A equivocagao em um canal gaussiano aditivo g definida como
H(X | X + Zt), ou seja, como a entropia condicional da entrada X, dada a sal-
da X + Zt do canal. A equivocacao e obviamente uma fungao da potencia t do
ruido gaussiano adicionado Zt. Neste trabalho obtem-se limitantes_inferio-
res € superiores para a equivocacao como fungao da poténcia de ruido t. O
limitante inferior decorre da concavidade da potencia de entropia em fungao
da potencia do ruido adicionado. Este limitante encontra aplicagao na teo-
ria de informacao de multiplos usuarios: ele permite que se estabelega a
otimalidade de dois pontos extremos da regiao de taxas atingiveis do canal
de interferencia gaussiano geral. 0 Timitante superior € uma consequencia
da Desigualdade da Potancia de Entropia de Shannon. Este limitante estabe-
lece que o crescimento mais rapido possvel da equivocagao € Jogaritmico.

1. INTRODUGRO

Seja R um nimero real nao negativo e seja n um numero inteiro
muito maior gue 1. Suponha que enR mensagens equiprovaveis We {1,...,enR}
sao mapeadas biunivocamente em suas patavras de codigos associadas X, e
transmitidas através de um canal de ruido gaussiano aditivo (independente
de X) de variancia (potencia) t, como mostrado na Figura 1. As enR palavras

de codigo X <io vetores n-dimensionais representados por pontos em ",



Z - K(0,tD)

W ———— codificader [———™

14
|~

W e {1,...,EnR]

Fig. 1 - Codificador e canal de ruido gaussiano aditivo.

A equivocagdo de X na saida do canal & dada por H(X | X+Z,),
isto 8, pela entropia condicional de X, dado X + zt' Neste trabalho estuda-
se a equivocagao H(X | X + Z,) como fungao da potencia de ruido t. A cada
livro de codigo, isto e, a cada escolha das e palavras de codigo, corres-
ponde’ um grafico de equivocagdo como fungao de t. A equivocagao HIXIX + Z,)
possui as seguintes propriedades, facilmente constataveis:

£) H{(X | X + Z{) € uma funcio monotona crescente de t;
£i) para t = 0, H(X | X + Zp) = H{X | X) = 03

22) Tim H(X | X + Z,) = H(X) = nR.

Se os pontos (palavras de codigo) X sao esparsamente distri-
buSdos em R", a adicio de um vetor gaussiano de pequena variancia nao chega
a confundir um observador a saida do canal, e a equivocacao e pequena. Se
nao ha limitacbes na escolha das palavras de codigo X, elas podem ser tomadas
tio esparsamente quanto se queira, o que permite que a equivocagao, para um
valor fixado de t, seja arbitrariamente pequena. No entanto, € comum que o
codigo precise satisfazer a uma limitagao de potencia, por exemplo, a de
que todas as palavras X estejam inscritas na esfera n-dimensional de raio
/P . Neste caso, as enR palavras de codigo nao podem estar arbitraria-
mente esparsas. No entanto, a magica do Teorema da Codificagdao de Shannon
['1} para o canal gaussiano garante que, para determinados valores de t e
crescentes valores de n, a equivocacdo por dimensao H(X | X + Zt)/n pode
ser feita arbitrariamente pequena.
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Mais especificamente, para t < P/(e2R - 1), a equivocagao por
dimensao pode ser feita assintoticamente nula,” como mostrado a seguir.

Usando a regra da cadeia, pode-se escrever

H(X) + Hy(X + Zo LX) = Hy(X + Zp) + BIXIX + Zy) i (1)
onde Hd(') ééaafﬁhentroﬁgé dﬁ%éfénciéij"'-—m o o
 #§;im, tém;se*.. o
HOULX + Z) = HOO + Hy(Zy) = Hy(X + Z,) (2)
A +% Tog(2met) - Hy(X + Z,) . T (3

_____ Se as palavras de codigo X estao restritas a esfera n-dimen-
sional de raio ¥ P , o maximo valor de H (X + Z,) & dado por
(n/2)log{2we(P + t)). Portanto, de (3} a equivocacao por dimensao deve

satisfazer a desigualdade

1 1 P
—H{X|X+2Z) 2R -— T+ —
- XX+ Z,) = > Tog(1 + t) (4)
2R
1 te
=—10 . 5
; g(t+P) (5)
Para valores de t superiores a R/(EZR - 1), a desigualdade (5)

demonstra que a equivocacao nao pode ser feita arbitrariamente pequena, por
dever ser superior a um humero positive. Por outro lado, de acordo com O
Teorema da Codificacao de Shannon, equivocacoes assintoticamente nulas sao

atingiveis se t < P/(e2R - 13,

Alternativamente, a desigualdade (5) assegura que quando se
. . . nRk - -
deseja enviar confiavelmente e = mensagens para um observador a saida de um
canal gaussiano com poténcia de ruido N, a minima potencia necessaria para

o codigo utilizado deve satisfazer a seguinte relagao:

0==1log{ —=—) , (6)

1
pa N+ P

* 0s logaritmos usados neste trabalho sao naturats.



ou seja,
p=nEeN -1 . (7)
Pode-se assim expressar assintoticamente a eguivocagao (por

d1men5ao} do cod1go que ut111za a menor potenC1a poss1ve1 para comunicar
nR mensagens atraves de um canal gaussiano de potencia de ruido N:

0 : para 0 < t < N,

1 -

EH(E_I.).(."' Et) - 1 t eZR (8)
— log( ) para t > N.
Z 2R

o . e e = ,..,t L N,(e e 'i).._.____w,....._ e e

A equagao (8) define uma familia de curvas de equivocagao
parametrizadas por R e N. A Figura 2 apresenta um membro tipico desta
familia.

%1ﬂx X + Z,)

1. - B
_—//-F‘-‘_"
"E ,////’/J””i
/ 1 177 .
o /..‘ hfmg[ta} }\‘[z:"d}] N
4
L/

——

0 _R.

Fig. 2 - Familia de curvas de equivocacao como fungao da potencia
do ruido adicionado.
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Como exposto adiante, esta famiiia de curvas de equivocagao
esta ligada-a limitantes {inferior e superior) para a equivocagao.

2. LIMITANTE INFERIOR

Demonstra-se o seguinte lema:

Lema 1: Seja 0 < tp < 1,

7

t, e Ozosg.

Se
1
Y H(X.| X t-Z{DJ -3 S U . {9
e
Thx1x+2,) =8, (10)
n — - ~h
entao
1 1 ta(ty - to)ez(u - 8)
—HX X+ Z )2 — log{ ) - (11)
n — - %= 2 .

t1{ts - to)e?® - to(ty - ty)e?®
Demonstrac3o: Para facilitar a notagae, introduz-sg a seguinte definigao:

Yt

==

K+

Pode-se mostrar facilmente gue o membro direito de (11) e uma
fungdo monotona decrescente de o e uma fungde monotona crescente de 8.
Assim, para demonstrar o lema acima, g suficiente que se prove a seguinte
desigualdade:
2
= (H(X]Y, )+ HXIY, )
ty(t)-tg)e" to -

1 ]

— H(X|Y, ) = = log( ) . (12)

ot 2 2 H(X|Y, ) ZH(X|Y, )
ti{tz-to)e - to(ty-ty)e 0
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2 (X L7 e e —

)
Em [2 ] [3] € mostrado que e -t € uma fungao con-

cava de t, para qualquer distribuigao da var1avel n- d1mens1ona1 X. Isto
jmplica que

e — iy ey

= H(Y t, -ty = H(Y t, -t —-H

- (_¢1)né.v2,mw"1,én _(_¢D)W+ 1-% & Y l‘”?"’""""' (13)
i, -t t, -ty

Multiplicando ambos os lados desta inequagao por

tl) + H(Etz) - H(Xig)

-, ) - H )T ) (14)

exp { %-[ 2H(X) + H(gto) + H(Z.

e ué%HBBAfZ); tem-se que

2 2
2z, ) XY, )+ HXY, )
(t2 _ to)en “-tj en to —'l—tz
ZH(Z, ) 2 (HX]Y, )+ HXTY D)
> (t) - to)e 2 e 0 !
2 )
SH(Z, ) F(H(X]Y, )+ HX{Y. )
b (L, - t)en o g t Tt (15)
Neste ponto nota-se que, para i = 0, 1, 2,
2
2 H(Z, )
et = 2met, (16)
Usando as expressoes {16} em {15) e rearranjando termos,
encontra-se:
2
= (H(X]Y, )+ HOX]Y, )
2 ta(ty - tole 0
H‘H(z_|I¢ )
e 2 3 (17)
2 2
2 H(X]Y, ) = H(X[Y, )
n o=t —I=
t(ty - tg)e 1~ te(tp - ty)e” to



Desta desigualdade, (12 segue 1med1atamente Isto conclui a
demonstracao do Lema 1.~ — CoTTmT o

Uma interpretacao alternativa para este limitante inferior e
dada pela familia.de.funcoes de equivocacao parametrizadas por R.e N expres-
sa em (8). Suponha se-que -os valores de H(Xl\’t ) e-H{X{Y “) sejam fixados.
Sejam R =r e N =mn, os_yalores de R e N necessar1os para que a equ1voca;ao

dada em_(8) coincida com estes valores fixados. 0 Lema 1. estabe1ece que o

valor desta curva de equivocagao % um limitante inferior de H( §_|i para

iy g e T e it 2r — e e e
H(X | Y 2—; Tog( te } para t P tl ; (18)

t + nl(e2r - 1)

—Esté 1im1tan£;"1nfer{br encontra uma aplicacao em Teoria de
Informacdo de multiplos usuarios. Ele permite que se estabeleca a otimali-
dade de dois pontos extremos na regiio de taxas atingiveis do canal de
interferéncia gaussiano geral [ 2 §, [ 4 ].

3. LIMITANTE SUPERIOR

Prova-se o seguinte lema:

Lema 2;: Sejamt; <« t, e oz 0.

Se
x|y, ) ca (19)
n — —h
entao
t
1 1 2 2a
- H{X Litz) <5 log(yr ® ) - (20)

Demonstracao: Como o membro direito de (20) @ uma funcgao monotona crescente
de «, & suficiente demonstrar que

t, = HX|Y,)
1 1 2 LR
SR Y ) € toalgy e e" 1y (21)



A Desigualdade da Poténcia de Entropia [ 1, 5, 6 ], introdu-
zida por Shannon, estabelece gue

2 2 2
éﬁstjﬁg} a-éﬁ ﬁ(%ﬁlz + eq_FH(E(t?mf”tl))__J“ e . {22)

[ESS——— e - —— — —— e e b

Usando (2) e rearranjando termos, pbtem-se:

2 2 2
~ZH(X]Y, ) - = H(X Y, ) - = H(X)
t,e " ta’ te B (- ) "
SZHX Y, )
ez e T LT (23)

Deste ponto, (21) segue de forma trivial.

_“Esfe fgm%tante.superiorﬂiémbéh'paaéwser eXpresso em termos da
familia de funcoes de equivocacao dada em (8). Suponha-se que o valor de

H(X | It )y seja fixado. Seja N =1, 0 valor de N necessario para que a equi-
vocacao dada em (8), com R = =, coincida com este valor fixado. 0 Lema 2
estabelece que o valor desta curva de equivocagao € um limitante superior de
H(X | it) para t > ty, ou seja,

¢ o2k :
1 <
H(X [ Y,) < lim 2 log ) (24)
Ro £+ ny(e - 1)
. . , | __
=5 ]og(ﬁz) para t = t; . (25)

Assim, o mais rapido crescimento possivel da equivocagao
H(X_lit) & Jogaritmico em t, obtido quando X tem taxa R infinita.

A Figura 3 & uma ilustragao dos limitantes inferior e supe-
rior apresentados nos Lemas 1 e 2.



1 H 1% 4 Z,)
n

1.5 J
limitlanie supertor
pers t® 1y

1 i
vl

velores fixades

1
™~ J//

- Bfij‘f
//j’/ lizitante inferiar

pars 19 &,

TN
- t+ nyfcf-1) B

tn

Fig. 3 - Limitantes da equivocacgao.
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