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Esta pesquisa tem como objetivo desenvolver o estudo da perturbagio causada
em um veiculo espacial por um terceiro corpo envolvido na dinimica.

Ela deve ser considerada como continuag@io do trabalho do Dr. Roger Broucke
intitulado "The Double Averaging of the Third Body Perturbations".

As hipéteses s3o similares as que s3o formuladas no problema de trés corpos:
a) Existem apenas trés corpos envolvidos no sistema: um corpo principal com massa
mo fixo na origem do sistema de referéncia; um veiculo espacial com massa
desprezivel em uma orbita genérica em tomo do corpo principal € um terceiro corpo
em Orbita circular em torno do corpo principal no plano xy |
b) O movimento do veiculo espacial é suposto ser uma 6rbita Kepleriana tri-
dimensional com os elementos orbitais perturbados por um terceiro corpo.

O movimento do veiculo espacial é estudado com trés diferentes modelos:

i) O modelo de dupla média com a fung¢@o perturbadora expandida até o Polindmio de
Legendre P[cos(s)];

if) O modelo de dupla média com a fungHo perturbadora expandida até o Polindmio de
Legendre P4[cos(s)];

iii} Problema dos trés corpos em trés dimensdes sem média, sem nenhum truncamento
ou aproximag#o.

Ambos os modelos de dupla média fazem a média sobre o curto periodo do
veiculo espacial e o longo periodo do terceiro corpo.

Este problema foi estudado anteriormente por pesquisadores como Kozai e
Kaufman. A presente pesquisa tem como meta a comparagio do procedimento dos
modelos de dupla média com o modelo total e investigar novos detalhes dos modelos
de dupla média.

Uma das importantes aplicagdes para a presente pesquisa € calcular o efeito de
perturbagdes lunares e solares sobre satélites terrestres de grande altitude. Hi um
interesse especial para ver em que condi¢des uma 6rbita quase circular permanece
quase circular, O "angulo critico de perturbagdo do terceiro corpo", que ¢ um valor
para a inclinagio tal que qualquer orbita quase circular com inclinagéio abaixo deste
valor permanega quase circular, sera discutido em detalhes.

0 MODELQ MATEMATICO

Esta secdo obtém as equagBes necessarias para 0 modelo matematico usado
durante as simulagGes feitas nesta pesquisa.

A figura 1 mostra a situagio. O corpo principal com massa mg esta fixo no
centro do sistema de referéncia xy. O corpo perturbador com massa m', estd em uma
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orbita circular com semi-eixo maior a', e movimento médio n', (dado pela expressio
n?a®=G[m, +m']) no plano da figura. O veiculo espacial sem massa esta em uma
orbita tri-dimensional genérica cujos elementos orbitais sdo: a, e, i, ®, Q e o
movimento médio é n (dado pela expressio n*a’ = Gm,). A figura é uma visualizagio
do plano xy, mas a diregfio z (perpendicular ao plano mostrado) também existe e esta
disponivel para 0 movimento do veiculo espacial.

Dentro desta situagdo, o potencial perturbador que o veiculo espacial tem da
agdo do corpo perturbador ¢ dado por:

= W
T Pt +r22m Cos(S) ™

Usando a expansdo tradicional em Polindmios de Legendre (assumindo que r'
>> ) a expressio pode ser escrita como;

R-Y F[ | b (costs) @

Para 0 modelo usado dentro desta pesquisa ¢ necessario calcular as partes da
fungio perturbadora para P2, P3 e P4 (R2, R3 € R4, respectivamente). Elas sio:

R, = g"-[%)z Pz(CO-S{S))] = u'n: a [%:JT&TBCOS%S) -1) (3)
R, =;“—[ P,(Cos($)) J “” a 3(;]3(56‘033(3)—3C05(S)) )
R, =-ii[ )4 (Cos(S)) } i “4“'3( J (35Cos*(S) - 30Cos*(S) +3) (5)

O préximo passo € obter as médias daquelas trés quantidades sobre o curto
periodo do satélite, bem como com respeito ao corpo perturbador. A definigdo padrio
para média usada nesta pesquisa é :

()= T )ane ©)

2n

aonde M € a anomalia média, que é proporcional ao tempo.
Depois de executar a média dupla para eliminar as varidveis de curto periodo
dos dois corpos (perturbador e perturbado), temos:



(R)= “'{‘; 6”'2 [(2+32)(3Cos* (i} - 1) + 15¢ Sin* (i) Cos(20)] M

(Ry)=0 (8)

(R.)= 655360‘2 7 (144 +720¢? +270¢* +(320 4 1600¢? +600¢* )Cos(24) +(560 +2800¢® +1050¢* )Cos{4i)-+...

.. #(1680¢? +840¢*)Cos(2) + 4410¢* Cos(40) +(2240¢* + 1120¢*) Cos(2i) Cos{ 20)+...
.-H3920€* +1960¢* )Cos{41)Cos(20) + 5880¢* Cos(2i) Cos(4w) +1470¢* Cos(4i) Cosl4e)]  (9)

AS INTEGRAISC1 EC2
Duas importantes integrais do modelo de dupla média sio C1 e C2. Elas sdo
dadas pelas expressdes:

C, =(1-¢*)Cos* (i) (10)

C,= e{i— - S’ (I')Sinz(m)) (11

C1 pode ser reconhecida como o quadrado da componente z do momento angular e
C2 é uma combinagio de C1 ¢ a Lei de Conservagio da Energia do sistema. A prova
de que elas sdo constantes sera omitida aqui para economizar espago, mas elas podem
ser obtidas por derivagdo direta das equagbes 10 € 11 com relagdo ao tempo. Destas
equagdes € também possivel ver que 0 <C1 <1 e-0.6 £ C; < - 04. Uma importante
consequéncia da integral C1 vem diretamente da equagdo 10. A inclinagio e
ecentricidade sempre variam em diregGes opostas, quando a inclinagdo esta dentro do
primeiro quadrante, para manter C] constante. Estas primeiras integrais sio também
importantes na definigiio das propriedades do sistema, como € mostrado com maiores
detalhes nas seg3es seguintes.

RESULTADOS

Dentro desta se¢do alguns resultados sdo mostrados referindo-se ao problema
da perturbagio do terceiro corpo.

Esta segéo esta dividida em algumas sub-se¢fes para mostrar claramente alguns
aspectos do problema. Basicamente trés diferentes tipos de pesquisa serfo
desenvolvidas: mais estudos dentro do modelo da dupla média de segunda ordem para
estender os resultados disponiveis na literatura; alguns estudos no modelo de dupla
média de quarta ordem e comparagdes entre modelos com média e modelos sem
médias.



AS ORBITAS QUASE CIRCULARES E A INCLINACAO CRITICA

Uma das mais importantes propriedades da perturbacio do terceiro corpo ¢ a
existéncia de um valor critico para a inclinagfio entre o corpo perturbador e o corpo
perturbado.

Esta inclinag@io critica estd relacionada com a estabilidade de érbitas quase
circulares. O problema aqui considerado € descobrir sob quais condigdes um veiculo
espacial que inicia seu movimento em uma oOrbita quase circular em torno do corpo
principal, permanece dentro de uma o6rbita quase circular depois de algum tempo. A
resposta para essa pergunta depende da inclinagio inicial ig. Ha um valor critico inicial
de maneira que se a inclinagio € maior do que ig, a ecentricidade aumenta e a 6rbita
quase circular se tornara em uma Orbita muito eliptica. Alternativamente, se a
inclinagéo € menor que este valor critico a orbita permanece quase circular.

O problema que considera uma orbita circular exata (e = 0.0), é estudado
separadamente dentro da proxima se¢io. O problema de orbitas quase circulares é
considerado muito importante porque usualmente um veiculo espacial que esta
nominalmente dentro de uma 6rbita circular tem perturbacSes de diferentes origens
que fazem a ecentricidade se mover para um valor diferente do valor nominal 0.0.

No modelo de dupla média de segunda ordem esta situagdo critica ocorre
quando cos2 (i) = 0.60 (i =39.2315 graus). Usando este modelo o comportamento da
inclinagdo e ecentricidade com o tempo sera estudado para Orbitas circulares proximas
cobrindo uma larga extensdo da inclinagdo inicial ( 00 < ip <900 ). As figuras 2 ¢ 3
mostram os resultados. Para estas simulagdes sempre se usou para a Orbita inicial os
elementos keplerianos: a = 0.1, eg = 0.01, ® = Q = 0. A inclinag¢fo inicial ip varia
como mostram as figuras. Lembre-se que o tempo € definido de modo que o periodo
do corpo perturbador seja 2r. Deste modo 1.000 unidades de tempo dentro destas
figuras correspondem a 160 orbitas do corpo perturbador,

Os resultados mostram que para os casos em que a inclinagio inicial ip € menor
que o angulo critico (ip < 35°) a ecentricidade oscila com uma amplitude muito
pequena (menor que 0.02 na maioria dos casos) que decresce rapido quando ig
decresce. A inclinagiio permanece constante nesta situagdo. Para valores de i em
torno do valor critico (380 <ig < 430) é possivel ver que a ecentricidade oscila com
uma larga amplitude (em torno de 0.3) que aumenta com O aumento de ig. A
inclinagdo tem um comportamento muito caracteristico dentro desta regifio de ip. Para
valores de ig levemente inferiores ao angulo critico a inclinagdo permanece proxima de
ip com uma oscilagio de pequena amplitude e grande periodo. Para valores de ig
levemente acima do valor critico a inclinagiio se inicia em io, decresce até o valor
critico e entdo retorna para o valor original ip. Para valores de 1o bem acima do valor
critico (ip = 479) a ecentricidade oscila com uma amplitude crescente até atingir uma
amplitude 1.0 no caso ig = 900 A inclinagio mantém seu comportamento
caracteristico, iniciando em ip, decrescendo até o valor critico e entio retornando para
o valor original ig. A figura mostra também que este procedimento se repete em um
ciclo incessante. O tempo exigido para atingir o valor critico diminui quando ig
aumenta. Este fendmeno s6 nfio ocorre para o caso ig = 900, aonde a inclinagéo
permanece constante e a ecentricidade vai para 1.0. Estes resultados mostram que o
angulo critico ndo é uma separagio abrupta entre as 6rbitas quase circulares estaveis e
nfo estaveis. Esta regidio tem uma transi¢io gradual aonde a ecentricidade oscila com
uma amplitude que aumenta rapido com ig atingindo o valor 1.0 somente no caso ig =
900 .



A conclusio pratica para estes resultados é que somente oOrbitas quase
circulares com inclinagio menores que este valor séo uteis, dado que as demais Orbitas
perderdo sua caracteristica de 6rbitas quase circulares.

Estudos similares para outros modelos (P4, Pg, etc. serio efetuados no futuro).

AS ORBITAS CIRCULARES

Diretamente das equagBes de movimento do modelo da dupla média de
segunda ordem é possivel identificar a existéncia de solugdes circulares para este
problema. Isto significa que no caso ideal de uma 6rbita que se inicia com
ecentricidade zero, esta ecentricidade permanece sempre zero. Isto ocorre porque ©
lado direito das equagdes para a derivada no tempo da ecentricidade é zero (isto é
proporcional a ecentricidade). Uma outra propriedade destas orbitas é que a inclinago
¢ também constante pelas mesmas razdes {(a derivada no tempo da inclinagio €
proporcional ao quadrado da ecentricidade).

Isto nfio € verdade para o modelo de quarta ordem. A expressfo para E?al({; tem

um termo independente da ecentricidade que gera um termo com a ecentricidade no
denominador para a expressio de\dt.
Este fato ndo permite que o lado direito desta equagio desaparega. O mesmo ocorre

-~ . . , . R
para a inclinagio, ja que a sua variagdo também depende da derivada ‘?3(04 .

A figura 4 mostra a evolugio destas duas quantidades {ecentricidade e
inclinagio) quando tratadas por um modelo completo sem médias no problema dos trés
corpos. Isto mostra que as solugSes circulares com inclinagio constante nfo existem
neste modelo mais realista. A ecentricidade oscila com uma grande amplitude (cerca de
0.7). A inclinagido permanece constante na maior parte do tempo mas, de tempos em
tempos, ela diminui para o valor da inclinagdo critica e entiio retorna para seu valor
inicial. Os minimos da inclinagdo ocorrem simultaneamente com os méaximos na
ecentricidade.

A conclusio geral € que solugdes circulares com inclinago constante aparecem
devido ao truncamento do Polindmio de Legendre nos termos de segunda ordem e ndo
sdo fendmenos fisicos.

AS ORBITAS EQUATORIAIS

Outra propriedade deste sistema que vem diretamente da analise das equagdes
de movimento é a existéncia de Orbitas equatoriais. Isto significa que se uma orbita
inicia-se com ip = 0, a inclinagio e ecentricidade permanecem constantes € as drbitas
permanecem no plano equatorial. Dentro do modelo de segunda ordem esta
propriedade esta evidente nas equagdes de movimento. Se ig= 0, entdo o lado direito
das expressdes para de\dt e di\dt sdo também zero, porque elas sdo proporcionais a0
senZ (i) e sen (2i) respectivamente.

O modelo de quarta ordem tem termos em sen(i) dentro do denominador das
expressbes para de\dt e didt. Isto é devido a existéncia de alguns termos



. - R .
independentes da inclinagdo dentro da expressio para ?%)4 , que é parte dessas

expressoes.

A integragio numérica de um modelo sem média mostra a existéncia de
solu¢es equatoriais também dentro deste modelo mais geral. A inclinagdo permanece
zero todo o tempo e a ecentricidade tem somente uma oscilagdo de curto periodo com
amplitude muito pequena (cerca de 0.05 para o caso eg = 0.5).

Outros estudos serdo feitos, tais como Grbitas com periapse circulante (C2 >
0), 6rbitas com periapse que oscilam {C7 < 0), orbitas congeladas, etc.

CONCLUSOES

Esta pesquisa desenvolveu trés modelos matematicos para o estudo da
perturbagdo do terceiro corpo: a dupla média de segunda e quarta ordem e 0 modelo
sem media do problema dos trés corpos.

Os resultados mostram detalhes do comportamento das 6rbitas com respeito a
inclinagdo inicial e o papel da inclinagdo critica dentro da estabilidade das 6rbitas quase
circulares. Elas mostram que neste valor critico existe uma regido de transi¢io aonde a
ecentricidade tem uma oscilagio que aumenta em amplitude. Os trés modelos
desenvolvidos sdo comparados.

E também mostrado a existéncia de solugdes equatoriais e a ndo existéncia de
solugdes circulares dentro do problema geral sem média.



Fig. 1 - Iustragdo da Perturbag3o do Terceiro Corpo
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Figura 2 - Historico da Inclinagio
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Figura 2 (cont.) - Historico da Inclinagio
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Figura 2 (cont.) - Historico da Inciinagio
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Figura 3 - Histérico da Excentricidade
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