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ESTIMAGAO LINEAR OTIMA APLICADA A CERAGAD NE SOLUGDES WUMERICAS SUBUTIMAS EM
PROBLEMAS DE CONTROLE DE SISTEMAS DINAMICOS

Atair Rios Neto

Instituto de Pesquisas Espaciais — INPE/CKPq
Caixa Postal 515 - 830 José dos Campos, 5.P., PBrasil

Resumo

0 procedimento proposto se aplica a geragao de solugoes numericas subdti,
mas em problemas de controle dtimo de SlStemas dinamicos. A aprox;magao do
controle por um funcionzl dependente de um nimexro £1n1to de paramatros e a
adogao de um esquema de pertubagao linear, com crlterlo de busca diretz, e
duz o problema, em cada :teragao, a uma otlmlzagao de parametros. A 1nterpre
tagZo estocatica do criteric de busca e dos erros devidos d aproximagao  1li
near torna poss:vel determinar o incremento em cada passoc, pelo emprego dees
timagao linear otima.

Optimal Linear Estimation Applied to Generate Suboptimal Numerical Solutions
for Control Problems.

Abgtract

The procedurepropoged applies to the generation of suboptimdl numerical
solutions in dynamical systems optimal control problems. The approximation
of the control by a functional dependent upon a finite mumber of parameters
and the adoption of alinear perturbation scheme, with a direct search crite-
rion, reduces the problem, in each iteration, to a parameter optimization.An
estochastic interpretation of the search criterion and of the errors due to
the linear approximation makes it possible te get the increment in each step

by using optimal limear estimation.

1. INTRODUGAD

0 procedlmentoproposto se aplica 8 solu
¢ao numerica de problemas de controle otimo
de 51stemas dlnamlcos nao lineares. Asolugac
numerlca gerada ¢ subotima devido a aproxima
gao do controle por um £unc1onal dependente

de um nimero finito de parsmetros (Ceballos,:

1980; Rios Neto & Ceballes, 1979;Willianson,
1971). Adotando-se um criteric de busca dire
ta (Bryson & Ho, 1969) e um esquema.depertur
bagao linear o preblema de determinagac do
1ncremento de busca se reduz, em cada itera
gao, a uma otlmlzagao de parametras. Uma ver
sao modificada de trabalho anterior do aulbot
{Rios Neto, 1979) & utilizada para o calcula
desse incremento de busca, pela  utilizagdo
de estimagdc linear otima. Pretende-se que o
trabalha apresentado seja uma contribuigao
" original no sentide de estender o uso de es
timagao linear otima para a solugio numérieca
de problemas dindmicos de controle otimo.
A aproxxmagac subotima para o controle, alem
de permitir a extensdo para o caso dinamica,
garante a caracteristica de cconomia de espa
¢go de mEmDrla no computador. 0 emprego de es
timagdo linear permite maior facilidade | no
controle do passo, em cada 3teragao, de modo
a garantir a convergencia da solugao,

2. FORMULACAC DO PROBLEMA

0 procedimento namerico proposto se apli
ca a solugao de problemas de controle de sis
temas dinamicos, como formulado a segzuir.

Minimizar: IP = G(= , xf,t ,t )
@ {2.1)
Sujeito a: I (x ,t } =0
0o’ o
% = £(x,u,t)
F (xfs tf)

onde, sem perda de generalidade, o problema
de otlmlzagao e colocado come dem:nl_lzagao,

x & o vetor de estadoe de dimens3o n; u Eave

. A
tor de controle de dimensao n; K = x(to)’

x 4 x(cf), sendo to e tf os instantes’ ini

£
cial e final, respectivamente; I(xo, to) e
F(xp, £p) as fungoes vetoriais que caracteri
- . -
zam os vinculos de conteorno, com  dimensces
m e m., respectivamente, e tais gque m + m_ =
, © Mg Tespect: , que @+ mg

m < 2n+ 2



3, FUNDAMENTOS DO PROCEDIMENTO

A partir de xo,ik,to,EE, ult),valores no,

minais admitidos inicialmente ou obtidos da
ultima iteragao, pode-se propor a solugao do
problema a seguir, a cada iteragac tipica.

Minimizar:
G(xo+ dxo‘,xf+‘dxf,t0+dto sty t dtf)
Sujeito a3

a T

-
I(X +dx st +dt.) l
(3.1)

(X +8%) = £(®4+6x, u+dy, t)

F(xf +dxf,tf +dtf) = oF

—h - — _ —
onde 1 = I(xo,to), F = F(xf,tf), axacsle

os simbolos d & & indicam variagoes deprimei
ra ordem, sendo gue

dx = x dt + &x ) (3.2)

A solugao do preblema {3.1), a cada ite

ragio, leva 3 satisfagao de criterio de bus
ca direta, uma vez que a determinagag daspet
turbagoes em x e u implicam em se caminhar na
diregao de satisfacao dos vinculos terminais
e s = - s .
e de minimizagio do Indice de desempenho.Adi
mitindo-se que tais pertubagoes sejam  sufi
cientemente pequenas, resulta que

6k = A(t) bx + B(E) du

§(t,T,) = A(D) S(EE), SE,LED =T (3.3)

' A A - .
onde A{t) = i e B(t) = f: , Sa0 as matrizes

de derivadas parciais de primeira ordem, ava
liadas nos valores nominais, S(t,to) ga ma

triz de transigac associada, de maode que

t
5x(t) = S(t,to)ﬁxD +J 8{t,s) B{s) Suls) ds

£ | (3.4)

Sendo qualquer tratamento numerico de €z
rater aproximado, justifica-se a adogao  de
uma aproximagao subotima para o controle, da
forma (Willianson, 1971)

u(t) =(a,t) {3.5)

onde a2 & um vetor de parametros. A escolhado
controle como sendo um funcional dependente
de um numerc finito de parametros, coms em
(3.5), deixa em aberto varias possibilidades
quanto a escolha da forma especifica deste
funcional. Por simplicidade e com base em ex
periéncias anteriores (Rios Weto & Ceballos,

1979; Ceballos,1980), torna-se, num interva
lo tipico

ule) 5oty -y E-rdfln,, -l
‘ (5.6)
onde
k=0,1, K, T €t <t - <T. 2t
Sk A - BN '3 k+l~ f K
O controle na formade {3.6), tomado  de
volta {3.4) leva a
K
fx; = S(bp,t ) ox + ¥ G, bu, . (3.7
k=0 .

su, 3 u(t,) - E'(tk)

t
. __
c, & J S(t,,8) . B(s). (st )/ (gt ;) ds+
te

tk+l . }
+ J S(tk+1 R s).B(s).(tk+1-s)/(tk+l—tk) ds

Yk

gendo B(s) = O para t X E; ou t 3 tf.

Da (3.2) e (3.7) em (3.1) resulta o pro
blema, a seguir, de otimizagao de parametros
associado a cada iteragdo tipica.

Minimizar:

-~ . L= .=
G(xo-fxo dto Gxo, X+ ¥g th +

K )
S(tp,t ) ox + ) ¢, 6uk; E, +dt ; tp+dry)
k=0

Sujeito a:

1(;0+ ®, de_+ Sx 3 T oede) =o T (3.8)

N K
F(xf.+xf “dtf-l-S.(tf,to) sx  * ) C, Su; B+
- k=0

dtf) =aF

para variagoes suficientemente pequenas:

Em cada iteragio'abusca diretafica,pois,
reduzida a decerminagao dos parametros <ol
respondentes as variagoes em X , u(tk), t. e



, pela solugac do problema das equagaes
§ 8). Essa busca pode ser feita pela aplica
gao de qualquer metodo de otimizagao de para
metros que se aplique a solugao do problema

(3.8). Neste trabalho, ela serd feita atra

ves de procedimento baseado em metodo  ante

riormente desenvolvido pelo autor (Rios Heto,

1979) como apresentado a seguir.

4, PROCEDIMENTO

Para efeito de simplicidade de notagao,o
problema (3.8) sera recolocado como aseguir.

Minimizar: L{v)

Sujeito a: M{v) = aM o {4.1)

onde L(.) corresponde a G(.); M(.} a I(.) e

F{.); a dependencia nas variiveis sobre bar

~ va fol omitida, por serem elas constanles em
cada iteragao; e

th T ..T . T, ;
v—-[Mod%.”“&ﬁ.d%.d%]

Sob a hipotese de que v & suficientemen

te pequeno,
v +0{2) = (a-1) ¥ = —q1 (4.2)
MgV

onde Mg € a matriz de derivadas parciais de
M(v) avaliadas em v =0e 0{2) representa os
termos de ordem superior.

Na equagao (4.2), 0(2) ¢ um erro dentro
da faixa de erreo admmsszvel na satisfagaodos
vinculos, para a lteragao considevrada. Uma
vaz qgue gualquer valor do erro, desde que &g
teja dentro dos limites da faxla de erro. ad
missivel, & aceitavel, entzo e razocavel mode
lar-se 0(2) coma um vetor aleatorio de compo
nentes nao correlac10nados, de média  nula,

uniformente distribuido na faixa de erro adi

. : =
missivel, isto e,

Myv +E, =aqM . o (4.3)

E[EM] =0,

T 2 &
EI:EM EM] diag { 1 ,mmz,...a } = R
1 .
uii =3 ei, i =1,2,...,m

onde e > 0 & o maximo erro admissivel.

Sendo o terme do segundo membro em (4. 3)
uma aproximagao da primeira ordem, e razoa
vel adotar-se o_seguinte critério emplrlcopa
ra a determinagao de q,

- q=Min {qﬁqo =1, qf HOH =ug e )? } (4.4)

onde g »>»1, tal que (f.ez) seja um exro de
primeira ordem.

Para satlsfazer a condlgao de se caminhar
na diregas do minimo, & razoavel consideraz-
se a condlgao, a seguir, para E{ uniformemsn
te dlstrlbuldo, independente de E, e de cog
ponentes nao correlacionadas )

-p L‘TT =y + E]_: s P 4] (4.5)
1 - l T = F!
(gl ] =-g5pLy=E
= P ¥ . 2
E[:(E' - 1'.) (EI'. - EI',) :| = diag {321’952""’
a%a } =F (4.86)

1 .
GZ‘ = 1_2' (P-(L"\r_}j)zs J=1:21"'1’

onde L— e o gradiente de L{v), em v=0. Por
outro fado subtraindo Ei membro a mewbro - na
equacao (4.5),

1 T . o
uy Ly = v + B : .(.L')
E[g ] -0, BB L =P

As equagoes {4.3) e (4.7) definem um pr2
blema de estimagao linear com 1nforma§ao 3
priori {(Bryson & Ho, 1969), cuja solugao iz
va ac valor estimado, ¥V, paraolincremento v,
em cada iteragao,

V= - -]-'2'131..'%—+K E"qM"Mv(-—P 1
K =P MLR " (4.8)

PaT T M (Mg P He+ R My P

Devido ao fato do vetor aleatbrio Ef, ser
1ndependente do vetor aleatorlo Ey e deste
tltimo ter. componentes nao correlacxonadas o
vetor de observagao corresponderte 3 equagoes
{4.3) pode ser processado componente a compa
nente, levando a uma forma alternmativa da‘ta
lugao (4. 8), em que o problema de inversde de
matrizes e evitado (Rios NWeto, 1979).

0 valor de p deve ser escolhido de modoa
se ter v suficientemente pequeno e de se ga
rantir a prlorldade de satisfagao dos vincz
los. Para tanto, 1mpoe se que o crro Ep (eq
(4.6)) seja de primeira ordem e cumpatlve_
com eg, enquanta a satisfacao dos vincules
nao atlnglr os limites da faixa de erroadmi‘

“sivel. Apbs a satisfagdo desta condigao, p e



sempre mantido suficicnmtemente pequenc de mo
do a garantir convergencia no indice de de
sempenho (decréscime) e nos vinculos (perma
“nenecia da faixa de erro admlsslvel), ate se
atingir as condigoes de converggncxa final.
Tendo em vista essas ex15euc1as, considera-
se o seguinte criterio empirvico para a deter
minagao de P

(g5 @ ? o} -

o
]

1 £
Max, {Pi’ 7 Z
=1

g2 e2 , 4 = (4.8)

a i 1,2,..., m }

Sendo que, se nem todos (M.| <ey, 0 va
lor de B deve ser ajustado de modo a garaH
tir que_ MV) = .Ua vez atingida a faixade
convergencia pelos vinculos (|1 | feai=1,
2,...,m) mantem-se g =1 e ajusta-se, quando
necessario, o valor de B (diminui-se), para
garantir o decréscimo do indice de desempenho
@ manter os v1nculoq dentro da faixa adm15C1
vel, O valor de B & ajustado em iteragoes sg
cesgivas ate que _Bey < ey, onde e3 @ o0 erro
numerico despr321ve1 (zero numerlco) A satis
facac desta Gltima condigac & a indicagao de
convergéncia para o correspondente valor de
ea- A convergencia final & obtida pela dimi
nu1gao de e, em etapas segu1ntes, ate que
ey, £ eg, sendo que, para cada novo valor de
ea, deve-gse reiniciar o valor deg (>> 1).

5. CONCLUSOES

As duas pegas basicas d0proced1mento pPro
posto sao: (i) a aproximagao do controle por
um func1onal dependente de um numero finito
de paramecros' (ii) o emprego de estlmagaall
neatr otima para solucac da problema de otimi
zagao de parametros (3.8), associade a cada
1tcra§ao tipica da busca direta da solugao
numerica. Neste trabalho, essas duas pegasba
sicas foram combinadas de modo a se obter um
metodo subdtimo para solucao numérica de pro-
blemas de controle otimo de sistemas dinami
cos, com as seguintes vantagens: (i)economia
de esPago de memdria no computador; (ii)siste

matizagao do controle do passo em cada itera
¢ao, pela ut11121gao de apenas_um parametro
(B) e de nogoes bastante acessiveis de precl
sao numerica {egz,eq). Espera—se que a apllca
¢ao do metodo conduza a resultados de boaqua
"lidade, levando-se em conta_a capacidade, i3
testada, tanto da aprox1magao subotima para
o controle em fornecer solugdes com um homnpi
vel de aproximagao (RiosNeto &Ceballas,1979;
Ceballos, 1980), quante do procedimento dees
tlmagao linear para reaolver,satlsfatcrxameu
te, problemas de olelzagao de parametros
(Rios Neta, 1979). o
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ERRATA

-

- Ref:: 39 Congresso Brasileiro de Automatica.

Titulo do Trabalho: Estimagao Linear Otima Aplicada a Geragao de Solu

¢oes Numericas SubOtimas em Problemas de Controle

de Sistemas Dinamicos (pag. 123).

Autor: Atair Rios Neto

Corregoes:

l. A expressao para C_, logo abaixo da equagao (3,7), pag. 124,

k!
deve ser corrigida para:
tk _
__J S(tf,s).B(s).(s~tk_1)/(tk—tk_
k-1

) ds +

(9]
(1=

1

feel
+ J S(tf,s).B(s).(tk+l-s)/(tk+l-tk) ds
“k

2. A expressao para o’

23 correspondente a equagao (4.6), deve ser

corrigida para:

L
- 1k .
U5 7T L, @ APP% L2



