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ABSTRACT

This work presents a version of semi-analytical method
to satellite orbits. In its general formulation the method is
constructed to study mean solutions with long time validity for
perturbed ordinary differential equations. These equations have a
perturbation function whose first part is well-known and the remaining
part with only the average contribution known. In the application to
satellite orbits the Brouwer's secular and long period solutions are
used. The variational equations are obtained using Tisserand
transformations and the solutions of these equations are calculated
by successive approximations. Then it is written explicit functions
of time for orbital elements. With these expressions the orbits of
satellites can be propagated if it is known the numerical values of
the mean contributions of the remaining part of perturbations for one
elliptic orbit. After the first time interval of propagation it can be
recaleulated the mean contribution of perturbations with the new
elliptic elements and a new propagation is made and so on.
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1. INTRODUCAO

0s metodos semi-analiticos, que aliam a velocidade de pro
cessamento dos metodos analiticos as facilidades das integracoes numeri
cas, sao atualmente fundamentais nas previsoes para longos intervalos
de tempo de orbita de satelites artificiais. Estes metodos saode proces
samento rapido (10 a 100 vezes mais rapidos do que os metodos numericos
usuais) e de baixa precisao. A proposta de um meétodo semi-analitico de
ve pois procurar manter um compromisso entre a obtencao de uma boa pre
cisio sem aumentar substancialmente o tempo de processamento no calculo
de orbitas.

Na sua formulacdo geral, o metodo apresentado neste traba
Tho & construido para estudar solucdes medias, validas por longos inter
valos de tempo, de equacOes diferenciais ordinarias perturbadas. Estas
equacoes tem uma fungao perturbadora dividida em duas partes. Uma pri
meira bem conhecida e uma segunda da qual se conhece apenas a contribui
cao media. 0 esquema do metodo e dado pelos seguintes passos:

- aplica-se um metodo de media a primeira parte(bem conhecida) das
equacoes perturbadas, construindo-se sua solucao geral;

- aplica-se o metodo de variagdo dos parametros as equacgoes me
dias as quais e adicionada a contribuicao da parte mediado res
tante da perturbacao;

- calcula-se a solucao das equacGes variacionais por um metodo de
aproximacoes sucessivas.

0 metodo e bastante geral podendo ser aplicado a varios
tipos de problemas, entre os quais podem-se destacar as propagacoes da
orbita e atitude de satelites artificiais. A sua versatilidade caracte
riza-se pelo fato de utilizar toda a informac3o disponivel pelousuario,
ou seja, as informacoes sobre as solucoes analiticas para a realizacao
do primeiro item e os modelamentos numericos para o segundo item, ante
riormente citados. Outra caracteristica importante do metodo e a de nao



impor qualquer restricao sobre as variaveis utilizadas (como por exemplo
variaveis canonicas, etc.).

Como exemplo de aplicacao do metodo apresenta-se o caso
de propagacao de orbitas de satélites artificiais. Nesta aplicacao uti
lizam-se as solucdes seculares e de longo periodo de Brouwer (Brouwer,
1959) como solucoes das equacoes médias. Utilizando em seguida as trans
formacoes de Tisserand (Ferraz-Mello, 1981) obtem-se, por aproximacoes
sucessivas, as solucoes das equacoes variacionais sem termos espurios
de Poisson. Escreve-se ent3ao explicitamente os elementos elipticos da
orbita em funcao do tempo.

Com as expressoes obtidas pode-se propagar orbitas de sa
telites de baixa altitude (perigeu abaixo de 7.500 km) conhecendo-se as
contribuicoes medias, numa orbita, das outras perturbacoes (todasas per
turbacoes que devem ser consideradas, excluida a parte do geopotencial
levado em conta nos desenvolvimento de Brouwer). Depois da  propagacao
num primeiro intervalo de tempo, pode-se recalcular, com o auxilio dos
novos elementos elipticos obtidos, a contribuicao da perturbacao fazen
do-se entdao uma nova propagacao, e assim por diante. A precisao obtida
pelo metodo dependera do tamanho dos intervalos de tempo considerados e
obviamante da variacao de parametros indeterminados da funcao perturba
dora (atividade solar e geomagnetica, no arrasto atmosferico, etc.).

A principal diferenca entre o metodo proposto e os metodos
semi-analiticos usuais que utilizam equacoes medias (ver por exemplo
Uphoff, 1973; Liu and Alford, 1980) e que este explicita as expressoes
analiticas dos elementos orbitais.

0 metodo proposto esta relacionado, em muitos aspectos,
com a teoria proposta por Vilhena de Moraes (1981) para estudar os ele
mentos osculadores dos satelites artificiais sujeitos as perturbacoes
do geopotencial, da pressao da radiacao e do arrasto atmosferico.



Uma primeira versao deste trabalho e apresentada em Medei
ros (1983). As ideias basicas do presente metodo sao ali expostas.

0 metodo apresentado, em sua forma mais simplificada (Me
deiros, 1983), tem sido utilizado sistematicamente e com sucesso em pre
dicoes de Tongo intervalo (45 dias) das posicoes (para rastreamento) do
satelite Tiros-N. Testes futuros comparando os resultados obtidos pelo
metodo com integracoes numericas e dados observacionais deverao ser
feitos.

2. 0 METODO

Em Mecanica Celeste trabalha-se com sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias da forma

e
1}

€1X1(Xae) + €2Y1(Xae) ’

ék = nk(x) + elHk(x,e) + esz(x,e) .

n

(i=1,0ee5n 3 k=1,...,m) ,

onde €, e €, Sao pequenas parametros de mesma ordemde.grandeza ex = (X;,
..,xn), 0 = (91,...,em). Sera suposto que Xi(x,e), nk(x) e Hk(x,e) sao

funcoes bem conhecidas com X; e H periodicas em 5, de periodo T, € que

Yi(x,e) e Kk(x,e) sao funcoOes periodicas em 6 tais que se conhecem ape

nas os seus valores medios:

- 1 T1 Tm
Yi(x) =———---—-I J Yi(x,e) d6; ... dép ,
T1 sew Tm 0 0
(2)
— 1 Ty Tm
K (x) = —-————-—[ I H (x,6) do1 ... do_
Ty eoe T 0 .

m’©°



0 primeiro passo do metodo consiste em aplicar um metodo
de media no sistema de equacoes diferenciais:

Xe
n

€1 Xi(xse) ’
ék = nk(x) + € Hk(x,e) .

Para isso, define-se por exemplo a transformacao de varié
veis (x,0) » (X,0) dada por:

X; = Xs + € Fi(x,e) .
(4)
Oy ='§k + €, ¢k(§;6) .
As equacoes transformadas(ou medias) sao
Yi =€ Ai(i) + 0(e?) ,

(5)

ék= hk(f) + € Bk(f) + 0(e2) ,

onde pode-se tomar

Ty T
AL (%) —-—1———[ J"’ X,(%,8) doy ... do_,
1 m
Ty ees T 0

(6)

— 1 Ta Tm —_
Bk(x) —— [ e ( Hk(x,e) de; ... dem

0 70

e F.(X,8), ¢, (X,8) sdo funcoes periodicas em B e solucGes das equacGes
deferenciais parciais seguintes:



m oF,
I — (8 0, (X) = X:(X,8) - A,
2=1 aez
(7)
m 3¢k _ _ n Bnk _ _
1 — (58) n(x) = ] — (XF; (X,8) + H (X,8) - B (X) .
2=1 362 j=1 axj J

Se Xi(i}ﬁ) e Hk(i}ﬁ) sao expressas em series trigonometricas a integra
¢ao do Sistema 7 e trivial. Observa-se que a segunda equacao de 5
reduz-se a uma quadratura. Sera suposto que Xi(x,e) e Hk(x,e) nao apre
sentam termos ressonantes, isto €, se os argumentos dos senos e co-senos
nas series trigonometricas sao de forma:

221 afy s (o, inteiro) ,
entao

m

221 agng(xo) 2 0(ef) = 0(1)
para xo = x(t,) (condicdo inical).

Pode-se utilizar neste caso um outro metodo de media como
por exemplo o metodo de Von Zeipel (Brouwer, 1959).

0 segundo passo do metodo consiste em aplicar o metodo da
variacao dos parametros nas equacoes.

iﬂ = g, A.(X) + éz Yi(i) + O(Ei), (d

; ; 1,...,N0) (8)



Para aplicar o metodo da variacao dos parametros, supo
nha-se que a solucao geral do sistema:

§1=QA4M (9)

e conhecida e iqual a:
'Yi(t,x*) =x*¥ +¢g, 8 xi(t,x*) . (10)
i

onde x* = (xt,...,x:) e o conjunto de constantes da integracao do Siste
ma 9.

Suponha-se agora que x* e uma funcao de t e:

Xy (tax*(t)) = x*;(t) + &1 § x.(t,x*(t)) (11)

sao solucoes das Equacoes 8. Entao substituindo as Relacoes 11 no

Sistema 8 tem-se o sistema de equacoes diferenciais que determina
x*(t):

j LIV dx . - )
[8Y + 1 — (t,x*)] —L = €, Y.(X(t,x*)) + 0(e1), (12)
1 ] aX* . dt 1

N~13

J

onde

O
[}
1]
o
~—
P Py
),
[
~—
[=]
[
O
—te Ca

1]
ey
—~~
a—d

]
[}
S



Se os termos periodicos em 6 de Yi(x,e) e Kk(x,e) sao pe
quenos em relagdo aos termos periodicos de Xi(x,e) e Hk(x,e), podem-se
utilizar as Relacoes 11 nas Transformacoes 8 para obter as solucoes
das Equacoes 1. Neste caso, as constantes de integracao do Sistema

12 sao:
x¥(0) = X;(0) - e 6x,(0, X(0)) + 0(e}) (13)
e
x;(0) = x;(0) - esF;(x(0), 8(0)) + O(el)
(14)
§k(0) = ek(O) - €1¢k(X(0), 6(0)) + 0(e2).

Se os valores iniciais para i}(O) sao conhecidos, o que
ocorre em muitos casos praticos, pode-se resolver o Sistema 12 com as
condigoes iniciais dadas pela Expressao 13 e: entao calcular a Relacgao
11.  Neste caso, nao e necessario fazer qualquer hipotese sobre a mag
nitude dos termos periodicos de Yi(x,e).

Alguns comentarios adicionais podem ser feitos sobre o me
todo exposto acima: -

a) Suponha-se que as solugoes de primeira ordem, no pequeno paramg
tro da Equacao 9, tenham para alguns valores de i a forma:

éxi(t,x*) = ni(x*) t + fi(t,x*) R

onde f e uma fun¢do periodica de t. Neste caso deve-se utilizar
a transformacao de Tisserand (Ferraz-Mello, 1981). Esta  trans
formacao e necessaria para que se evite o aparecimento de ter
mos espurios com potenciais de t nas solucoes das Equagoes  12.
Se:



7(.- = (Y1s---syps lPls -,qu) 1 (P+q = n)
V = I . 90 ey
€2 (Py Pq Q Qq)
y1 = y?; + €3 6yi(tsy*90) ’ (1 =1, ‘-sp)
1’)2 = 02 + €1 6¢g(tay*’0) ’ (Q, = 13 ~~9q)
= * *
o, = €1 an(y t o+ vy
as Equacoes Diferenciais 12 serao dadas pela transformacao
de Tisserand na forma matricial:
38y . . o8y. .
£y ——! +<sg £y ——m! y* P(y*,0,t)
*
Byj 302
= (15)
38y 98y
€1 k €1 k +6ﬁ &-€e16n Q(y*,o,t)
*
ay j aog
Suponha-se que nas Equacoes 1, m=1 e ny(x,) = 0(e}). Conside

rem-se as solucoes das Equacoes 8 calculadas para o intervalo
Sabe-se (Arnold, 1981) que estas
solucoes das Equacoes 8 diferem das solucoes correspondestes

das Equacoes 1

de tempo da ordem de (e;)” .

de um fator aditivo da ordem de e,. Esta e a
propriedade geral dos metodos de media, a qual permite o uso de
le em previsoes para grandes intervalos de tempo, quando
des precisoes nao sao requeridas.

gran



3. APLICACAO AO MOVIMENTO DE SATELITES ARTIFICIAIS

Sejam a, e, I, Q, w e M respectivamente os elementos os
culadores do semi-eixo maior, excentricidade, inclinagao, longitude do
nodo ascendentes, argumentos do perigeu e anomalia media da orbita de
um satelite artificial.

Aplicando o método de Von Zeipel (Brouwer, 1953) as equa
coes do movimento e considerando apenas os harmonicos zonais Jz,..., Js,
tém-se as solucbes meédias (com os termos de longo periodo) das equacdes
medias dadas por:

E = ao .
e = Eo + se(ay,eo 9T0 2w +wy (3o »€0,10)t)
(16)
w = Zo + U’l(_a-o 9—e—0 ,To)t+ Gw(_a_o 9—e-0 9T0 ,50 +w1(5_o 9_e-0 s_fo)t) s
0= Qo+ 01(30,€0,T0)t+62(30,€0,10500 +w1(30,€0 Jo)t)

onde wi, 921, 0€, 8I, Sw e 80 sao dados por Brouwer (1959, Section 9).
Tem-se que se, &I, 6w e 82 sao funcoes periodicas em wo+wyt e o ndice
0 e usado para designar constantes de integracao relacionadas aos ter
mos seculares. As Relacdoes 16 correspondem as Relacoes 10.

Se a,, €, I, w, € 0, sao perturbacoes medias (perturba
coes seculares e de longo periodo) do problema cujas solucoes sao da
das pelas Relacdes 11, entao podem-se obter as solucoes do problema
perturbado usando o método de variacao dos parametros com a transforma
cao de Tisserand. Neste caso a solucao do problema perturbado e dada
pelas Relacoes 16, mas com as constantes de integracao ag, €y, Lo, wp
e T, substituidas pelas funcoes do tempo a*, e*, I*, x¥=uw*+0wn; (a*,e*,
I*)t e x* = o*+q,(a*,e*,I*)t que sao solucoes das Equacoes 17 abaixo.
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Fazendo:

X; =a, Xp=€, X3=1,

I
>
o
+
>
=
+
-
x
%
[}
>
*
-+
>
=
+
-

Xy =

mas
SXy = 0w 5 Xyp = wp XNy = m: .
Xy =0 5 Xuyo = W s
Xs = Qg + 21T, X§ = Q% + .t ,
mas

6Xs = 8Q , Xs = Qk s, X¥* = Q%

Xs =2 , Xso = Qp »

e observando que Xi11 = X,; = X4, = 0, 8x3 = 0, entao as Equacoes Varia
cionais 15 tomam a forma:

98X .
i

+ 0(e?) , (17)

N
Oz
=
]
1 ~—14>
=

5
X* = X, 4+ X, + )

onde (i =1,2,3,4,5).

Todas as funcoes nas Equacoes 17 dependem de a*,e*,I* e
algumas delas sao periodicas em w*+w;t, Q*+0Q,t e eventualmente de t.
0 simbolo 0(e2) & a ordem dos termos quadraticos das funcoes de Jndice
2 ou dos termos cubicos das funcoes de indices 2 e 1.
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As solucoes das Equacoes 17 sao:

1 3 2
X* = x* +x, t+x, t+X o+ — | ] X. t2 +
i 10 i1 i2g i2p 2 |j=1 BXJ. J2s
3 s < g asz % 38X,
+ ) X, + SX: - — X t o+
j= . 2P j=2 ax, 9 j=1 ax, 92
Jj=1 axJ J j J j
s
5 8X.2 4 8<SX_i
+ | ) 12 6x. - ) X:,| + 0(e?) , (18)
j=2 ax., ¥ j=t ax, Y
J J 3
p
onde (i = 1,2,3,4,5).
Tem-se que:
- fs e (...)s sao as partes seculares das funcOes correspondentes,

sendo entao funcoes apenas de a¥, ef e Ig;

-f e (. .)x
P P -
tivamente integrais duplas) da parte puramente periodica de fp ou

(ea)ps

Y 0 * * .
- X;, sao funcoes de a}, ef e If;

(respectivamente f_) sdo integrais de to a t (respec

- ox; sdo funcoes de a¥, e} e Iy, e funcOes periodicas de wp +

+ oy (a¥,e*, I¥)t;

- X5, sao funcoes de a,, e¥ e I*, e funcoes periodicas de w¥ +
*
+ wy(a¥,e*, %)t e Q7 + Qo(a*,er,I*)t.
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Substituindo as RelacOes 18 nas Relacoes 16 tem-se os
termos medios (seculares e de longo periodo) dos elementoselipticos per
turbados:

_ 1 % X4y )
X. = X, + X..t + X, t+X + — X t? +
1 10 11 123 12p 2 1321 ox, J2
J
3 ax11 ~ 5 Bx1 4 BGX1
+jz1 X . Xazp+ 322 BX. 53'_321 ax “daf t 4
J J J
s
[ 5 X, 4 36X ; —(1)
+ 7 85X - ) Xi, |+ 8x (X17) + 0(e?), (19)
j=2 ax, 3 j=1 ax, I?
J J -
p
onde
- Y(l) sao as variaveis das funcOes de longo periodo, dadas por
Y(l) = Xy + X,st + izp ;
- X. sao os elementos medios de Brouwer;

io

- todas as funcoes acima depedem de ap, €9, 1, € eventualmente sao
periodicas em wg +wy (30, €9, To)t € Q9 +0,(39, €, To)t, tendo
os termos periodicos media nula.

As Equacoes 5 conduzem a

M=m,(3) + S 6 M3, & 1, ) +M(a,
dt

e, I, w, Q)

e entao
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M = Mo +ﬁot+M1t+MZSt+M2p+_1--dd—”°—azst2 +
2 a

L - J2p
da j=2 axJ . Jj=1 axJ
p
5 4
+ | ) Mz 85 - ) a1 P t +
s
5 4
P D Mo § M b)) (20)
j=2 axj J=1 axj _
p

onde
1 3
ﬁo = n /2 (3)- /2

e as outras funcoes sao definidas com na Expressao 19. éM e dado  por
Brouwer (1959, Section 9).

Para 0 = t = 0(w') podem-se utilizar as relacoes simpli
ficadas



ol

|

gl

]

=|

- 14 -

€o + ezst + e + e2p s

Io + Izst + 61+ 1,

p 9

. 1 { w1 ow1

wo + (01 +was)t + — | — be TR+
2 | oa de

Sw + G, + mgz . a_wl_gz .\ mfz
P od p e P 51 p

)
80 + ﬁzp + [ My LBdwig , 3 J

2
da S 5a

n

My, My ]t2+GM+d_n()_a2 r

IR Y S da 2P 2P

M0+(ﬁ0+M1+Mzst)+ —L{@la + %a”'
2
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Se Xi2p (i =1,...,6) tem suas amplitudes muito menores

que x. ., € se considerarem apenas os termos em J, do potencial gravita

cional, entao tem-se as expressoes (Medeiros, 1983)

|

1
o
<
+
o
o+
i d

o]

i
)
o
+
)
'+
-

w = Eo + (m1+mzs)t + wat? + 6w ,
D=0, + (Ql-kﬂzs)t + 03t? + 80,
M=My + (ng+My +M, )t + Mst2 + 6M , (22)
onde
" a 2e e, | _
w3 = W1 - —7—- 28 0_25 - —5— Q1 Izs sen I, ,
_ 4 do (1—6%) 2
- a 2e e
Q; = Q1 | - s _fs 028 _ QL-IZS tang I, |
4 &, (1-ef) 2

S

a
Ma=/_£ .
a; a; |

) [.EL JZFE%Z §EQ§E£L:J_ 1 } - f; v/ 1-e2 QllzssehTo . (23)
J(1-e2)

dy
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onde

D\

_Re

- Js

o raio equatorial da Terra;

M\

o segundo harmonico zonal do geopotencial;

- w1s N1, My, S€, 8I, Sw, 602 € &M sao dados por Brouwer (1959,
Section 9);

3,05 €595 Lpgs Wags Q,5 € Myg 520 as contribuicoes médias (numa
orbita) das outras perturbacoes, excluido o geopotencial;

- A0, €0s Lo, Wos So € My s30 0s chamados elementos medios de
Brouwer.

Todas as funcoes nas Relacoes 22 e 23 sao calculadas nos
elementos medios de Brouwer.

Se x1-p € damesma ordem dos Xigs podem-se ainda utilizar
as Expressoes 22. Neste caso deve-se reduzir o tempo de propagacao e
com os valores de i} no fim de cada intervalo faz-se uma nova propaga

cao.
4, COMENTARIOS

0 metodo apresentado tem caracteristicas bem gerais adap
tando-se a uma gama variada de problemas.

No caso de orbita de satelites artificiais, cada caso tra
tado deve ser estudado e testado para se ter uma determinacao do perio
do de propagacao conveniente, assim como o conjunto de relacoes a ser
utilizadas. Pode-se manter a rapidez de calculo e obter maior precisao
utilizando-se de modelos analiticos mais elaborados das perturbagoes.
Isto corresponde a reescrever as Solucoes 16 na forma fornecida por es
estes modelos. Neste caso algumas modificacoes devem ser feitas nos for
mularios da Secao 3.
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Nas solucOes 16 pode aparecer uma fungao da, eas funcoes
se, &I, Sw e 69, que n3o serdo mais da forma fornecida por Brouwer,-pg
dem tambem depender de-ﬁb + Qlt. Estas modificagoes implicam que nas
Relacdes 19 e 20, as somas que comecam em 2 passém a comecar em 1 e as
que terminam em 4 passem a terminar em 5.

Nos casos mais gerais de teoria de perturbacoes o metodo
proposto na Secao 2 pode ser utilizado. Em particular, sua aplicacao
na formulacdo do meétodo da propagacao de atitude de satelites artifi
ciais deve ser interessante. .
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