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ABSTRACT

Implicit finite-difference schemes have been widely used
in the numerical integration of the hidrodynamic equation as they
allow a significantly larger time—increment bt. This has a special
importance in Numerical Weather Prediction because the time saved in
the caleulations may be used in improving the accuracy of the space
finite-difference schemes, without any appreciable increase in the
total computation costs, provided, the sizes of the matrices itnvolved
are not exceseively large. Here, the computational properties of an
implicit scheme are studied. This scheme is a modified version of the
well-known Shuman—Brown-Campana scheme, in the sense that a & level
time average operator is also applied to the divergence term in the
continuity equation. Preliminary results, obtained by considering
the equations that govern long barotropic gravity waves, show that
the scheme, besides being coonomical, has a corrective effect on the
spurious phase propagation of the waves, thus minimizing the
intrinstc disavantage of the conventional "leapfrog" scheme.
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1 - INTRODUGAO

Em geral,os problemas ndac-lineares de valor inicial, e em
especial aqueles de Previsio Numérica de Tempo (PNT),nao sao susceptiveis
a um tratamento analitico,e assim sendo,metodos numéricos sao usados na
obtencao de suas solugoes.

Na determinacio da evolugao temporal do escoamento de um
fluido a partir de um estado inicial,usam-se esquemas de diferengas fini
tas,independentemente de como a estrutura espacial & tratada.Tal fato ex
plica o grande numero de trabalhos publicados sobre aspropriedades compu
tacionais de esquemas de diferengas finitas em tempo,hoje encontrado na
literatura especializada.Tais trabalhos dizem respeito a erros de trunca
mento, estabilidade computacional,convergencia das solugles numericas, se
letividade da atenuacao,habilidade do esquema em reproduzir  velocidades
de fase iguais as analiticas etc.Assim, dentro deste enfoque, Kurihara
(1965) analisou varios esquemas de diferencas finitas temporais, quando
empregados na integracdo numérica da equagdo da onda(equagao hiperbolica
prototipo);também mostrou a aplicabilidade dos resultados na  integragao
de um sistema linear de equagBes primitivas.Young(1968) examinou exausti
vamente as propriedades numéricas de treze esquemas de integragao usando
um modelo barocTinico espectral,

Por outro lado, quando se inclui o aspecto operacional,
& altamente desejavel que os esquemas de integragac sejam  computacional
mente economicos, isto &, no sentido de ndo exigirem tempo de computagao
excessivamente longo.

Pode-se justificar a grande atencdo que os modeladores da
atmosfera vem dedicando ao desenvolvimento de esquemas de integragaoc tem
poral economicos do seguinte modo.De acordo com o criterio de estabilida
de de Courant-Friedrichs (critério CFL),o intervalo makimo de tempo usado
na integracao de modelos de PNT de equagoes primitivas (maioria dos mode
Tos operacionaisatualmente) e bem menor que aquele usado em modelos de e
quacdes filtradas,os quais contem so movimentos quase-geostroficos mais
Tentos .Com estes intervalos de tempo relativamente menores, Robert (1974)
estima que do erro total,até 40% pode ser atribuido 2 discretizacdo es
pacial,enquanto que somente 1% & causado pela discretizagao em tempo. As
sim,0 tempo poupado no processo de integragdo numerica das equagoes pode



ria ser empregado para aumentar a precisic dos esquemas de diferengas fi
nitas espaciais.

Shuman (1977) propos um esquema economico, usando um pro
cedimento diferente de integragdao, que consiste em fazer uma meédia tempo
ral envolvendo tres niveis de tempo no termo da forca horizontal de gra
diente de pressdo, e que usa o esguema “"leapfrog" (i.e. de diferengas
centradas)convencional na marcha do tempo.

Esse esquema, como inicialmente concebido, apesar de exi
gir uma pequena area adicional de memoria, permitiu o uso de um interva
lo maximo de tempo, ate duas vezes maior que aquele dado pelo  critério
CFL para o esquema "leapfrog" puro. No entanto, apresentou-se ineficaz
para exercer um controle, tdo necessario sobre o crescimento dos  modos
computacionais.

A fimde remover essa deficiencia, Shuman et al (1972) in
corporaram ao esquema um mecanismo amortizador em tempo do tipo descrito
por Robert (1966). 0 esquema assim modificado passou a ser denominado
esquema SBC (Shuman, Brown e Campana) e encontra-se documentado em Brown
e Campana (1978).Apesar do intervalo maximo ser agora menor que no caso
de nao se ter atenuagdo.conseguiu-se ainda uma economia significante no
tempo de computagao,e o esquema SBC € hoje empregado nos modelos opera
cionais do Centro Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos.

Subsequentemente, Schoenstald e Willimas (1976) estende
ram a analise do esquema SBC no sentido de incluir o mecanismo de advec
¢ao por um escoamento basico uniforme.

Apesar da grande vantagem pratica do esquema SBC ele ain
da apresenta uma deficiencia intrinseca de esquema "leapfrog" convencio
nal, ou seja: uma aceleragao espuria na propagacdo de fase devido ac er
ro de truncamento (em tempo).

Qobjetivo principal do presente trabalho e estudar as
propriedades computacionais de um novo esquema da integracdc, proposto
pelo primeiro autor. Apesar de poder ser considerado como uma generaliza
¢ao do esquema SBC, o esquema em questdo apresenta certas vantagens adi
cionais que o tornaram um candidato potencial a ser usado nos modelos de
PNT desenvolvidos no Instituto de Pesquisas Espaciais (INPE).



2 - ANALISE LINEAR

Considere-se as equacdes linearizadas, em uma dimensdo,
das ondas longas de gravidade em um modelo barotrOpico, na auséncia da
forga de Coriolis e de um escoamento basico, ou sejam:

au' 3h'

— =g 2L (1)
at’ ax'
sh' _ H, au' (2)
at! ax'

onde u' & a componente x da velocidade, h' o desvio da superficie 1i
vre em torno de sua posigdo media Hy» & 9 a aceleragdo da  gravidade.

Por conveniencia matemdtica, estas equacdes s3o coloca
das em suas formas adimensionalizadas, obtidas com as seguintes esca
las intrinsecas:

com c_ = v’gH0 igual a velocidade de propagacao de fase de ondas Ton

= L/co, sendo L o comprimento de onda.

({3
at)
7]
]

—
1

Supondo-se solucoes do tipo:

u(t) eikx}
N H(E) e“"‘f @

onde k = k'L & o numero de onda adimensional, as equacoes  adi
mensionais sao escritas como:



S

AU _ikH (4)
at

o . -ikU (5)
ot

Nestas equagOes, as derivadas espaciais estdo analitica
mente representadas, e deste modo pode-se estudar as propriedades  ine
rentes a qualquer esquema de integracao numerica, empregado para deter
minar a evolucac temporal do sistema.

Neste trabalho, considerar-se-3o essencialmente,esquemas
que constituem versodes generalizadas do esquema "leapfrog" convencio
nal. Como se trata de esquemas de ?a. ordem, as equagoes de diferencas
finitas correspondentes 3s Equacdes diférenciais 4 e 5 podem ser rear
ranjadas para se ter:

( Un+1 | Un
Hn+] = |a " (6)
xn+1 xn
Yn+1 Yn

L- 4 \ J

onde o indice n refere-se ao nivel de tempo nat, At sendo o incremento
temporal e as variaveis X e Y definidas por:

Xn+1 - Un o Yn+1 - Hn

A matriz A, de 4 x 4 elementos & a matriz de amplifica
¢do do esquema e & dada, explicitamente, para dois casos especificos
na secao seguinte. A andlise das propriedades computacionais para os

esquemas & baseada inteiramente no comportamento dos autovalores M da
matriz A.

A condigao necessaria de von-Neuman, para assegurar a es

tabilidade computacional do esquema, exige que esses autovalores sejam
tais que:



lu| « 1+ 0 (at) (7)
para qualquer k, quando at-0.

De acordo com o teorema de equivalencia de Lax
(Richtmyer, 1957), se 0 critério acima for satisfeito e se 0 esquema
for consistente, como o sdo os dois esquemas aqui tratados (o erro de
truncamento tendo a zero, para At»0), entdo a Relagao 7 torna-se a
condicdo necessaria e suficiente para que a solugdo das equagoes de
diferencas finitas convirja para a sclugao das equagodes diferenciais,

Neste estudo, far-se-a uma analise de estabilidade para
um esquema "leapfrog" modificado nos casos de incluir ou nao um meca
nismo atenuador, procurando enfatizar os problemas de: a) utilizagao
dos maiores valores permissiveis para o intervalo de tempo; b} contro
le dos modos computacionais e c) corregao das velocidades de fase no
processo de integragao numerica:

3 - RESULTADOS

3.1 - CASO I: AUSENCIA DE ATENUACAQ

Aqui, o sequinte esquema de integracao serd aplicado as
Equacoes 4 e 5, a saber:

n+l n-i

R S Y et O S I S L (8)
28t

n+1 n-1

H — k™ Ty e (- 2] (9)
At

onde o & B sao pesos de medias ponderadaspara os termos de gradiente de
pressdo e divergéncia, respectivamente. O caso a=g=0 reduz-se a0  CO
nhecido esquema explicito de diferengas centradas (ou “leapfrog"), en



quanto que o # 0, 3 = 0 reproduz o esquema inicialmente proposto por
Shuman (1971) e posteriormente modificado por Brown e Campana (1978).
Deve-se notar que, nests caso, tem-se um esquema explicito, pois Hn+1
pode ser obtido na Equagdo 9 antes de ser usado na Equagao 8. Valores
de g # 0 tornam o esquema implicito, fazendo com que o procedimento
simples de "avangar em tempo" ndo seja mais aplicavel.

A matriz de amplificagdo, para o esquema dado pelas E
quagoes 8 e 9:

.
[ 2e(l-28) y(-2) 1+yZe _ 2y
T - v208 1 = y2ap 1 - y2a8 T - v2%aB
a=! . _v{1-28) v28(1-20) _  2y8 1 + vZ2ap (10)
1 - vy2aB 1 - v2ag 1 - y2%aB 1T - y2aB
i 0 0 0
1 0 0
\ 0

onde vy = 2i kat = 2i VI ; D= (kat)?

0 estudo da estabilidade computacional, como ja menciona
do, exige o conhecimento dos autovalores da matriz A, dada em 10.No en
tanto, a fim de examinar analiticamente o comportamento dos autovalo
res u, em fungao dos parametros a, 8 e y, para alguns casos especifi

cos, obteve-se a equagao caracteristica associada a este problema de
autovalor:

(1 + 4Dog) u* + [@D(c + 8) - 16Dag]pd + [(1 - 28)(1 - 22)4D - 2 x

x (1 - 4Dag)]u2 + [4D(a + B) - 16Daf]y + (1 + 4Dus) = 0 (11)



Para obter o maximo valor de o, 0ay > QuUe para um dado
B, resulta no maximo dominio estavel Dpay> diferencia-se a Equagao 11
com respeito a u e impoe-se dD/dp = 0 quando u = -1, pois este & o va
tor Timitante para a estabilidade do autovalor critico que primeiro se
amplifica. Assim, tem-se:

o = . — T = 0.25 (12)

isto e, Qs e independente de g. Para obter Dmax’ substitui-se a por
0.25 na Equagao 11, resultando:

DIB(w + 1)2{n = 1)2 + u(u + 1)2) = ~(u + 1)2(y - 1)2
que, para p ~ -1 reduz-se a:

D ., = 4/(1 - 48) (13)

Deste modo, a média temporal introduzida no termo da di
vergencia na equacio da continuidade proporciona um substancial aumen
to do dominic estavel, quando o = max Por exemplo, em relagao ao in
tervalo maximo permissivel para o esquema"leapfrog" convencional, 0$
fatores multiplicativos sao V& = 2 (para g = 0), V10 = 3.16 (para

B = 0.15) e v20 = 4.47 (para g = 0.20).

0s dominios de estabilidade para o esquema podem ser de
marcados atraves de curvas Dmax(u,ﬁ) para 0 ¢« o < Oay® COMO mostrados
na Figura 1. As curvas . neutras foram obtidas da sequinte relagao

(vigorando o sinal de igualdade):
D202 > {(1 - 2a)(1 =~ 28) D - 13+ (1 + 4DuB) (14)

cujaderivacao. & mostrada no Apéndice A. A Tabela 1 .  tambem forne

ce o limite do dominio de estabilidade Doax = (kat dados a e B.

2
max')



~||.I||..|..||Ju:

e R £

000"y oﬂ

9 3 © S0S3d SO0 0YINNd OWOD Z(1V¥) 30 SHHOTVA

| v139vl

~ poo- o0t | 000709 jEEETEE ooD°6z | 000t0Z ) L9979t ggz vt | 0062t fllL"LL poo oL £99°9 Q005
ooo-sz | £GU7LL ¢eETEL LTl 6¥5°6 Ot 8 | T4 £28°9 05e°9 2LL’s L2y ote” BLLe oye’
plotse oLl oLt 6 86471 £98°9 55179 £65°§ £¥l°5 Sal°e by 2oL 62L°2 60E°2 ' Gze”
1Ly | 6Ls’s et 052" 9 £45°5 15075 gge't | 682°Y 000’y PATARY 663°2 18E°2 o'z | 012’
9£6’8 g£0°t  1510°¢ 962§ G9L 7Y Q5E° T G107 opeE 005°¢ {BE'E 985°¢ 251°¢ £58°1 1 S6L°
p 254 (90°9 | 8125 £E9° ¥ 96L°F Z58°€ st ieee 2ELE ¥96°¢ ESE7E (74" 1L b8t
| 1€26°9 pees 1 0E9°Y el ¥ g9L°t (74 ££2°¢ 1£0°¢ 8587¢ (0L°E oLl SE87 L 98571 _ 5917
{ feiL’s SLLY ,m:.q 26¢ € L€' E Ll vae® 98L°2 £€9°¢ 004°¢ 020°¢ gLt 10571 0stL”
P fesL s Lee b 0ig’e R4 383 861t 1£6°2 vl 2 G685 °¢ ayr’e g2t e 56871 09l 0ze' 1 Sel”
Pl 696°E __u_.m.m 8L°E 0g6'e geL’ 65572 9Ly°e £gLe £81°¢ 88471 £EG71 psE"l 0z
RE' b L9%°C 852°¢t 596" & 8EL° ¢ p557¢ 1ov°¢ \L2'¢ :1:3 850°2 G69°1 BShL 682°1 oL’
000’ 1r'e prlE 2LL72 14572 200 r9e°2 apl’é 1v0°2 6y’ €19l E6E7 L sg2°1 | 060°
2eL'E Z61°¢ 958°2 gy9'z i2v’e tLE'e vrL'e ye0 2 BE6' L £5871 et sEeTL gg1 L | SLO°
28y°% o0’ 569°¢ Ly’ 662" ¢ L5172 B8LL’¢ a6’ £v8°1 89471 TA A 28271 2rl L | 090°
[ XA FAR Y 26572 Lve'e g981°¢ ¥50°2 £v6 1 2871 5947 L 16971 Lyl A 2oL L 5r0°
g80°¢ £89°2 veh'2 yEZ L ¥80°2 296°¢ 8oL 69L°1 16971 229°L €71 16171 6907 L ore’
¥267¢ 08572 gle e £ELZ £66°1 881 18471 (6971 y29°L 65571 S1E°L 15171 1£Q°L } S10°
8iL7e igy-z | L02e 1v0'2 oL6"1 z02°L Lt 2e9’L "mmm..r 105" L 0L2'% GLLtt oot 0au’
e
ate’ 0 e ¢ 0z2'0 0iz'0 002 "¢ 061’0 0sL'0 0£1°0 031°0 05170 00170 15070 oo [+ 9
e e e o




Fig.

%

PARAMETRO D

08 A8 23
PARAMETRO &

1 - Regices de estabilidade para o Sistema
(8) - (9) para varios valores do peso
B. 0 dominio estavel situa-se sob a
curva correspondente.
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As caracteristicas da matriz de ampliagdo, em termos de
seus autovalores complexos p = . * iui sao mostradas no plano comple
X0 (“r’“i) nas Figuras 2 (para g =0) e 3  (para g = 0.10), pa
ra varios valores do parametro «. A simetria das Equacdes 8 e 9 faz
com que os casos (a,B) e (B8,a) sejam intercambiaveis.

Como notado nessas figuras, os dois modos fisicos e o0s

dois computacionais constituem entre si pares complexos conjugados. Em
particular, para o = 0.25, pode-se fatorar a Equacao 11 para se ter:

(p+ 1)2{u2% + {(

“2p+1} = 0 (15)
1+ gD

mostrando que os autovalores correspondentes aos dois modos computacio
nais sao coincidentes e iguais a -1, Isso implica gque um deles tem um
crescimento linear com o tempo.

Pode-se observar tambem nas Figuras 2 e 3 que o
esquema em questao, apesar de permitir o uso de valores de at relativa
mente maiores, ndo € atenuador, pois na extengdo total do dominio es
tavel, [u] = 1. Sendo assim, o esquema & incapaz de controlar os  mo
dos computacionais; em particular « = 0.25 nao deve ser usado devido
a0 crescimento linear de um desses modos. Mesmo para a < 0.25, os mo
dos computacionais, se bem que ndo exibindo esse tipo de crescimento,
estao presentes e torna-se necessario controla-los por outros artifi
cios, 0 que € tratado na subseg¢do sequinte,

A velocidade de fase c,, como computada numericamente, &
facilmente obtida a partir de solucdes do tipo exp{-ikc, nat} nas Equa
gOes 8 e 9. A expressao resultante para c, e:

(T + 4Dug)cos?e + 2D{a(l - 28) + B{1 - 2a)}cose + D(1 - 2)(1 - 28) -
-1 =0 (16)

onde @ = kcy At = VD ¢,



Fig. 2 -

Caracteristicas dos autovalores u
para o Sistema (8) - {9)_no plano
complexo {u.» “1) para varios va
lores de o 'e g'= 0.0. (FeC de
notam o dominio dos modos fisicos
e computacionais, respectivamente)
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Mesmo que Figura 2, exceto para g = 0.10
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- 0 .
Trata-se de uma equagao do 2° grau, em cos®, cujas rai
zes ry e .ro fornecem as velocidades de fase dos modos fisicos e com
putacionais, isto &

Cy = (arc cos i) + /D

fisico

Cy = (I - arc cos r, ) ¢ VD

computacional

Curvas de c,, para os modos fisjcos e computacionais,
sao mostradas nas Figuras 4, 5 e 6, em funcao de p para va
rios valores de o e 8. (Devido @ adimensionalizacdo, as velocidades
de fase analiticas sdo +1).

Observa-se que devido a discretizagdo em tempo, os mo
dos fisicos movem-se com velocidades ¢, maiores que as analiticas, es
pecialmente para g = 0 (Figuras III.4). Mediando o termo da divergen
cia, pode-se ter algum controle sobre a propagacdo espuria dos . modos
fisicos. Notou-se que este efeito & mais corretivo para valores mode
rados de g, (Figura III.5), sendo que para g8 > 0.15 aparece novamente
0 problema de propagacdo espuria, na forma de retardacio.

3.2 - CASO COM ATENUACAQ SELETIVA

Ja se mencionou que o efeito de mediar o termo da diver
gencia na equagao da continuidade nio introduz nenhuma atenuacao, o
que seria desejavel no controle do crescimento dos modos computacio
nais. Varias técnicas poderiam ser utilizadas para esse proposito(fil
tragem em espaco, difusao artificial), mas adotar-se-3 o mesmo proce
dimento de Brown e Campana (1978), ou seja a filtragem em tempo de to
das as variaveis,
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Fig. 5 - Mesmo que Figura 4, exceto para g = 0.10
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Fig. 6 - Mesmo que Figura 4, exceto para g = 0.20
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0 esquema modificado para incluir uma media temporal das
variaveis €:

- 1 -
O g kel YY)+ (1 - 200HR (17)
24t
nti o n-1
e = H o qkga(utt e U™+ (1 - 28005 (18)
24t
onde as variaveis com asteriscos sao valores intermediarios, ndo  fi

nais.

Aplicam-se, agora, médias temporais do tipo de Robert
(1966) ou seja:

VAL S S TLL e N T1 (19)
e
T 1T A T L 1\ (20)

Manipuliando-se as Equacoes 17 a 20, podem-se obter ex
~ -1 - ~
pressoes para Uﬂ e Hg ! em funcdo dos valores definitivos dessas va
rizveis nos niveis n-1 e n de tempo, respectivamente:

U2+l = (:1Un'1 + czu" + cal_-ln-1 + c4Hn (21)
e
HIFD = g™t e "+ U™ e U (22)

onde os coeficientes c;, d.. i =1 a4 sdo definidos no Apéendice B.

1!
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Para obter a nova matriz de amplificagao, deve-se escre
ver o conjunto de Equagoes 17 a 20, referentes ac instante {n+1)at ou
seja:

U g0 ikga(HE W)+ (1 - 20HE (23)
Zat
n+2 _ .n
CH = W ke e My + (1 - 280U (24)
2At
Un+1 - U2+1 . D{U:+2 T 2U2+1} (25)
WY H2+l N p{H2+2 RTINS (26)

Substituindo-se H2+2 na Equacdo 23 pelo seu valor obtido
da Equagao 24 e U2+2 na Equacio 24 pela Equagdo 25, pode-se escrever:

n+2 -1 -1
AR AT F U + fFHTT 4 £ HO (27)

n+2 n-1

M = g+ g M+ g U+ g

(28)

onde os coeficientes fi’ 9is i =1 a4 sio tambem definidos no Apendi
ce B.

Usando as Equagdes 21, 22, 27 e 28 nas Equagoes 25 e 26
tem-se, ja na forma matricial:

r 1 r
Tiatd of,+ 0+ o', pf4+p*c4 Qf1+p*c] pf #8cy 0"
n+! * * " % n
WO | = (ot 0y psgerPidy Pagiidy eggtiidy )l (29)
X 1 0 0 0 X"
Yn+1 0 1 0 9 LYn
\ 1 \ y
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onde p* = k - 2p. A matriz 4 x 4 que aparece na Equacdao 29 & a nova
matriz de amplificagao.

A equacao caracteristica correspondente e:
ut - {p(f2 tg,+ 2) + p*(c2 + dz)}u3 +
+ {{pf, + 0 + p¥Cy)(pgy + p + 0*dy) - (ogy *+ p¥dy)(pfy + o%cy) -

- p(fy +97) - e*(cy + d)iu® + {(pgy + p*dy)(pfy + 0+ p¥c,) +

+

(of; + o¥cq)(pgy + 0 + p¥dy) = (pfg + p*cg)(pgy + 0%dy) -

(pf4 + D*C4)(Dg3 + D*d3)}u + {(pfl + p*c])(pg] + O*d1) -

(0gy + o*d3}(pfy + p¥c3)} = 0 (30)

Devido 3 impraticabilidade no subsequente manuseio des
sa equacao caracteristica, 0s dominios de estabilidade, agora  dados
por curvas de D ..~ versus a, tendo B e p como parametros, foram obti
dos numericamente do seguinte modo. Para cada uma dessas curvas, com
valores de a, B e p fixados, fez-se uma varredura em D de 0 a um  va
lor D1 (por exemplo) e acompanhou-se o comportamento dos autovalores
da matriz de amplificagao. 0 valor Dax® correspondendo a o, B e p, e
obtido quando o modulo de um desses autovalores se iguala a unidade.
D foi incrementado de um valor: AD = 0.01.

A Figura 7 mostra as curvas neutras para 0  Caso
g =0, i.e., 0 esquema SBC; e a Figura 8 para o caso 8= 0.10, pa
ra valores p=0, 0.125 e 0.250. Qualitativamente, nota-se uma grande
semelhanca entre o esquema SBC e o aqui examinado. A vantagem de me
diar o termo da divergencia, permitindo o uso de maiores intervalos
maximos de tempo, ainda esta presente se bem que esses intervalos,
quando p # 0, sao menores que aqueles correspondentes ao caso p = 0.
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Fig. 7 -

Ql 0.2 03 04 a5

Regioes de estabilidade para ¢
sistema (17) - (18) para va
rios valores do peso p da me
dia externa, quando g = 0.0. 0
dominio estavel situa-se sob
a curva correspondente.
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Fig. 8 - Mesmo que Figura 7, exceto para
g = 0.10.
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Por outro lado, a introdugdo dessa media temporal exter
na (p # 0) tornou o esquema seletivamente atenuante, como visto  nas
Figuras 9, 10 e11(g = 0, 0.10 e 0.15, respectivamente), onde se po
de notar que a atenuagdo & tanto maior quanto maior for D. Isto e
equivalente a afirmar que para um At fixo, a atenuacdo, dentro’ do do
minio estavel, serd tanto maior quanto menor for o comprimento de on
da da oscilagao.

4 - CONCLUSOES

A analise de Shuman, Brown e Campana referente as pro
priedades computacionais do esquema inicialmente proposto por Shuman,
foi estendida ao caso de se ter um operador media em 3 niveis de tem
po tambem aplicado ao termo da divergencia na equacao da  continuida
de. 0 esquema, assim modificado, foi testado usando-se as equagoes 13
nearizadas que governam a propagacao de ondas longas de gravidade em
um fluido baratropico, sem rotacao.

Mediando-se o termo da divergencia, consegue-se uma
apreciavel expansdo do dominio de estabilidade computacional,  permi
tindo o uso de maiores valores maximos de intervalos de tempo permis
siveis, em relacdo ao esquema SBC. Por outro lado, nio se obtem  ne
nhum efeito atenuante sobre os modos computacionais presentes, pois
os autovalores da matriz de amplificagao caem sobre um circulo de
raio unitario, para todos valores possiveis de o e B (pesos das mé
dias aplicadas ao gradiente de pressao e divergencia, respectivamen
te).

Tornou-se entdo necessario, como no esquema SBC, intro
duzir uma média temporal (peso p) externas as variaveis u e h, o gue
faz 0 esquema seletivamente atenuador (a atenuacao e tanto maior quan
to menor for o comprimento de onda). No entanto, neste caso, 0S valo
res maximos de incremento temporal sao menores gque no caso p= 0 (ie,
auseéncia da media externa).
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Caracteristicas dos autovalores n para
o sistema (17) - (18) no plano comple

%0 (.., “1) para o = 0.0 e o = 0.332
quandd « 2°0.250 e p = 0.0. 0 circulo
externo tem raio inteiro.
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4 10210
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= 0.332

Fig. 10 - Mesmo que F1gura 9, exceto para

a) o = 0.0, b) o =0.15, ¢) a =
=0.25 e ) = 0.332, quando
p = 0.250 e g = 0.10.



Fig. 11 - Mesmo que Figura 9, exceto para
a) o = 0.0, b) o = 0.15, ¢c) & =
0 ed)a=0.332, guando

250 e B= 0.15.

n o

= 0.2
p = 0.
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Em termos de propagacao de fase, ve-se que com uma com
binacao adequada dos pesos a e B, pode-se conseguir uma corregdo SO
bre a velocidade de fase, numericamente calculada, minimizando a pro
pagacao espuria devido ao erro de truncamento (em tempo) do esquema.
Esta vantagem adicional faz com que O esquema estudado seja um candi
dato em potencial a ser empregado em modelos operacicnais de previsao

de tempo.

Deve-se, no entanto, notar que na auséncia da media so
bre o termo divergente (B = 0), tem-se um esquema explicito. Para
B # 0, o esquema torna-se implicito e o processo de integracao em tem
po pode ser critico, no sentido de requerer tempos excessivamente lon
gos de computagao. Em outras palavras, o simpies procedimento de
bavancar em tempo", tipico de esquemas explicitos ndo & mais aplica
vel, e os valores futuros das variaveis do modelo s3o determinados por
uma inversio de matrizes, por metodos diretos ou iterativos.

Acredita-se que o maior tempo de computacao, exigido
nesse processo de inversio, possa ser compensado pelo uso de interva
los de tempo maiores, em especial quando se tratar de modeles de
areas limitados (ou sejam matrizes nao excessivamente grandes).

As vantagens e desvantagens, do ponto de vista pratico,
do esquema aqui considerado foram avaliadas dentro das limitacoes nas
quais suas propriedades foram estudadas. Assim, uma apreciagao final
e conclusiva, em termos de aplicacao, so sera possivel atraves de ex
perimentagao numerica usando-se modelos mais elaborados.

Finalmente, como continuagao logica deste trabalho, con
sidera-se a extensio dessa analise linear para incluir os efeitos da
rotacdo e de um escoamento basico.
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APENDICE A

Fazendo-se ¢ = e'1w= cosy - iseny na equacao caracte

ristica (11), tem-se:

R LTI AP £ L e 120 4 a eV =0 (A.1)

4D (o#B) - 16DaB g - (1-28)(1-20,)4D - 2(1-4Daf)
1 + 4Daf 1 + 4Dof

onde A =

i2y,

Fatorando-se e

e-2i¢{e-2iw FERAL A(e'iw) + B8} =0
resulta numa equacao de 2a. ordem em cosp, Ou seja:
cos2p + %} cosy + —%{%; -1)=20 (A.2)

cujas solugdes sao:

(1-20)(1-2)D - 1 }1/2
1 + 4DaB

cosy = -ab * {D%a? -

Para que cosy seja real ou |ul = 1, deve-se impor:

(1-20)(1-28)0 - 1 (A.3)

1 - 4DaB

DZ2a2 3

relacao esta gue se presta para tracar a curva neutra de estabilida

de.



APENDICE B

Os coeficientes que aparecem na sub-sec¢ao 3.2 sao aqui

dados.
Definindo-se:
2apk 2%
a, =1 - vy2up + Yobe by =1 - v%ap + Lobp
p-k p*
2. p% 2
a_l = 'l + .qu'B - 'Y—G'B._.E_ ; b_l - -I + qus -— M.gp_
p* p*
5. = _YZ0B* b y2a*g
2 =7 s e 7Tk
* *
ay = Yu*p - 2va . b3 - YB*D - 2vB
P P
* *
ag = - yo s by = - Y8
p* p*
a, = —oX1P A (-
5 o 5 o

0s coeficientes Ci» di’ i=1aé4, sao:

LA _ by, bgag
a7 ab - agh P 4T 3% - P53
00 575

o by 4+ 35Dy 4 - 3,05 4 Pay
" ab._  ab. ? -

2 asb, _ achg 2 ab, _ aghg

. . azb, 4 a5by 4 - a,b3 4 bgay

= : =027 V1

3 aob0 - agbg 3 aob0 _ a5b5

o a4b0 + a5b2 4. aob4 + a2b5

4 agb, . ache 4 ab, _ aghe
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e os coeficientes f., g,, i=1a4 sao:

oL YzaB*Cl - ya2d3 . g - Yza*sdl - yB*c3
1 1 - y2ap ] 1 - y%ap

1+ y2aB + yZap*c, - yo¥d 1+ yZap + y2a*Bd, - vE¥C
£ - 2 4. g, = 2 4
2 1 - v2a8 2 1 - v2ap

Y?'DﬂB*C3 - -Yu'kd_l qu*8d3 - .YB*C_I
f3 = H 93 =

1 - v2aB 1 - vlap

. quB*C4 - 2va - Yu*dz g - Yza*8d4 - YB*CZ - 28
4 1 - v2aB 4 1 - y2aB

onde Ot*-=1—2a';5*:'|_2850*='|_2p



