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RESUMO -NOTAS /ABSTRACT - NOTES h

A necessidade de tecnicas adaptotivas para romper dificuldades
rraticas da teoria de estimagac de estados e tao antiga quanto as aplicagoes
desta propria teorial! Este trabalho apresenta uma revisao introdutoria  das
tecnicas adaptativas e da tres contribuigoes a este tema ainda atual. Esten
de-se o método de correlagdo de residuos para estimagdo de estatisticas de
ruidos ao caso de processamento de sinais continucs, Define-se wm  processo
secundario excitada pelo residuo, cuja covariancia amostral € wuma observagdo

linear finita daquelas estatisticas. Fica claro que o modelo discreto com
ruido branco sequencial e inconsistente com uma taza de amostragem continua.
Em segutda estende-se ao caso continuo ¢ metodo de validagao cruzada para

ajuste do grau de suavizagao de dados, usando o conceito de grac do sinal me
dido que determina sua resolugao. Analisam-se resultados de diferentes tipos
de sinais e comparam-se com 0s de suavizagao de estados. Estes estudos teori
cos dao motivacac heuristica para o método das malhas, principal  contribui
¢ao do trabalho. Uma andlise paramétrica do caso escalar mostra que se o rut
do no sistema e suposto branco, entdo o intervalo de discretizagao ndo deve
ser mator que a resolugae do sinal. Neste caso a covariancia amostral do re
cstlduo de processamento de malhas distintas e uma observagac linear das esta
tieticas dos rutdos no estado e nas observagoes. Com base nisto o meétodo das
malhas estima tails estatisticas e a taxa de amostragem ideal. Resultados sao
apresentados para um exemplo simplificade de determinagao de satelites arti
ficztais. _J
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A sabedoria edificou a sua casa,
lavrou as suas sete colunas,

Carneou 0s seus animais, misturou o seu vinho,

e arrumou a suda mesa.

Ja deu ordem as suas criadas,
e assim convida desde as alturas da cidade:
Quem e simples, volte-se para aqui,

Aos faltos de senso diz:

Vinde, comei do meu pao,
e bebei do vinho que misturei,
Deixai os insensatos, e vivei;

andai pelo caminho do entendimento.

0 que repreende o escarnecedor, traz afronta sobre si;
e 0 que censura o perverso, a sl mesmo se injuria.
Ndo repreendas o escarnecedor, para que te nao ahorreca;
repreende o sabio e ele te amara.

Da instrucdo ao sdbio, e ele se fara mais sabio aindaj

ensina ao justo, e ele crescera em prudencia.

0 temor do SENHOR é o principio da sabedoria,
e o conhecimento do Santo & prudencia.
Porque por mim se multiplicam os teus dias,
e anos de vida se te acrescentarao.

Se és sabio, para ti mesmo o es;

se €s escarnecedor, tu sd o suportaras.

(Proverbios de Salomao, capitulo 9)



A minha Lumd Dendse,
contagiante exemplo de dedizagac aovs estudes.
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ABSTRACT

The needs for adaptive techniqueg to overcome rraciical
difficulties reiated to the state estimaiion tneory is as old as the
avplications of the theory itself! This work presents an tntrocuciory
review of adaptive techniques and gives three contributions fo tals
still up-to~date topic. The restidue correlation method for noise
statisties estimation 18 extended to cover the continuous signal
rrocessing case. A secondary process driven Dy the residue is defined
in such a way that its sample covariance is a fintte linear observation
of those statistics. It becomes evident that the discrete model with
sequential white notse 18 not congistent with a continuous sampling rate.
Then the cross~validation method for fitting the data smoothing degree
using the concept of pizel of the outrut signal which determines <tz
resolution is extended to the convinucus case. Resulls corresponding to
different kinds of signals are analized and compared with the starte
smoothing ones. These theoretical studies give the heuristic motivatiion
for the meshes method - the major contribution of this work. 4 raramezric
analysis of tne scalar case shows thatv if the system notge 1s taken o3
white the discretization time step must not be greater than the sicnal
resolution. In this case the residue sample covariances that results
Ffrom processing distinct meshes 18 a linear observation of both the state
and observation noise statistics. On this basis, the meshes methoa
estimates such statistics as well as the ideal sampling rate, Fesulis
are rresented jor a simplified sateliite artitude detvermination proolem.
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Constante de realimentacao escalar do processo secundario
Tempo relativo; ''shift"

Tempo

Sequencia aleatoria gaussiana

Meia resolucao normalizada

Ruido escalar de observacao

Estado escalar de sistema linear

Variavel muda

Observacao escalar

Processo secundario escalar

Matriz de realimentacao de sistema dinamico linear

Matriz de realimentagac do sistema dinamico linear do sua

vizador com um grac ausente
Matriz de coeficientes do ruido no estado

Vetor de coeficientes do termo forcante no sistema dinamico

linear do suavizador com um grao ausente

Fungdo, ou "kernel", de covariancia de processeos vetoriais

genericos e (t) e ez (1)
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Ce (5)
e1,ez2

Co ()

(@1

ulsu2(k)

Ot

(L)

uij,uz

Valor de regime permanente (limite t—=) de C o {t+s5,t)
2

]
Funcdo, ou "kernel", de auto-covariancia de processo veto

rial estocdstico generico estaciomario, e, com "shift" 4

Correlacdo amostral direta de sequéncia aleatdrias uj e u; ,

genericas com "shift" k

Correlacac amostral inversa de sequéncias aleatorias uj e

uz , genéricas com acumulo £
Classe de funcoes com derivadas continuas ate a ordem i

Correlacdo de processo vetorial estocastico generico e  efe

mero, e, com ''shift” 3

Matriz de amortecimento do i-esimo harmonico do termo forgan

te em sistema dinamico linear periodico

Matriz do filtro de Deyst

Operador esperanca

Derivada parcial da fungao f em relacao ao estade
Transformada de Fourier

Matriz ganho de filtro linear

Matriz ganho do processo secundario

Matriz de observacdo, derivada parcial da fungao h em rela

cac ao estado

Matriz Hamiltoniana associada a covariancia do erro de esti

macao do filtro de Deyst

Matriz identidade de dimensao i x i
Representa intepral definida especificada no contexto
Representa constante especificada no contexto

Matriz genérica

Representa operador linear

Matriz de realimentacdc dinamica do erro de estimacao de

estado

- xrriil -



Pd

Pv

)

=l

Numero de instantes de observacdo ou de termos em  expansao

em serie de Folrier
Conjunto dos naturats

Matriz de covariancia do errco de estimagao

Variancia do erro de estimagao no caso trivial: X=y, para

sistema com ruido colorido

e}

Variancia do erro de estimacao otima em regime permanente

quando At+we, para o sistema com ruide colorido

Variancia do erro de estimagao otima em regime permanente

quando At—+0 para o sistema com ruido colorido (filtro

Deyst)

Variancia do erro de estimacac em regime permanente para

sistema com ruido colorido quando o ganho é projetado

do que os ruidos sao brancos

Matriz peso para estimacao do metodo das malhas
Matriz de covariancia do ruido no estado

i-ésima parcela matricial do modelo linear de Q
Matriz de covariancia do ruido na observacao
Conjunto dos reais

i-ésima parcela matricial do modelo linear para R

Matriz de realimentagao do sistema dinamico do processo

cunddrio

Densidade espectral de poténcia

Intervalo de tempo

Auto-vetor da matriz linear do estado A
Auto-vetor da matriz Hamiltoniana transposta H'
Vetor ruido de observacao

Auto-vetor da matriz Hamiltoniana H

Vetor de ruide no estado
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(@3]

Frequéncia de Nyquist (ou frequencia de corte)
Vetor de estados

Vetor de observacao

Vetor de estado secundario

Matriz de covariancia do processo secundario
Grau de suavizacao

Cor relativa do ruido

Parametro de dispersao no estado

Variacao infinitesimal

Funcao delta de Dirac

Delta de Kroenecker

Incerteza relativa

Vetorizagao da matriz S Z_ + {_S'

Ruido branco no filtro branqueador que forma o ruido colori

do na observacao
Vetor de parametros a serem estimados
Auto-valor da matriz Hamiltoniana H

Auto-valor da matriz de realimentacaoc em sistemas dinamicos
lineares
suto-funcao do "kernel' de auto-covariancia Cx x(t,T)
b
Parametro de desempenho do filtro: £ /€
d max
Ruido branco no filtro branqueadar que forma o ruide colori

do no estado

Semi-circulo em radianos: 3,141 ..,

Vetor de residuos

Vetorizacao da matriz de covariancia amostral dgo residuo
Variancia da varidvel genérica X

Tempo
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b - Parametro de transicao de estado ne caso escalar

Y ~- Meia resclucac normalizada

w - Frequencia

g - Frequéncia fundamental

r - Matriz aditiva de dispersac no estado

AX - Erro na varidvel generica x (escalar, vetor ou matriz)

I3 - Resolugde, ou intervalo de discretizagao

9 - Matriz de observacgac do parametro ©

ACAL) ~ Matriz diagonal com elementos A. . = A,

i 1,1 i

= - Matriz de decomposicao da covariancia do erro de estimagdo
no filtro de Deyst

Il - Fator da covariancia do filtro de Deyst, partigao a esquerda
de =

Z - Matriz de covariancia do residuo

Tk - Conjuntc de observacoes até o instante beioY; o i=1,...,k

P —~ Matriz de transicao de estados

¥ -~ Fator da covariancia do filtro de Deyst, partigac a direita
de =

Q - Matriz unitdaria anti-simétrica na definicao de matriz Hamil
toniana

Indices Superiores

* - Indica valor otimo, segundo determinado criterio especifica
do no contexto

- - Indica valor estimado

- - Indica valor suavizado

- - Indica valor normalizado {(adimensiounal)

{0) - Indica derivada de ordem ¢ em relacao a t



eq

max

Indices

Inferiores

Indica valor inicial, a priori
Indica valor em regime permanente

Indica valor centrado mo grao ausente

Indica grandeza associada ao filtro com malha alternada de
observacoes

Indica grandeza associada ao filtro de Deyst

Indica grandeza associada a estado estendido

Indica grandeza associlada ao ruido equivalente, discretiza
do no dominio da frequencia

Indica grandeza associada a instante final

Indica grandeza associada ao instante médio de amostragem
Indica grandeza associada ao filtro com taxa de  amostragem
tendendo a zero (At- )

Indica grandeza associada ao pseudo-filtro de Kalman, onde
o pseudo ganho de Kalman € projetado suponde modelo de  rui
do branco gquando o modelo "verdadeiro' & colorido

Indica grandeza associada a estimativa trivial x=y

Indica grandeza associlada a valor verdadeiro, relativo ao

filtro com "pseudo' ganho de Kalman projetado supondo modelo

de ruido branco gquando a modelo "verdadeiro' e colorido

Especiails

Fertence a

Uniao

Indica informagdo condicionada, dado que
Modulo

Indica derivada parcial de fungao 4 genérica em relacao a

seu argumento € generico
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m

Indica dirivada temporal
Para todo, qualquer
Integral

Definicao

Aproximagao

Por hipotese

Norma
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cos(.)
cosh(.)
det (L)
diag(xi)
exp(.)
lim
NEqs.

Inc.

tr(L)
sen(.)
senh(.)

vet (L)

LISTA DE ABREVIATURAS

Funcao co-seno

Fungdo co-seno hiperbolico

Determinante de matriz quadrada L geneérica
Matriz diagonal com elemento 1,1 dado por Xs
Fungao exponencial (de escalar ou de matriz quadrada)
Limite

Numero de equacoes

Numero de incognitas

Trago de matriz quadrada L genérica

Fungao seno

Funcao seno hiperbdlico

Vetorizagao de matriz generica L
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CAPITULO 1
INTRODUGAQ

1.1 - MOTTVACADO DO TRABALHO

0s estimadores baseados em modelos de estado-espaco
formam, juntamente com os baseados em modelos de entrada e saida,
ferramentas teodricas com grande potencial de aplicacao nas mais
diversas areas das ciencias exatas, Suas origens remontam ac metodo de
minimos quadrados de Gauss para resolver o problema pratice de
determinacao de oOrbitas de corpos celestes, em 1795. Com os trabalhos
fundamentais de Kolmogorov, Wiener e Kalman em meados deste seculo,
aliados ao advento do computador digital, foram lancadas as bases que
permitiram o grande desenvolvimento que se verificou nesta area desde
entao (Kailath, 1977). 0 bojo da producao cientifica especializada na
drea atesta a forca destes resultados tecricos fundamentais. Em
particular as excelentes caracteristicas de otimalidade (sob ampla
variedade de c¢ritérios de otimalidade) e recursividade do filtre
linear de Xalman e os conceitos de observabilidade e controlabilidade
estocastica (Maybeck, 1979) sobressaem quase a ponto de induzirem uma
expectativa de desempenho alem daquela apropriada, que a rigor se
restringe ac contexto matematico bem definido por certas hipdteses
(Maybeck, 1983). De fatc este aparente entusiasmo gerado cedo topou
com a realidade do fenomeno caonhecido por divergéncia (Heffes, 1966;
Schlee et alii, 1967; Smith, 1967; Price, 1968; e Bryson, 1978, por
exemplo), que consiste basicamente em o filtro seguir bem um modelo
teorico que se afasta da realidade. O0s seguintes fatores sao
geralmente apontados como causas de divergencia: instabilidades
numéricas; incertezas nmnos parametros dos modelos dinamico e de
observacao; incerteza nas covariancias dos ruidos na dinamica e nas
observagoes; truncamento do modelo dinamico; nac linearidades; invali
dade de hipoteses estatisticas dos ruidos (aleatdrios, brancos,
gaussianos, nao correlacionados entre si e com a estimativa a priori e
nao tendenciosos). Diante disto torna-se necessaria uma certa cautela

na aplicacao das ideias de filtragem. O seguinte exemplo concreto de



fracasso na tentativa de aplicacao de um procedimento de estimacao

otima pode ilustrar bem esta questao.

Um interessante experimento com um pendulo foi elaborado
para levantar as caracteristicas de desempenho de um amortecedor de
nutacao do tipo anular excentrico, parcialmente cheic de 1iquido
viscoso, para uso em satélites estabilizados por rotacao (Lopes, 1987
e Cruz e Lopes, 1987). O experimento consistia basicamente em observar
o deslocamento angular do péndulo em funcac do tempo, durante o
decaimento da amplitude de oscilagao (ver Figura 1.l). Considerando o
liquide no 1interior do anel como um tarugo viscoso com potencial
dissipativo de Rayleigh, a dinamica do sistema pode ser descrita por
um sistema de 2 equagoes diferenciais ordindrias nao lineares de
segunda ordem. O problema a ser resolvido se reduz a estimacao da
constante do potencial dissipativo, que determina as caracteristicas
de amortecimento do equipamento. Dado que o sistema linearizado
associado é observavel, controlavel e estdvel, o problema proposto nao
apresenta qualquer dificuldade tecorica. Entretanto o que aparentava
ser uma situacao adequada para a aplicacdo da teoria de estimacao de

estado revelou graves impedimentos relacionados a seguir.

Em primeiro lugar, as condicoes iniciais mnao eram
conhecidas por razoes operacionais. Embora o pendulo fosse disparado
sempre de um dado angulo em relacao a vertical local e em repouso,
este evento nao era sincronizado com a taxa de amostragem do sistema
digital de aquisicdao de dados, de modo que o instante inicial nao
correspondia ac do dispare do pendulo., Alem disso o dispositivo
mecanico de disparo introduzia vibragoes na estrutura do pendule de
modo a descaracterizar a situagao original de repouso do sistema. Por
esta razao, passou a ser necessario estimar também as condigoes
iniciais. 0 segundo fator problematico deveu-se a incerteza em alguns
parametros do modelo dinamico, principalmente a posicao do centro de
massa do sistema e seu momento de inercia, Ocorre que neste exemplo em
particular, incertezas mnos parametros do sistema acarretam erros na
frequencia de oscilacao do pendulo, o que por sua vez implica em um

crescimento secular na defasagem entre o meodelo e as cbservagoes. Tais



parametros deveriam porisso ser estimados. Com isse o nuimero de
parametros a serem estimados, que inicialmente era de apenas um, ficou
acrescido de outros seis elementos (4 referentes ao estado inicial e 2
parametras do modelo) totalizando assim sete elementos a serem estima

dos a partir da observacgao de uma unica variavel angular.

Nao bastasse esta desproporcac, contribuiu para agravar
a situagao o fato de gque o modelo dinamico era muirto simplificado,
pois nao incorporava o efeito de atrito no mancal do pendulo e nem do
exato perfil de velocidades do fluido no interior do anel. Evidente
mente com tal conjuncao de fatores desfavoraveis ocorreu a divergencia
e nao foi possivel aplicar com sucesso o metodo de minimos quadrados
para a estimacac do parametro desejado, Ao inves disso, optou-se ali
por um método mais robuste de ajuste das amplitudes maximas amostradas
em cada periodo de oscilacao por um modelo de decaimento exponencial,
cuja constante de tempo e determinada pela parte real do auto-valor
correspondente do sistema dinamico completo linearizadoe. Uma vez assim
estimada esta constante de tempo e conhecida a relagcao analitica entre
os auto-valores do sistema dinamico e a constante do potencial
dissipativao, esta ultima pede ser facilmente determinada., A vantagem
deste método & que ele nao & sensivel a erros no estado inicial e na
frequencia de oscilacao. Em contrapartida, o preco que se pagou por
isso € que o nivel de precisao obtido foi pior do gque poderia ter sido
alcangado pelo método de estimacao otima num caso ideal, ainda que

satisfatorio para os objetivos do experimento.
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Este exemplo desastroso €, como tantos outros, uma
consequencia do simples fato de que a aplicacao da teoria de estimacao
de estados a uma situacao real nao se resume ao problema ideal de
obtencao de uma estimativa de minima wvariancia condicionada a uma
sequéncia de observagoes, dado um modelo dinamico e wuma funcao de
observacao, ambos corrompidos por ruidos aleatdrios com distribuicao
gaussiana de média nula e covariancia conhecida, de preferéncia
brancos e nao correlacionados entre si e com o estado inicial! Surge
necessariamente o conflito entre a capacidade de estabelecer resulta
dos gerais dentro do escopo estritamente matematico e as peculiarida
des inerentes a aplicacao destes resultados a situacoes especificas no
mundo real (ver Figura 1.2). O compromisso entre a sofisticacao
tedorica e a experiencia pratica e que tem produzido solucoes de
engenharia para este conflito, por exemplo, nas areas de sistemas de
poténcia, aviacao, navegacao, quimica, medicina, satélites artificiais
e mesmo amortecedores de nutacao. A questao a ser ponderada e em quais
circunstancias se pede esperar um desempenho satisfatorio para um dado
estimador de estados e o que e possivel fazer para que um estimador de
estados se adapte a uma dada circunstancia. E portanto notdria a
existencia de motivagao de origem pratica para pesquisas sobre
tecnicas que reduzam a distancia que separa finas teorias de cruas
realidades. Especialmente na medida em que nao had meios de evitar que
estas por vezes insistam em escapar as rigidas hipdteses sobre as

quais aquelas tao bem se fundamentam.
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Fig. 1.2 - Diagrama teoria & pratica de estimadores de estado.




A relevancia do tema do trabalho no que tange a
realidade nacional na drea de Ciencia Espacial fica evidenciada pela
possibilidade de aplicagoes, por exemplo, em determinagao de atitude
de satelites artificiais dentro do programa espacial nacional,
atualmente com perspectivas de desenvolvimentos de satélites com
niveis crescentes de sofisticagcao. A Missao Espacial Completa
Brasileira (MECB) preve dois satelites de coleta de dados, estabiliza
dos por rotacao, e dois de sensoreamento remoto, mais complexos, com
estabilizacao em trés eixos. Paralelamente a MECB esta em andamento um
projeto em conjunto com a China, de dois satélites de sensoreamento
remoto, bem mais pretensiosos. Existem também, ainda num estagio
embriondrio, algum 1interesse em se desenvolver um satelite cientifico
e a cogitacao de alguma participagao nacional mais efetiva nos
proximos satélites de telecomunicacoes da EMBRATEL. O sucesso de tais
envolvimentos certamente esta vinculado, entre diversos outros itens,
ao dominio de técnicas e procedimentos confiaveis que satisfacam os

requisitos de precisdo para a determinacao da atitude,

Esforgos wvem sendo consistentemente somados nesta
direcao pelo Instituto de Pesquisas Espaciais (INPE/MCT). Em particu
lar, no curso de pos-graduacao em Ciéncias Espaciais / Mecanica
Orbital, foram desenvolvidas nos dltimos dez anos cinco dissertacoes
de mestrado especificamente na drea de determinacao de atitude em trés
eixos e uma outra sobre determinacac de atitude em um eixo. A primeira
delas (Lopes, 1982) considerou o problema com modelagem dinamica
simplificada, utilizando filtragem adaptativa com compensacao do
modelo dinamico. Em seguida Cardenutto (1984) abordou o problema com
modelo cinematicec. Mais tarde Trabasso (1986) investigou a possibili
dade de determinar a atitude substituindo gires por acelerometros
convenientemente distribuidos no satélite. Ferraresi (1987) apresentou
entao um estudo comparativo detalhade sobre meétodos distintos de
determinacao de atitude em tres eixos que utilizam apenas o modelo
cinematico e tratam da questao da singularidade na matriz de covarian
cia do erro de estimacao do quaternion. Logo apos, Varotto {(1987)
propos um esquema de utilizacao conjunta dos metodos estatico e

dinamico para estimacao de atitude em tres eixos. Recentemente Guedes
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(no prelo) estudou o caso de determinacao de atitude em um eixo para
um satélite estabilizado por rotacao, estimando pardmetros do modelo

dinamico.

Além destes trabalhos houve tres teses de doutoramento
(Ceballos, 1983; Ferreira, 1983 e Moro, 1983) e quatro dissertacoes de
mestrado {(Souza, 1980; Ribeiro, 1986; Souza, 1987 e Padilha, <{no
prelo), sobre controle de atitude mas que estao de algum modo relacio
nadas com a determinacao de atitude. Ainda com referencia a este tema,
devem ser mencionadas duas teses de doutoramentc (Orlando, 1983 e
Fleury, 1985), e uma outra prestes a ser concluida, e uma tese de
mestrado (Kuga, 1982) propondo metodos de compensacao e de filtragem
adaptativa de aplicacao peral, juntamente com duas outras teses de
doutoramento { Silva , 1982 e Negreiros de Paiva, no prelo)
empregando métodos desta linha para determinacao de drbita de satéli

tes artificiais.

0 presente trabalho de pesquisa pretende acrescentar
alguma contribuicao neste sentido. Dentro da 4drea de estimacao de
estados, estuda-se principalmente o efeito da taxa de amostragem e
elabora-se um esquema basico de filtragem adaptativa tendo em vista
futuras aplicacoes praticas tais como determinacac de atitude de
satélites artificiais. Neste tipo especifico de aplicagao, os parame
tros do sistema dinamico sao em geral bem conhecidos, pois derivam de
equacoes da mecanica dos solidos. Porem os distdrbios no sistema,
modelados como ruidos, variam com a posicao do satelite na orbita e
suas covariancias nao sao bem conhecidas. A propria covariancia do
ruido nas observacoes pode nao ser bem conhecida devido a fatores tais
como desalinhamentos em voo, interferencias variaveis e incertezas nos
modelos das referencias observadas. Alem disso a taxa de amostragem
dos sensores de atitude pode atingir tipicamente a ordem de 1 Hz, o
que dificilmente se compatibiliza com o modelo de ruido branco nas
observagcoes. Assim, a wutilidade do procedimento estd mnao s em
permitir estimar as covariancias dos ruides, como em estabelecer, de
modo sistematico, a taxa de amostragem adequada para validar o proces

samento de um filtro baseado em modelo com rufdo branco.



1.2 - SUMARIO DE TECNICAS DE APLICAGCAO DE ESTIMADORES

Para melhor delinear o problema da filtragem adaptativa,
apresenta-se mesta Segao uma breve explanacao introdutdria ao contexto
mais amplo das teécnicas desenvolvidas para adequar os procedimentos de
estimacao otima a aplicagoes reais, O desenvolvimento de pesquisas e
suas aplicagoes nesta area vem sendo continuamente incentivado pela
crescente capacidade dos microprocessadores a custos cada vez mais
accessiveis. Assim, a lista de topicos aqui citados nao pretende ser
completa mas sim ilustrar os diferentes aspectos envalvidos. Também a
linha divisdria entre algumas técnicas abordadas nao é rigidamente
definida e portanto a classificagao wutilizada deve ser entendida
apenas como um recurso didatice para a exposicao do assunto. Tendo
isto em mira, sao enumeradas a seguir as técnicas de: detecac de erros
grosseiros; validacao de modelos; detecac de falhas; métodos de
compensacao de erros de modelagem; fatorizacao; e os estimadores
adaptativos. Cada uma destas técnicas esta direcionada para a solucao
de aspectos especificos cuja importancia varia com o tipo de aplicacao

pratica.

1.2.1 - DETECAQ DE ERROS GROSSEIROS

As técnicas de detecao de erros grosseiros (Handschim et
alii, 1975) =sdo baseadas na analise estatistica de resfiduos e visam
evitar que distdrbios esporadicos nao modelados e de grandes amplitu
des degradem o desempenho do estimador. Neste tipo de técnica ha
sempre a necessidade de escolher niveis de confiabilidade que regulam
0 compromisso entre o risco de aceitar dados invalidos e o de rejeitar
dados wvalidos. Estas técnicas sao especlalmente adequadas em
aplicacoes onde hd grande redundancia de observagoes sendo processadas
em tempo real, E o caso, por exemplo, dos sistemas de poteéncia
(Doraiswami and Pereira, 1980; e Amaral e Simoes Costa, l986). Cutra
area de aplicagao é o pré-processamento de dados em geral (Orlando e

Lopes, 1985).



1,2.2 - TECNICAS DE VALIDAGAO DE MODELOS

As técnicas de validacao de modelos estabelecem meios de
verificar se um dado modelo se ajusta a um dado sistema. Tais tecnicas
usualmente baseiam-se em: analise estatistica de residuos; teste de
hipoteses; testes de razao de verossimilhanca segundeo o ponto de vista
local assintotico; e método de variavel instrumental (Benveniste et
alii, 1987), por exemplo. A aplicacao pratica destas técnicas ¢
bastante abrangente e e particularmente necessaria sempre que se
utilizam wodelos simplificados para descrever algum sistema real. E o

que ocorre quando se desconhecem detalhes do sistema real ou ha

dificuldade para implementar um modelo mais completo.

1.2.3 - TECNICAS DE DETECAQ DE FALHAS

Bastante relacionadas com as tecnicas de wvalidacao de
modelos sac as técnicas de detecao de falhas, cujo desenvolvimento
esta bem estruturado em classes de problemas (Willsky, 1976 e
Benveniste et alii, 1987): alarme:; estimacac; identificacao e
diagnose. 0 conceito de falha e wutilizado aqui num sentido amplo,
incluindo falhas de equipamentos (sensores, atuadores, ou elementos do
sistema) ou de modelagem, devidas a mudancas abruptas e inesperadas no
ponto de operacao do sistema, por exemplo., Trata-se portanto de um
fenomeno qualquer a partir do qual o modelo (dos sensores, atuadores,

ou do proprio sistema) adotado deixa de ser valido.

Sumariamente, alarme (ou detecao propriamente dita)
consiste em decidir se uma falha ocorreu ou nao. Estimacao consiste em
determinar ¢ instante da falha, c¢asc tenha ocorride. Estes dois
primeiros itens em conjunto permitem que um procedimente seja
utilizado em sua forma otima original até que ocorra alguma falha. So
entac sao acionados os itens seguintes, que em geral tornam o procedi
mento sub-otimo. O proximo item € a identificacao, que consiste em
determinar a intensidade da falha. Isto é, se algum parametro dos

sensores, dos atuadores, ou do sistema sofreu alteracgao, determinar o
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novo valor do parametro. Por fim, a diagnose trata de determinar a
origem da faiha pela analise de seus efeitos. Existem diversos métodos
para responder a estas questoes. Willsky (1976) «classifica estes

metodos em categorias enumeradas a seguir,

Na primeira delas encontram-se os filtros sensiveis a
falhas: filtro de memoria limitada e filtro com ponderacac exponencial
dos residuos (nos quais o ganho permanece aberto para se adaptar a
novos pontos de operacac do sistema) (Jazwinsky, 1970); e filtro
sintonizado a falhas, cuja ideia basica consiste em projetar o ganho
nac de modo a minimizar a 1incerteza na estimativa mas sim assegurar
que em <caso de ocorrencia de falha, o residuo assuma uma direcao com
caracteristicas pré-estabelecidas (Wnite and Speyer, 1987). Fuistem
fortes resultados tecoricos sobre a convergencia deste ultimo tipo de
filtro, mas sua aplicacao ainda esta restrita a sistemas lineares

invariantes no tempo.

A segunda categoria citada e a dos sistemas de voto,
onde as estimativas de tres filtros, alimentadas por medidas de
sensores redundantes independentes, sao confrontadas entre si. Caso
ocorra falha em um dos sistemas sensores, prevalece o voto da maioria.
Este método e o mais simples e seguro, porém so se aplica se houver

redundancia suficiente de sensores.

Numa terceira categoria estao os filtros detetores de
miltiplas hipoteses (Lainiotis, 1971). YNeste caso sao projetados uma
bateria de filtros baseados em modelos distintos, A estimativa final &
obtida pela media das estimativas de cada filtro, ponderadas pela
probabilidade de ocorrencia de seus residuos. A idéia basica <das
métodos desta categoria é que os filtros baseados em modelos falsos
tendem a divergir e neste caso seus residuos assumem valores cuja
prebabilidade de ocorrencia prevista teoricamente (isto e, supondo que
o modelo fosse correto) & muito pequena. Com isso reduz-~se o efeito
das estimativas oriundas dos filtros divergentes na estimativa final.

Esta tecnica apresenta os resultades de melhor precisao, mas requer



uma tal quantidade e complexidade de calculos que a torna dificilmente

aplicavel na pratica,

Numa outra categoria de métodos encontram-se os chamados
processos de saltos (Pearson, 1973), cuja formulacao tedrica fornece
uma representacac bastante adequada para o problema de detecao de
falhas. Segundo esta representacao, as alteragoes nos parametros
nominais do sistema sao processos de saltos aleatorios modelados como
cadeias de Markov. A partir dai as questoes de alarme, estimacao e
identificacao podem ser teoricamente resolvidas numa base probabilis
tica. Entretanto, a implementacac deste método ¢ também muito onercsa

e em geral exige simplificacoes consideraveis.

A Gltima categoria citada e a dos metcdos baseados na
inovacao, onde se analisam os resfduos por meio de estatisticas para
decidir sobre a ocorrencia de falhas (Basseville et alii, 1986, e
Benveniste et alii, 1987). Este tipo de métode permite uma ampla gama
de graus de sofisticacac de modo a facilitar o projeto de um procedi

mento voltado para cada aplicacao especifica.

De modo geral o problema de detecac de falhas se aplica
nas seguintes areas: sistemas controlades (tais como controle digital
auvtomatico de aeronaves com baixa estabilidade estatica); reconheci
mento de padraes em sinais ou imagens {diagnose de eletrocardiograma,

por exemplo); e reconfiguracao do ganho em algoritmos adaptativos.

1.2.4 - METODOS DE COMPENSACAQ DE ERROS DE MODELAGEM

Ao contraric dos meétodos de detecao de falhas, os
metodos de compensacao visam ser insensiveis (isto e, robustos) com
relagao a incorregoes nos parametros do modelo ou a hipdteses de
trabalho. Isto €, a propria estrutura do metodo e capaz de absorver
melhor estes erros. Em geral tratam-se de métodos sub-otimos cuja
convergencia pode ser garantida para uma certa classe de erros de
modelagem. Saoc recomendados em situagoes onde € mais importante a

garantia de convergencia do que a precisao na estimativa,



Nesta classe de metodos citam-se os filtros ortogonais
adaptativos (Skelton, 1981) que saoc robustos a uma ampla variedade de
erros de modelagem: erros nos parametros dos modelos (dinamico e de
observacao); erros devidos a truncamento do modelo; erros devidos a
modelagem incorreta dos ruidos (covariancias, correlacoes e distri
buicoes); e erros devidos a nao linearidades desconsideradas no
modelo. ¢ procedimento utiliza series ortogonais para compensar o
efeito dos erros de modelagem. A convergencia do estimador pode ser

garantida pelo método de estabilidade de Liapunov.

Nesta mesma linha, existem procedimentos de compensagéo
dinamica, que agregam um processo de Gauss-Markov ao estado para
compensar erros de modelagem dinamica ou de observacao. Esta técnica
tem sido proposta para aplicacao em problemas de determinacao de
orbita (Tapley and Ingran, 1973; Rios Neto and Tapley, 1975; Negreiros
de Paiva, 1980; e Rios Neto e Kuga, 1982) e de atitude (Lopes, 1982; e
Rios Neto e outros, 1982) de satelites artificiais. Orlando (1983)

aplica este método para compensar erros tendenciosos nas observaqgoes.

Uma outra contribuicado nesta direcao é dada por Fleurv e
Rios Neto (1986}, que apresentam um esquema baseado no principioc da
dualidade entre os problemas de estimacao e controle otimo, para

compensar erros de modelagem dinamica.

Por fim, existem técnicas voltadas especificamente para
contornar o problema de nao gaussianidade dos ruidos nas observacgoes.
B o caso dos erros de discretizacao, por exemplo, cuja distribuicac é
uniforme. A ideia basica destas técnicas consiste em aplicar o teorema
do limite «central para gaussianizar os erros de medidas realimentando

as observagoes durante um certo intervalo de tempo (Alves, 1982),



1.2.5 - METCDOS DE FATORIZAGAO

As tecnicas de fatorizacao fornecem algoritmos robustos,
isto &, menos sensiveis a instabilidades numericas nas equacoes do
filtro de Kalman. Em particular, a forma algebrica da covariancia do
erro na estimativa do filtro de Kalman € numericamente instavel. Isto
pode levar a matriz de covariancia a deixar de ser semi-positiva

definida.

A primeira contribuicac para resclver este problema é
conhecida como a forma de Joseph (Maybeck, 1979}, que tira proveito de
relacoes de simetria para Teescrever as equacoes na forma explicita
mente quadratica, menos sensivel a erros numéricos, Postericrmente,
outras tecnicas ainda mais eficientes foram desenvolvidas, baseadas na
decomposicaoc da matriz de covariancia em produtos na forma explicita
mente quadratica, Nesta categoria enquadram-se a decomposicao da
matriz de covariancia na forma P = S8' (filetro de raiz quadrada)
(Maybeck, 1979) e na forma P = UDU', onde U representa matriz triangu
lar superior unitaria e D matriz diagonal (Thorton and Bierman, 1980).
Estas formas produzem algoritmos estaveis e computacionalmente
eficientes. Sua principal aplicacao € em problemas em que a matriz de
covariancia é mal condicionada (quase singular, ou com auto-valores

muitc dispares).

1.2.6 - ESTIMADORES ADAPTATIVOS

Os estimadores adaptativos se enquadram como
procedimentos robustos e podem ser classificados nas seguintes catego
rias (Mehra, 1972): bayesianos; de maxima verossimilhanca; de correla
cao; e de "casamento" de covariancia. Os dois primeiros tipos permitem
adaptar tanto parametros do sistema quanto covariancias dos ruidos,
enquanto que os dois Ultimos sao voltados especificamente para adaptar

as covariancias dos ruidos.



No método bayesiano sao obtidas as distribuicdes (o due
equivale a obter todos os momentos estatisticos) de todos os parame
tros do modelo a serem adaptados (alem do proprio estado), condiciona
das as observacoes. No método de maxima verossimilhanca, os parametros
do modelo sao adaptados de modo a maximizar a funcdo de verossimilhan
ca das observacoes. Infelizmente estes métodos envolvem calculos
matematicos de notdvel complexidade, o que restringe sua implementacao

na pratica a situacoes muito particulares e simplificadas.

Os métodos de correlacac se subdividem em metodo de
correlacao de saldas e método de correlacac de residuos. Ambos os
casos baseiam~se na propriedade de que a covariancia (seja da safda ou
do residuo) é funcao linear das covariancias dos rufdos a serem
adaptadas., 0 método consiste em avaliar covariancias amostrais da
safida (ou do residuo) relativas a diversos pares de instantes de
amostragem (''lag-covariance') e resolver o sistema linear que
relaciona estas matrizes com as covariancias dos ruidos. Como teorica
mente nac ha limite para o numero de pares de instantes considerados,
torna-se possivel estimar todos os elementos da matriz de covariancia
dos ruidos no estado e nas observacoes. Em ambos os casos, utiliza-se
o fato de que a correlagéo & uma fungéo linear das covariancias a
serem adaptadas, Quando se utiliza a correlacao da safda existe a
vantagem de se poder iniciar o processo de adaptacaoc antes da filcra
gem propriamente dita. Por outro lado, existe a restricao tedrica de

que a saida seja estavel.

Originalmente o metodo das correlacoes foi proposto para
aplicacoes em sistemas lineares invariantes no tempo e com taxa de
amostragem constante, Posteriormente, Belanger (1974) e Dee et alii
(1985) estenderam o método para sistemas lineares variantes no tempo,

utilizando a correlacac de residuos.

Finalmente, os filtros de ''casamento" de covariancias
sap aqueles que impoem coerencia estatistica entre o residuo e sua
covariancia prevista pelo filtro. Neste caso, o numero de parametros

possiveis de serem adaptados e limitado em funcao do ndmero de elemen
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tos do vetor de residucs. Pode-se adaptar, por exemplc, a covaridncia
do ruido nas observacoes, ou alguns elementos desta e outros da
covariiancia do ruido no estado. Contudo ainda nao foi possivel
garantir a convergencia destes filtros adaptativos quando se desconhe
cem ambas as covariancias dos ruidos no estade e nas observacoes

(Tapley and Born, 1971; Mehra, 1970; Myers and Tapley, 1976).

Este tipo de métado tambem foi proposto originalmente
para sistemas lineares invariantes mno tempo, Sendo posteriormente
generalizado de wmodo a abranger sistemas variantes mno tempo e
inclusive sistemas nao lineares (Jazwinsky, 1970; e Rios Neto e Kuga,
1982). Dada a relativa simplicidade e versatilidade da estrutura deste
metodo e a sua eficdcia para evitar a divergencia do filtro, sua
aplicacao tem sido proposta difundidamente nas areas de determinacao
de orbita (Kuga, 1982; Rios Neto e Negreiros de Paiva, 1983) e de
atitude (Rios Neto e outros, 1982) de satélites artificiais, entre
varias outras. Em um estudo comparativo, Nascimento e Yoneyama (1986)
confirmaram a robustez do 1{filtro adaptativo proposto por Rios Neto e
Kuga (1982) que estima a matriz de covariancia diagonmal do ruido no

estado.

Shuster et alii (1982) apresentam um engenhoso algoritmo
para estimar a covariancia do ruido de sensores que pode ser classifi
cado na categoria de método de casamento de covariancias. Seu procedi
mento se aplica estritamente ao problema de determinacao de atitude
usando o modelo estatico e explora as relagoes peculiares existentes
neste caso particular. Um outro algoritmo também voltade para o

problema especifico de incerteza de sensores encontra-se em Lopes
(1985).

OQutras referencias sobre filtragem adaptativa sao Chin

(1979) e Ohnishi (1980).

Convem frizar ao final desta secao que a classificacao
aqui apresentada nao pretende ter carater absoluto ou exclusivo. Pelo

contrario, reconhece-se um alto grau de intersegao entre os {tens



abordados, como aliias é natural, dado que todos visam essencialmente
lidar com o problema de aplicagac pratica da teoria de estimacao de
estados. Os métodos de detegao de erros grosseiros, por exemplo, bem
poderiam ser classificados como um caso particular de detecao de
falhas., Ainda nuneste sentido e importante esclarecer tambem gque o
significado mais geral do termo adaptativo conforme empregado na
literatura de filtragem adaptativa (Goodwin and Sin, 1984, por
exemplo), designa algoritmos aplicaveis a sistemas apenas parcialmente
conhecidos, o que certamente engloba quase todas as categorias citadas
nesta secao. Entretanto, segundo a notacac mais restrita utilizada por
Mehra (1972), consideram-se neste trabalho que estimadores adaptativos
sao aqueles que permitem estimar alguns parametros desconhecidos do
modelo (e nao apenas o estado), sejam estes constantes (no caso de
sistemas invariantes no tempo), ou nao. Enfim, a idéia desta secaa,
conforme citado desde seu inicio, e apenas levantar os topicos
pertinentes constantes da literatura da area e assim melhor situar o

assunto especifico a ser tratado no trabalho.

1.3 - OBJETIVO DO TRAEBALHO

Uma das conhecidas caracteristicas do filtro linear de
Kalman é que se a taxa de amostragem da sequencia de observacoes
crescer ilimitadamente e o sistema for observavel e controlavel, entao
a covariancia do erro na estimativa tende a zero (ver o Exemplo 5.13
na pagina 261 de Maybeck, 1979, que ilustra bem esta questao). F de
fato e 1isto o que ocorre em uma simulacao em computador digital, se o
ruido de observacao seguir fielmente o modelo de sequencia branca
suposto pelo filtro. Infelizmente, esta aparente solucao matematica
ideal para o problema econdmico-tecnoldogico de precisao de sensores
pressupoe que o ruido de observacao tenha potencia infinita, o que nao
corresponde 2 realidade., Assim, se o modelo de sequencia branca para o
ruido € suposto no filtro de Kalman, a frequencia de amostragem nao
deveria ser maior que a faixa limitada de frequencias do ruido de
observagao sob pena de induzir o filtro a uma covariancia do erro de
estimacao do estado irrealisticamente pequena. Este fato leva o ganho

de Kalman a se fechar para novas informacoes, o que sabidamente pode
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provocar a divergencia do filtro (Schlee et alii, 1967). Entretanto,
ainda assim o modelo de tuido branco e em geral preferido pela sua
incomparavel simplicidade de modelagem em relacao a algum modelo
sofisticado mais coerente com a realidade, tal como o ruido colorido.
No caso de rufdo colorido ainda ha o inconveniente pratico de se
determinar todo o seu kernel de covariancia para projetar o filtro

branqueador equivalente {"shaping filter').

Ndo obstante, a necessaria tarefa de ajustar a taxa de
amostragem em uma aplicacac real parece que tem sido relegada a um
papel de pouco destaque, senao de total esquecimento, na bibliografia
de filtragem adaptativa, e supostamente e feita na pratica por
critérios experimentais ou com base no teorema da amostragem. O
assunto tem permanecido circunscrito apenas ao ambito das técnicas de
compressao de dados (Kortman, 1967), cujo principal interesse ¢ a
economia de transmissac de dados. Neste trabalho estuda-se a influen
cia da taxa de amostragem no processamento de observacoes. O objetivo
principal do trabalho € obter um procedimento adaptativo que leve em
conta de modo sistemdtico a questao da taxa de amostragem das

observacoes.

No Capitulo 2 é feita a extensao de um procedimento
adaptativo para o caso continuo, que ajuda a esclarecer as diferengas
conceituais entre o caso discreto e o continuo, onde a frequéncia de
amostragem tende a infinito. Resultados numéricos referentes a uma
simulacao em computador digital saoc obtidos por uma técnica de discre

tizagao no dominioc da frequencia.

0 Capitulo seguinte trata do problema de suavizacgao de
dados que permite introduzir a nmnocao de resolucac da 1informacao
contida em um sinal de observagoes. Esta nocao aparece naturalmente ao
se estender para o caso de sinais continuos o método de validacao
cruzada (Wahba, 1975) para determinacao do grau otimo de suavizagao,
Sao apresentados resultados numéricos para ilustrar a relacao qualita

tiva entre os conceitos de correlacao e de resolucgao.



(s procedimentos propostos nos Capitulos 2 e 3 ja sao
por si soé contribuicoes tedricas do trabalho e nao pretendem formar
juntamente com o préximo Capitulo uma sequéncia estreitamente concate
nada e progressiva de ideéias. Entretanto, uma analise global rais
cuidadosa destes capitulos revela a existencia oportuna de paralelis
mos conceituais elucidativos. Por esta razao os Capitulos 2 e 3
antecedem a proposta principal do trabalho justamente com a intencao
de salientar as analogias e diferencas entre os casos continuo e
discreto e levantar a questao da escolha da taxa de amostragem e sua
relacao com a densidade espectral de potencia do ruido. Dentro desta
perspectiva é que se torna suficiente a analise de cascs simplifica
dos, para os quais existem solugoces analiticas e de mais facil

interpretacao.

No quarto Capituleo €& formulado um procedimento de
filtragem adaptativa que permite estimar as covariancias dos ruidos
dinamico e de observacac e, além disso verificar se a taxa de amostra
gem € compativel com o modelo de ruido branco. 0 procedimento se
aplica também a sistemas nao lineares, atraves do filtro estendido de
Kalman. Resultados numéricos comparativos sao obtides para um exemple
simplificado utilizando alguns dos metodos adaptativos mencionados no

{tem L.2.6.

Para ilustrar o esquema de aplicagao do procedimento
apresenta-se no Capitulc 5 um exemplo simplificado de determinacao de
atitude em um eixo. Embora a aplicagéo seja despretenciosa em relacao
aos problemas reais nesta area, ela permite mostrar a potencialidade

do metode proposto.

Deducoes de propriedades e expressoes matemdticas para
os métodes de estimacao adaptativa e validacac cruzada no caso
continuo sao colocadas em Apendices, abrangendo especificamente os
casos de sinais brancos, estacicnarios de Gauss-Markov de primeira

ordem e periodicos.



Em linhas gerais, o trabalho da mais enfase a exploracao
do argumento heuristico por meio de exemplos didaticos. Para o tipo de
procedimento proposto considerou-se que demonstrar formalmente a sua

convergéncia em condicoes gerais seria, ainda, um objetivo prematuro e

mal dimensionado.



capPiTULo 2

FILTRAGEM LINEAR ADAPTATIVA DE PROCESSOS ESTOCASTICOS
COM OBSERVAGOES CONTINUAS

2.1~ EXTENSAC DO METODC DE CORRELAGCAO DE RESIDUOS PARA O CASO CONTINUO

Na Secao 1.2.6 do Capitulo de Introducao foi mencionado
um metodo de filtragem adaptativa baseade mna propriedade de que a
coyariancia dos residuos em um filtro linear é funcao linear das
covaridncias dos ruidos no estado e na observacao. Tal metodo tira
proveito desta propriedade para estimar as covariancias destes ruidos
a partir de correlacoes amostrais dos residuos, provendo assim um
esquema para calcular o ganho de Kalman de wmeodo adaptativo (Mehra,
1972). Em principio, este método de correlacao de residucs, aplicado
originalmente a sistemas discretos, poderia ser igualmente utilizado
em sistemas continuos. Entretanto surgem restrigSes préticas em se
implementar em um computador um método que dependa diretamente do
residuo no caso continuo, pois formalmente sua auto-covariancia nao é

finita, ja que envolve a funcao delta de Dirac.

Neste Capitulo propoe-se um método ligeiramente diferen-
te para, em um filtro linear continuo e invariante no tempo, estimar
as densidades espectrais de potencia dos ruidos no estade e na observa
cao, respectivamente denotadas por Q e R. A ideia é utilizar o residuo
para guiar um processo secundarlo cuja covariancia além de ser uma
funcao linear de R e Q, e limitada. Esta € a principal contribuicao
desta proposta. Tal processo faz o papel de uma espécie de filtro
passa-baixas para o residuo e sua matriz de covariancia amostral supre
instantaneamente um tipo de informacac analoga ao que o método de
correlacao de residuos fornece baseado na covariancia relativa a
diversos atrasos., 0 método e desenvolvido na sequéencia desta secao e

se aplica a processos vetoriais.
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2.1.1- O FILTRO LINEAR CONTINUQ

Seja o processo estocastico linear gaussiano e invarian-~
te no tempo descrito formalmente na notacdo de rufdo branco por
(Maybeck, 1979):

}.((t)=AX(t)+Bw(t) . ¥Ee R , W e RY s
(o) = Xo ) (2.1)

onde X é o vetor de estado, A e B sao matrizes constantes de dimensoes

consistentes e W é um ruido branco nao tendencioso tal que:

E[W(t) W'(T)] = Q &6(t=-T) . (2.2)

onde ¢(.) representa a funcac delta de Dirac.

Seja Y o vetor de observacoes continuas formalmente
relacionadas com o estado pela seguinte modelo linear (Mavbeck, 1979):

Y(t) = B X(¢) +v(e) , Ye¢ R , Ve R (2.3)

onde H & uma matriz constante, de dimensac consistente, e V € um ruido
brancoe nac tendencioso e nao correlacionado com o ruide no estado, tal
que:

E{v(t) V' (1)] R &(t=T) . (2.4)

n

Seja o filtro linear invariante no tempo:

}L{(t) = A X(t) + G [Y(t) - H X(t)] , X& B

i(tﬂ) = ;(o ’ (2‘5)

onde X é a estimativa do estado, G € a matriz de ganho, constante, com

dimensao consistente, e Xy € a estimativa a priori, nao tendenciosa e
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nao correlacionada com os ruidos W e V. O erro na estimativa, definido

por;

ax(r) & x(o) - x(t) (2.6)
obedece a seguinte equagao:

AX =MAX+GV-BW

AX(ey) = Xo - Xo . (2.7)

cuja solucao e dada por:

rt
LX(E) = exp[M{t~to)] 2X(ts) + exp[M{t-1)] (GV{(T)-BW(1)] d7T |,
“ty (2.8)
onde:
MéA— GH . (2.9)

Levando em conta as Equacoes 2.2, 2.4, 2.7 e 2.8 pode-se obter a lei

de variacao da matriz de covariincia do erro na estimativa, F(t):

P(t) E[LX(t) &X' (2)] + E[AX(t) i>'<‘(t)]

M P(t) + P(t) M + GRG' + B Q B' . (2.10)
Se o ganho for tal que a matriz M seja negativa definida, entao a
matriz de covariancia P entra em regime permanente quando t - , satis-
fazendo a seguinte equagao:

MP +P M +GRG'"+BQB' =0 . (2.11)

0 ganho, a ser mantide constante no filtro, pode ser

sintonizado a priori de mode a minimizar ¥ . Com esta finalidade,



diferenciando a Eguagac 2.1l obtem-se a seguinte relagao para a varia

¢do em P_ devida a uma variacao infinitesimal arbitraria em G:
M 3P+ 3P M' - 3G H P,- PH'" 3G' + 3G RG' + G R 3G' = 0, (2.12)

Impondo entac a condigao necessaria para que P_ seja minimo (isto e,
3P, 7 0) segue que a matriz 3G{RG'-HP_] deve ser anti-simetrica para
qualquer G infinitesimal., Dada a arbitrariedade em 3G conclui-se que

o ganho o6timo G* & tal que:

RG*' =3P . (2.13)

o>

As Equacoes 2.1 a 2.13 descrevem o conhecido problema de
filtragem linear invariante no tempo com estado e observagao continuos

(Maybeck, 1979), e servem como introdugao aos [tens seguintes.

2,1.2- 0 PROCESSO SECUNDARIO

O método a ser proposto neste Capitulo visa estimar as
matrizes Q e R por um esquema baseado mno residuo Y-HX, andleogo ao
método de correlacao de residuos (Mehra, 1972). O conhecimento destas
matrizes, além de permitir o cdlculo da covariancia do erro de estima
gao, possibilita sintonizar o filtro com o ganho otimo, de acordo com

as Equacoes 2,11 e 2.13,

0 esquema se baseia na definicao de um processo gaussia

no secundario Z{t), guiado pelo residuo:

Z(t) 2 S Z(t) + G [Y(t) - H X(t)] , ZCGCR ,

Z(to) =

0 . {(2.14)
onde S e G sao matrizes constantes arbitrarias de dimensoes consisten
tes, e S e negativa definida. Nota-se que este processo pode ser

avaliado em qualquer instante a partir das Equacoes 2.5 e 2.l4, dada a

observacao Y{t).
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Com ¢ auxilio das Equagoes 2.3 e 2.6 pode-se reescrever

0 residuo em funcio do ruido de observacao e do erro de estimacao:

Y-HX=V-HA , (2.15)
0 que permite expressar a Equacao 2.14 assim:

Z.(t) =8 2(t) = GHAX(t) + G V(t) )

Z(t;) = 0 ’ (2.16)
cuja solucao € dada por:

t
Z(t) =

expi5(t-1] G [V(T) - H2X(D)] dT . (

=]
o
~i
~—

1

‘to

Dai se conclui facilmente que Z{t) & um processo nao tendencloso, isto

e, de media nula.

2.1.3- CALCULO DA COVARIANCIA DO PROCESSO SECUNDARIO

A matriz de covariancia do processo secunddrio pode ser

"estado" estendido:

obtida definindo um vetor de

AX(0) 2 K0 : 2] . (2.18)

Das Equacoes 2.7 e 2.16 pode-se escrever a equacao diferencial estocas

tica do processo dXe(t):
= M A B W ,
8 (t) =M &KX (£) - B, W (t) (2.19)

onde Me’ Be e W, sao definidos por:

ie=g

, (2.20)



=
|

0 calculo

igual ao

(
} | s (2.21)
\
|

o
i
[p]

A
= [W'(t) : v'(e)]' . (2.22)

da covariancia de Z(t) recai assim num problema formalmente

cdlculo da covariidncia do processo 4X(t). Por isso a solugao

é dada por uma equaciao semelhante a Equagao 2.10:

P (€)

onde:

P, (£)

ne=

C(t)

()

particoes

tuindo as

em regime

= Mg Po(t) + Po(t) My' + B, Q B.' , (2.23)
(P(t) C'(t)
= , (2.24)
C(e) 7 (),
L )
[qQ oWl
} ] , (2.25)
Lo R
A '
= E[Z(t) &X' ()] , (2.26)
i
= EfZ{t) Z2'(t)] . (2.27)
Dada a estrutura da matriz Mé 05 auto-valores de suas
M e S sao também seus auto-valores (Kailath, 1980). Substi-

Definicoes 2.20, 2.21, 2.24 e 2.25 na Equacao 2.23 segue que

permanente P satisfaz a Equacado 2.ll, enquanto que O, e Z_

satisfazem as seguintes relacoes:

5 C_

S ZOo

+ Coo M'+ G[RG' -HP_ ] =0 , (2.28)

&0

+7 8"+ GRG'-[GHC,+ CH G']l=0 . (2.29)



Como consequencia direta das Equagoes 2.13 e 2.78,
conclui~se que o processo secundario nao é correlacionado com o erro
na estimativa quando o sistema entra em regime permanente, se o ganho
for Stimo. Ou seja, se G=G* entdo {_=0. Sabe-se ainda que o prdprio
residuo neste caso & branco e nao correlacionado com &X. FEntretanto,
estes fatos nao implicam em a covariancia de Z(t) naoc conter informa-

cao sobre as covarianclas que caracterizam o erro no estado.

2.1.4 - ESTIMAGCAO DAS MATRIZES R e Q

As Equacoes 2.11, 2.28 e 2,29 formam um sistema linear
de equacoes matriciais que relacionam P Cw e ZCO com J e R. Se as
matrizes Q e R forem conhecidas, estas equacoes podem ser utilizadas
para calcular 7 numa sequencia direta de calculos. De fato, sabendc Q
e R, determina-se POO pela Equagéo 2,11. Em seguida, com R e Rn ,
determina-se C_ pela Equagao 2.28. Finalmente, a partir de R e (_ cal-

cula-se Z_pela Equagao 2.29.

0 objetiva do métode proposto e, entretanto, resolver o

problema inverso, isto &, dada uma estimativa de Z deseia-se estimar

C:C,
R e Q. Dado que o processo Z(t) possuil média nula e e acessivel, pode-
se calcular uma estimativa nao tendenciosa de zw assim:

- t1+T

I = | Z(e) z'(e) d¢ , t1 2”7 to (2.30)

)tl T

onde t; e um instante arbitrario e T & um intervalo de tempo também
arbitrario, ambos muito maiores que as constantes de tempo do sistema.
Pode~se mostrar que a densidade espectral de potencia do processc
gaussiano Z(t) nao possuil descontinuidades desde que as matrizes M e §
sejam definidas negativas (ver Apendice A). Isto garante que Z(t) &
ergodico (Bendat and Piersol, 1971) e portanto o estimador Em e con-
sistente, isto é:

iim 2. = 1 . (2.31)

20 co
T
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Para estimar as matrizes R e Q € necessarioc resolver o

seguinte sistema de equacoes lineares:

:J,l(éaﬁ’?m) é M ﬁco + ﬁoc M' + G ﬁ G' + B (—2 B' =0 ] (2-32)
520C RB) SSC, + G M + GIRG =HB =0  ,  (2.33)
=A ~ - =

§3(R,C) GHTL+ T H"G'" - GRG' = 8¢

(a o) (=]

« (2.38

A Equagéo 2.32 estd na forma matricial simetrica, e possui.;(n+n2) ter
mos distintos. A Equacao 2.33 esta na forma matricial nao simétrica e
possul nm termos distintos., A Equacao 2.34 esta na forma matricial
simetrica, e possui %-Uﬂ+nﬂ ) termos distintos. O sistema de Equacoes

2.28-30 perfaz assim um total de equacoes distintas dado por:

N = lin+n + (atm? ] . {2.35)
Eqs.

I

Por outro lado, o numere de incognitas (elementos distintos das matri-

zes Q, R e ﬁm simétricas, e da matriz (,, nao simétrica) é dado por:

N = (g+D) +-§(r+l) +%(n+1) + mn . (2.36)
<

N, z N ’
Egs. Inc
ou seja:
m(l4+a) z gq(l+q) + r(l+r) s (2.37)

o que implica em:

mz [ L4 q(ltq) +c(n 7oL (2.38)

%)

Para formalizar a solucao definem-se:



VEt(L) = ‘:{ngl:LZ,lz v :Li’l:LI,Z:LQ,Z: P :L]'_,R: . :Ll’_]-:
f
i Lz’j: ces :L.l j]' , L e RL’J, nao simétrica,
l k)
<
Ly, pley, st owee 2L atly, 2L, 2 el *Ly oLy, siLe s
\
\
S SIS I . sL.. :L. ]', ¥ L simetrica,
| 17 I-L1-% 1,1~ 1 1,1
| .
. Lerd
(2.39)
- A - _ -
& S [ver(®' : vet(R)' : ver(P)' : verC '] (2.40)
3= [0 :ovee(s I+ I_s8")'1Y (2.41)
Ty ‘[—\‘ 'd 7
38) = [vet(§p' & ver (4’ : vet(s '], (2.42)
A3
o & ,
g — ) (2.43)
felio]

onde O representa o vetor nulo com-%n(n+l+2m) elementos. A partir des-
tas definicoes, o sistema de Equacoes 2.32-34 pode ser reescrito

assim:

T8 o= {(2.44)

, se NEqs = posto de U N

3
1
e

i
=4

(G'¢ 176 , se N o “posto de O = (2.45)
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2.1.5 - CONSIDERACOES SOBRE A ESCOLHA DOS PARAMETROS DO FILTRO
SECUNDARIO '

A escolha das matrizes S e G representa um aspecto préti
co que depende dos objetives a serem atingidos em cada caso. Esta
questao, juntamente <com a escolha de intervalo de tempo T na Equacao
2.26, afeta a preciséo na estimativa de R e de Q. 0s aspectos a serem
ponderados na escolha de T sac os desejecs claramente conflitantes de
se ter wuma estimativa de I, por um lado o mais rapidamente possivel e
por outro lado, o mais precisa passivel. Ja no caso das matrizes S e
G, os aspectos envolvidos sao a complexidade dos calculos e a precisao
nas estimativas de R e de Q. 0 primeiro destes aspectos sera brevemen
te explorado neste Item, enquanto que o segundo parece ser bem mais
dificil de ser explicitado e permanece como uma questao em aberto que
requer um estudo mais detalhado e escapa aos propositos deste traba
lho. Menciona-se aqui apenas que estas matrizes afetam simultaneamente
a precisao da estimativa im e a sensitividade da precisao das estimati
vas Q e R ao erro em im. De todo modo, a questao da precisao sempre
pode ser melhorada simplesmente aumentando T, ainda que as custas de

um maior atrasoc na obtencao da resposta.

A questao da complexidade dos calculos € grave na medida
em que, para a obtencao da solucao completa, o nimero de equacoes do
sistema a ser resolvido (Equacao 2.44), cresce, de acordo com as Equa
gaes 2.36 e 2.38, pelo menos com o quadrado do numero de elementos do
estado e dos ruidos. Seria de interesse pratico, portanto, a obtencao
de solucoes simplificadas. De fato as matrizes S e G oferecem, neste
sentido, graus de liberdade suficientes para explorar diversos tipos

de solugac. Algumas destas possibilidades sao analisadas a seguir.

Os dols primeiros casos particulares analisados conside
ram a situacao em que se conhecam estimativas aproximadas para R e Q e
deseja-se apenas monitorar a validade do modelo. Neste caso, o ganho

pode ser aproximadamente sintonizado resolvendo a equacao algébrica de
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Riccati (Mavbeck, 1979) correspondente as Equacoes 2.1l e 2.13. Daf

segue que as Equacgoes 2.33 e 2.34 passam a ser:

[N
1M
o]

. (2.46)

[

-GRG' =35I +1 s . (2.47)
A primeira possibilidade consiste em escalher G e S tais

que:

Substituindo as Equagoes 2.48 e 2.49 na Equacao 2.47 e comparando com

a Equacao 2.32, ve-se facilmente que esta escolha torna:
I = B . (2.50)

0 significado desta igualdade & que o processo Z(t) fica, neste caso,
estatisticamente equivalente ao erro de estimacgao AX(t), Deve-se cbser
var que o calculo do ganho otimo, bem como o calculo de G pela Equacao
2.49, embora seja em geral uma tarefa trabalhosa, independe das obser-
vagoes e portanto pode ser feito antecipadamente ac processamento des-
tas. O importante aqui e que a parte da filtragem adaptativa a ser fei

ta em tempo real (Equacao 2.50) se torna simplificada.
A segunda possibilidade e tomar S e G dados por:

S =-51 s {2.51)

G =+v2s Ir , (2.52)
onde s e uma constante real positiva arbitraria e Ii representa a ma-
triz identidade de ordem i, Com esta escolha mais simples que a anteri

or, a Equacao 2.47 resulta em:
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(RN}
i

==}

(2.53)

Nestes dois primeiros casos, o monitoramento de iw per—
mite detectar falhas na modelagem (alarme) sempre que qualquer discre-
pancia significativa oceorrer entre membros das Igualdades 2.50 ou
2.53.

A tercelra possibilidade a ser abordada consiste em to-
mar S e (G novamente de acordo com as Equacoes 2.51 e 2.52, porém numa
situacao onde apenas a covariancia do ruido no estado, Q, seja
conhecida e o ganho nao seja necessariamente otimo. Neste caso,

substituindo tais valores de S e G nas EquacBes 2.33 e 2,34, resulta:

Lr]
1]

o= ¥2s [HP -RG'] [M -sI ) ' |, (2.54)

H(M-sI ] '[P, H -GRl . (2.53)

Dai verifica-se que se o valor de s for arbitrado suficientemente gran
de de modo tal que os auto-valores da matriz H[M-sIn]_l[PH'R_l—G]
forem despreziveis em relacdao a unidade ,entac segue que 2m satisfaz a
Equacao 2.53. Uma vez estimada a covariancia ﬁ, o ganho de Kalman pode

ser calculado e o desempenho do filtro otimizado,

2.2- DISCRETIZAGAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA PARA O FILTRO CONTINUO

Fmbora modelos continuos sejam naturalmente adequados
para representar determinados sistemas reais, na implementacac pratica
de um filtro € frequentemente desejavel e conveniente o emprego de
computador digital, o que implica em discretizacao do sistema (estado
e/ou observacao) mno tempo. Este procedimento pode deturpar o desempe-
nho previsto para o filtre, de modo que se um computador digital tiver
de ser wutilizado, € geralmente preferivel projetar o filtro desde o

principio baseado no modelo continuo discreto (Maybeck, 1979). Entre-
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tanto, deve-se frisar que a implementacao de um filtro linear continuo
invariante no tempo pode ser feita totalmente com circuitos agnalégi-
cos, evitando-se com isso a necessidade de discretizacoes, Ainda
assim, para testes de desempenho e analises na fase de projeto do fil-
tro, as facilidades de simulacao em computador digital sdo de grande

proveito.

Nesta secao apresenta-se um procedimento de discretiza-
cao no dominic da frequencia que permite simular o filtre continuo em
computador digital. A 1d€ia se baseia nas expansoes de Karhiinen-Loeve
(Kailath, 1977), brevemente recapitulada a seguir. A tecnica apresenta
da sera utilizada na secao seguinte para ilustrar o desempenho do fil-

tro adaptativo proposto neste capitulo.

2.2.1- EXPANSOES DE KARHUNEN~LOEVE

Seja um processo gaussiano escalar x{t), com

covariancia continua Cov, X(t,T) tal que:
1

t t
( £ { £ Cov
X

x(t,T) d 7dt < ©» (2.36)
~tg " to ’

Entao, existe uma sequencia gaussiana branca, u, nac tendenciosa, tal

que:
x(t) =) usL(e) (2.57)
i=1
- . 2 " (h’ i=0’ ¥Y.€ Z -
E[u.L uj] = K Qi—j » Uy A 0, i=0 1 (2.58)

onde Ki e Ji 830 0s auto-valores e auto-funcoes do kernel de auto-cova

riancia de x:

ot
f o . e - 5
| Con’X(t,L) “‘i(L) d 1= <iui(t) y Y CE€ [ta,tf] . (2.59)

“Tao

Esta sequeéncia e dada por:
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t.

x(t) By (£) dt . (2.60)

J

‘o

Das Equagoes 2.57 e 2.60 verifica-se que a auto-covariancia de x tam-

bem pode ser expressa pela seguinte série:

Covk,x(c,f) =

N~ 8

1 <L (o) (T (2.61)

i
Nota-se que as Equacoes 2.57 e 2.61 expressam um processo gaussiano
continuo completamente em funcac de uma sequenciaz gaussiana branca e
vma serie de auto-funcoes e auto-valores. Estas expansoes para o pro-

cesso x(t} e sua auto-covaridnecila satisfazem as Relacoes 2.60 e 2.59

respectivamente, dado que as auto-funcoes sac ortonormais.

F evidente que este tipo de expansao pode ser utilizadoe
para representar processos continuos em computador digital, sem recor-
rer a discretizacoes no tempo. Entretantc o calculo de auto-fungoes em
geral nao € uma tarefa simples. No caso do ruido branco, se o interva-
lo de interesse para a validade da expansao, [to’tf]’ nao for limita-
do, a rigor o procedimento nao se aplica, pois Covy nao satisfaz a
Inequacao 2.56. Entretanto, ainda assim, as idéias aqui apresentadas
servem de motivacao para a obtencao de uma representacac aproximada
para o rufdo branco com base em uma sequencia gaussiana branca e uma

serie de funcoes ortonormais.

2.2.2- DISCRETIZACAO DO RUIDO BRANCO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

0 conteudo deste Item equivale a discretizar a densida-

de espectral de potencia do ruido branco no dominio da frequencia.
Seja W(t) um ruido branco vetorial caracterizadg por:
E(Ww(t)] =0 , E[W(t) W(D] =0Qdt-00 , wWe Y

, (2.62)

onde Q representa a sua matriz densidade espectral de potencia.



Seja weq(t) um outro processo estocastico definido por:

=
o
=

I =18

[aw cos{iwoet) + b, sen(iwot)] VZE7?F' t€ [t.,te],

‘ L * (2.63)

onde a frequéncia fundamental wo e as sequencias gaussianas brancas a,

e b sao tais que:
W

wo = 2 7/ (tf - to) ) (2.64)

,

iy q q. [ 7 6'
Q o % ., a € : bw:e B*. (2.63)
0 Q

.

J W,

E[(aw‘ b ')‘ (aw' b )] =
L 1L 3 ]

Entao, pode-se afirmar que Weq simula o ruido brance W no sentido de
que qualquer processo linear estaciondrio guiado por weq possui covari
ancia identica a que teria caso fosse guiade por W. Ou seja, no

regime permanente:

.
P2 1im E[X(t) X'(6)] = ldm E[X,(8) X' ()] = Poy »  (2.66)
® q q eq,,
£ Lo
onde X e X obedecem a:
eq
X(t) = A X(t) + B W) , XeRr' (2.67)
X () =AX (8)+BW (¢) , X ¢gr% (2.68)
eq eq eq &1

e as matrizes A e B sao arbitrdrias, de dimensces convenientes, A

definida negativa. Admitindo a validade da Equacao 2.66 segue que!

£t
P - P = lim [ exp[A(t=7)] B E[W(T) W'(T1) -

<o E‘.qm JtO ‘to

Wog(D Wog' (T B' exp[a' (=T1)] dT2dT = 0, (2.69)

donde, c¢adas as arbiltrariedades, conclui-se que W e weq possuem

covariancias idendicas., Evidentemente esta conclusao pressupoe a



validade da Igualdade 2,66, a qual, por sua vez, pode ser verificada a

partir das Equacoes 2.67 e 2.68, conforme se mostra a seguir.
Por um lado, P_ satisfaz a relacao:
AP_+P A"+BQB =0 . (2.70)

Por outro lado, a solucao de regime permanente para Xeq e dada por:

X = Vip /7 E [a cos{iwet) + b sen(iwot}] , (2.71)
€q i=) ¥g A4
onde
:raxi!L A L e (2.72)
iby { = '-iwo =-A, D;Bb_ "
l l‘ L ; 1
D, = [A A+ 1" w L1, (2.73)

conforme pode ser verificado por substituicao direta na Equacao 2.68.
A partir da Equacao 2.72 verifica-se que as sequencias ax e bx sao
tambem gaussianas, brancas, nao correlacionadas entre si e suas auto-
covariancias sao dadas por:

Ela a '] = E[b b']=[ADiBQB'D£A‘+

it W D, 3Q B Di'] ) (2.74)

A covariancia de Xe em regime permanente pode ser entao calculada:
q

P = X0 Z Ela a ' cos® (dwgt) + b b ' senz(iuot)]
eq T, X. X. X, X,
ca 1=1 1 1 1 1
=22 7 [aD BQB' DA +12 43 D BQB' D) . (2.75
- £ i 1 i i

Das Equacgoes 2.73 e 2.75 verifica-se que:

oo 3
AP + P A" =22 [BQB' § D/A' + A 7 D BQE']l. (2.76)
“ 1= i=1 =



Tendo em vista que no regime permanente t_-t,;+= e por
i L
tanto, w;+0, pode~se mostrar que:

lim 2w D, = -A"* . (2.77)

woe+0 o«

)

I c~18

[

De fato, decomponde A na forma:
A=TU AR T, (2.78)

onde U é a matriz de auto-vetores de A e A(A) representa a matriz

diagonral de auto-valores Aj, pode-se reescrever a Equagao 2.73 assim:
D, =T ATCA + 1% wiy M1 U™, (2.79)
e portantoc, fazendo uso da definigcao de integral, tem-se que:
lim 2ws E D, = U A[(2/%) f; (A2 + x")7F dx] UTE
= U Ay D U= AT (2.80)
Substituindo este limite na Equagao 2.76 chega-se finalmente a:
a P + P A'+BQB' =0 , (2.8

que, comparando com a Equacao 2.70, comprova a Igualdade 2.66.

2.2.3~ SIMULAGAQ DO PROCESSO SEGUNDARIQ

A técnica de discretizagao do ruido branco apresentada
no item anterior permite obter expansoes em serie de Fourier para os
processos lineares de que tratam a primeira secgao deste capitulo. Nes
te item, sera explicitada a solucao para um caso escalar, para o qual
a secao seguinte apresenta resultados numericos ilustrativos do desem

penho do metodo. A Tabela 2.1 mostra os coeficientes para os diversos
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processos envolvidos no seguinte caso escalar em que se observa direta

mente o estado:

x(t) = - x(t) + w(t) LERT (2.82)
y{e) = x(e) + v(t) ; (2.83)
£(6) = -2 %(t) + g [y(e) - x()] , g€ R{' ; (2.84%)
z(t) = -s z(t) + [y(t) - x(t)] , s ¢ RE . (2.85)

A partir dos resultados desta tabela, apos uma sequencia de cdlculos
enfadonhos porém diretos e que ndo envolvem qualquer dificuldade tedri

ca (ver Apandice B), obtém-se a expressic analitica para £, em funcao
de T:

R {T [N

LTy = 1 ) a, cos(iwet) + b, sen(imot)]z%g‘dt
T ) 1=1 1 ] L
_ N1 2N
= Lo+ ) LTk + ) (T8 . (2.86)
k=1 £=2

Nesta expressao, N representa o namero de termos considerados na expan

sap em serie de Fourier, e:

&g T >
1,8 PLE, 0+ C ], (2.87)
2(T,k) & (€, () + € (0] sealkud) +
] ¥ TT kT
[Cy o) = € (O] 1 - cos(kwd) (2.88)
» ] - kT
(T, 218 () -C @)1 sen(fuT) =+
a,a b,b il ITET
2 Ea,b(ﬂ) 1 - cos(@woT) (2.89)
27mET

- - - . .
onde C e U representam respectivamente as correlagoes amostrais direta

e inversa de sequencias aleatorias quaisquer, u; e u,:
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A N_k
- A T e
C (k) = ! u u ; (2.90)
Ur,uz i=1 *i+k i
& A , ko= N-1-] (a1 ) (2.91)
ujg,uz Kk ==k o i?—‘*k 2£_k )
2 2

As equagoes apresentadas neste item formam um algoritmo
para simular Em em computador digital. Inicialmente, geram-se as se-
quencias aleatorias gaussianas brancas, a,, b, a,, e b,,. Em seguida,
calculam-se as sequencias a, e b, que definem o processo secundario
72(t), conforme indicado na Tabela 2.l. Procede-se entao o calculo das
correlacoes amostrais E e E pelas Equagégs 2.90 e 2.91. Finalmente,

usando as Equagoes 2.86 a 2.89, calcula-se < (T).

Analisando as Equacoes 2.86~89 verifica-se que:

lim Zo = i, (2.92)
N
(27 wok) =Lz 27 wo, ) =0 , ¥ Lk . (2.93)

Isto ajuda a identificar as fontes de erro em Zm. Em parte, este erro
se deve a discretizacao do ruido branco, notada no truncamento da ex-

pansao em N termos, de modo que:

Esta parcela do erro nac deve portanto ser atribufda ao estimador
adaptativo, pois & inerente ao tipo de simulacao realizada. De outro
lado, pelo fato de T ser finito, e portanto menor que o limite 27/ ws,
1g»m, as somatorias em ZL(T,k) e ZZ(T,iﬁ nao sdo nulas {embora diminu-
am quande T cresce) e caracterizam o erro do estimador propriamente

dito,



COEFICIENTES DAS SERIES DE FOURIER PARA STMULAR O FILTRO CONTINUO ADAPTATIVO

PROCESSO COEFICLIENTES PARES (CD-SENOS): ai COEFICIENTES IMPARES (SENOS): bi
Aa - lwpb Ab + iwga
W W, w. W
Estado: X a = bx =
i A2+ (dwg)? i 2+ (dwe)?
- a = a + a b = b + b
Obscrvacao: Y Yy X, 5 Yy X, vy
(A+g) a - 1wgb A+ b + luga
B y. 0 v. (A+g) y. 0 y.
L. . o i i i L
Estimativa: X a- =g bi =g
i O+g)? + (4 w)? i (A+g) %+ (lwp)?
- a = d - dgs b = b - b_
Residuo: p h Y X1 Py Y Xi
s ap - iwgbp v+ b + iwga
Processo Auxiliar: Z a B L 1 b _ Py
Z. - . Z. " .
i 38+ (iwg) i 3%+ (wg)?




2.3- ANALISE DE DESEMPENHC DC FILTRO CONTINUC ADAPTATIVO

Para ilustrar o desempenho do filtro continuo adaptati-
vo proposto apresentam-se, nesta secao, os resultades de um teste para

0 caso escalar em que se observa diretamente o proprio estado.

2.3.1- DESCRIGAO DO EXEMPLO NUMERICO

As equacoes que descrevem O sistema utilizado neste
exemplo, bem como a expressao analitica da simulacao de I_ sao dadas
pelas Equacces 2,82-91l. As TEquagoes 2.32-34 que definem o estimador

adaptativo, se reduzem, no caso escalar, a:

2(h+g) P =g R+0Q , (2,94)
(str+g) C_ =g R - By (2.95)
2s2_=RrR-2°¢C_ , (2.96)

donde:
I,=="+sG+g]R+0Q . (2.97)

S(A + g)(s+A+g)

Para ilustrar também a versatilidade do procedimento
proposto, foram utilizades dois processos secundarios escalares, igno-
rando-se a correlacao entre eles, de modo que o numero de equacoes
ficasse igual ao de incognitas., Os valores numericos dos parametros

envolvidos foram:
R=Q=4=g¢g-=1 , (2.98)

sl = 2 ; s2 = 0,5 . (2.99)



Neste caso, verifica-se que:

{32 il -52;) /3 , (2.100)
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2.3.2- RESULTADOS E CONCLUSOES

A Tabela 2.2 mostra os resultados obtidos para varias
frequencias fundamentais de discretizacac do ruido branco no dominio
da frequéncia, e em funcao do nimero de termos da expansao. A Figura
2.1 mostra estes resultados na forma grafica e da uma visao da relacao
que o numero de termos da expansao e a frequencia de discretizacao de
vem satisfazer no exemplo analisado para uma dada precisao na aproxi
macao analitica de im . Verifica-se também que o efeito medio

quadratico das flutuacdes em cal com o valor da frequencia funda

mental de discretizacio ]

De modo geral estes resultados atestam a viabilidade da
aproximacao utilizada, pois os erros diminuem quando wg>0Q e Mo, Quan
to ao metodo adaptativo propriamente dito, a Figura 2.2 mostra que as

estimativas se aproximam dos valores corretos com o aumento de T.

Este exemplo simplificado esta longe de pretender explo
rar extensivamente todos os aspectos envolvidos no método proposto,
mas apenas ilustra um caso em que o procedimento funciona e que portan
to, pode ser uma ferramenta vidvel para estimar parametraos estat{sti

cos de um filtro continuo.
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... Tendenciosidade média da estimativa entre 0 e 27/,

L.

TABELA 2.2

RESULTADOS DA SIMULACAO DO FILTRO ADAPTATIVO

" _1 n | {J T 5 h“ o fi T_— . i, ‘
=N ‘ : : ‘ Q Q l 2 [
| | ! )
so0 | v,ie3 | —oams | oorer [ogres | isos |2 am
N T
| { A0p | 1,18 | -y, 178 0,722 l 0,788 | -1508 12 430
' i
| 700 | 1,145 | 0,166 | 0,722 | 0,805 | -1,517 | 2,13
0,06 | sov | 127 -ngae7 0722 Vs | —1,315 | 2 tie
|
’ oo | toiue | 0,088 | 0722 | 0,833 | 1,512 | 2,33 |
I | 50 0,077 | cute9 | 0,722 1 0,mss | 1,512 | 2430
) I 2000 | 1,063 | 0,170 N2 ‘71‘,‘@-‘55 ) LT
i Coa | a9 | -u,8s | .06 | 0,090 1 -}y [ 1, 50)
I T H
L L 350 | 1197 | -0,571 1 0,860 1 0,773 | ~1,120 | 1,508
oy e e — I_ -
1000 l 1,728 ~3,57h 0 0,660 | :rA .:lLle_\.l¢293
i P im0 1 1.070 | -0,579 Lo ee0 Desee | o 71y 1 a0n
E | suo | 1,500 —0,58¢ | a,515 a5y | —i231 |y, 390
T 1
1 L1501 1129 L o0,5% | 0,515 | 0,heO | 1,259 5 412
0,u f“‘“ -
1000 | 1,217 | =0,548 | 0,515 1 0,783 [ -1 250 [ 1 202
H ' |
| 1500 | i.105 1 -0,553 | 0,515 | tEa6 | <1 24 | 1,302
' 500 | 1,942 | -0,301 | 0,326 | vz | -n,5e2 om0
L 730 | 1,639 | -0,250 | 0,324 | 0,424 | -u 645 | 0,822
- H
i 0,005 | _eco | 1,512 | -0,270 | 9,324 | oyser | cooe2s | o820
L
1500 | 1,018 | 0,283 | 0,324 | 0,712 -0, a15 | 1,817
2000 | o212 1 Caagr 0,320 {6,790 ' <neng g 0817 ]
i oo | 2085 | _0,229 [ 0,271 | o, omn L onaam | ne79
: 1
- 1000 | 1,553 -1, 208 | 0,275 | a,259 i *"“-'J 0,hY7Y |
‘ 1500 | 1,633 | =n,224 | 0,081 | 0,635 | -0 atu | 069
| 1 2000 [y | a2s 0,281 | 01,726 1 -0,462 | 1, bHY
500 | 2,224 | -0,162 | 0,207 -0 nk1 | -b, 0k | 0,540
5,003 1GOR | §,RAR ) 20,155 | 0,221 | 1, ans | e sy 0,551
i 1506 | 1,615 | -0,177 [ 0,398 1o s0a | o iy | o530 l
A AU B
2000 1 1,966 | -0 e8| 0,229 [ 0,62 | -u,518 | 0,555
SUO_‘ 2,207 -0, 120 0,194 l_n 1.-.1 i -1, 240 N, 4ny
0 0025 1000 1,956 | -n,132 0,194_]_77_,_3& -N,285 | 0,494
1500 1,783 | -0 ,197 0,301 | 0,41 | oo 2255 | u,s00
2000 {1,576 | -4 16y qgusjrn%z' '|J.,4w

Q:R:K:] ;51=2;52=035

... Bms do erro na estimativa no iLntervalo de O a 27/w;y.
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Fig. 2.1 - Desempenho do filtro continuo adaptativo: a) Errc na estimati
va de Q; b) Erro na estimativa de R; ¢) Relacao entre a

fre
quencia fundamental e o numero de termos da serie de Fourier
para alcangar um dado nivel de precisao; d) Desvic medio e

tendenciosidade média,



(=]

‘EOETIJIlITi}TIITTITITI[T_I_FTIIITI'IIIIllrllrl[Tll."l':'ll:lllTTI__‘.:
0.25F- =
a 0 - ‘ﬁ‘w‘\%h—w_.ev _ — =
a E \\j =
V-p.25 =
o =
2 ~0.50 =
49 - =
2-0.75 3
- =
T -1.00 =
m =
m—-1.25 =
c =
o-1.50 =
e =
ul-1.75 =
-2.00 —-:
_2_25ELLLJI vragagtr o ateelaa s bl dvrga i iyt S
o] 250 500 750 4000 1250 1500 4750 2000 2250 2500 2750
Tamanho da amostra em constantes de tempo do sistema
1"'[7]’]111[17![1IlIr[lTIrTFrl?ffrfr!llrl]l_liIIITI]T_{IW
1.0 _d
II 1
© i -
© 5.8 —
m 1
> .
o )
m O. —
£ j
-y -
prs .:
ot :
o 0. __j
i)
c b
o 0. -
L .
L -
5 :
0 !
|
,.Q_ELLJ_J_LLLJ_LlIl:LHH:LiJI I-L‘?‘.:——‘i*—‘-H-;'Tlll

[y 250 500 750 1000 4250 {500 1750 2000 2250 2500 2750
Tamanho da amostra em constantes de tempo do sistema

Fig. 2.2 ~ Desempenho do Filtro Continuo Adaptativo no Caso Escalar,



CAPITULO 3

EXTENSAO DO METODO DE VALIDAGAO CRUZADA PARA O CASO DE
SUAVIZACAQ CONTINUA DE DADOS UTILIZANDO O CONCEITO DE RESOLUCAOQ

3.1- INTRODUGAD

A suavizacao de dades e um campo da matemdtica mais
diretamernte relacibnado com ajuste de curvas (parametrizadas ou nao)
com aplicacoes em pré-processamento de dados e processamento de séries
temporais em geral, incluindo 4&reas tao abrangentes como medicina,
meteorologia, tratamento de imagens, projeto de superficies de veicu
los, o determinacao de orbita e atitude de satélites, por exemplo (De
Boor, 1978; Wertz, 1978; Wahba, 1982; Barsky and Beatty, 1983; Dias
and Vijaykumar, 1985). Entretanto, pode ser elucidativo sob diversos
aspectos observar sua analogia «com a teoria de estimacao de estados.
Por exemplo, a suavizagao de dados pelo método de ajuste de curvas
parametrizadas pode ser posta na forma de um problema de estimacao de
parametros, que por sua vez € um caso especial de estimacao de estado.
Orlando e Rios Neto (1984), tiram proveito desta analogia em seu proce

dimento de ajuste de curvas utilizando o filtro de Kalman.

Este capitulo trata do problema de suavizacao de dados
continuos por um método de ajuste de curvas nao parametrizadas que
corresponde ao de suavizacao por "spline" (Reinsch, 1967) quando a
sequencia de dados tende ao limite continuo. Este tipo de suavizacao
tambem possui uma analogia com o problema de estimacac de estados, a

qual sera estudada com mais detalhes na secao seguinte,

3.2—- FORMULAGAO DO PROBLEMA DE SUAVIZAGAO DE DADOS

0 método proposto por Reinsch (1967) para suavizacao nao
parametrica de uma série temporal escalar ¥; =y(ti Yy, i=1,2,...,n,
consiste em obter uma funcao y(t) que minimize o seguinte Indice de

Desempenho:
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=

' g(C')

n
Dlg(e)] = «® § [g(t:) - v ]1%+ [ ()14 4t (3.1)

g(t) & CG—], ¥teg [tl,tn],tl<t2<...<tn, 06 N, o € R,

onde o Indice (¢) indica derivada de ordem ¢ em relaczo a t, e O & um
parametro que determina o grau de suavizacao. Em termos qualitativos,
o significado deste indice de desempenho é gue a funcao procurada deve
ser aproximadamente igual a série temporal nos instantes ¢t; e sua
derivada de ordem ¢ deve ser aproximadamente nula. Se %4, a solucaoc
tende a uma funcac "spline" interpoladora polinomial de grau 2¢-1,
enquanto que seo*» 0, a solucao tende ao ajuste polinomial de minimos

quadrados grauc¢ -1. No caso geral a solugao é uma "spline" suavizadora

polinomial de grau 2c¢-1.

Uma extensaoc natural deste método para o caso de dados
continuos, isto &, aquele em que se conhece a funcao vy(t) em todo o
intervale [t, ,tn], consiste em obter a funcao y(t), que minimiza o
seguinte Indice de Desempenho:

a (¢)

ID[g(t)] & (et [6(t) - y(r)] + [ ()] itde (3.2)

|
[
Jt)

-1

g(t) 6 ¢ vt & [cl,cn],o C X, a6&R.

A solucao geral deste problema para uma ordem ¢ qualquer pode ser
facilmente obtida pelo calcule variacional como brevemente indicado a
seguir. Da Equacao 3,2 segue que a variacao do Indice de Desempenho e:

i "0 .2 (0)
§ID[g ()] = 2 {a®lg(0)-y(e)] &g (t) +g¢

‘t

(0) (t) ide .

(3.3)

(£) &g

'™

Integrando sucessivamente por partes a parcela independente de &

obtém-se
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¢ID[g(t)] = {az[g(t)—y(t)]Gg(t)_g(0+1)(t)

1
2 s

¢ L
n= % n {az[g(t)—y([)]ég(t)_g
£, ‘t,

i

ig(o—1)g(c)

_ . - . oot P,
(0-1) (&) ;. (0=2) (o~ 1) | B Me g () my (1) (o) )

dt+5g ‘
£: “t:

o-1 } L
(£)iég(r)de+ ) (—1)3 g(°+£)(t} ég(o £ 1)(t)
£=0 |tl

Dada a condicao necessaria de qued ID seja identicamente nulo para -
arbitrario para que o ID quadratico seja minimo, conclui-se que a
solucao obedece a seguinte equacao diferencial linear:
-(2¢)
¥

(t) = (-1DY a?lv(r) - $()] , te el (3.3)

com as seguintes condicoes de contorno:

_(£) )
b4 =Y

(tw) (t)=0 , ¥2Z =o,0tl, ... ,2¢~1 . (3.6)

n
Pode-se verificar que, ac contrario do que ocorre no caso discreta,
nao existem condicoes de quina neste problema, de modo que dentre
- ¢-1 .
todas as fungoes g (t) de classe C entre t; e t , a que minimiza o
n

ID & de classe C20_1.

Da Equacao 3.2 pode-se concluir que se g»® entao V-v,
enquanto que se @+ 0 entao a solucao tende ao ajuste polinomial de

minimes quadrados, de grau g-1.

Uma variante deste problema e estudada por Lopes (1984)
que considera sinais periddicos e nao periodicos no dominio da frequen
cia e apresenta uma solucao generalizada em que se podem atribuir
valores reais ao parémetro ¢ . No presente trabalho, entretanto, a
analise se restringe ao caso mais simples em que ¢ =1, que permite
verificar mais facilmente a analogia com o problema de estimacao de

estados e melhor se adequa aos objetivos propostos.
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De acorde com as Equacgoes 3.5 e 3,6 a solugao para o

caso onde a ordem e unitdria e dada por:
yle) = -af [y(e) - 5], ce [ep.e ] (3.7)
yit:) = ye)=0 . (3.8)

Por outro lado, identica solucao possui o seguinte problema de suaviza

cao de estados de um sistema modelado por:

x(t) 0 + ruido , (1.9

v(t) x () + ruide , (3.10)
Em outras palavras, o estado suavizado satisfaz as Equagoes 3.7 e 3.8,

como se mostra a seguir.

Lembrando o conhecido fato de que a suavizacao de
estados pode ser considerada como uma combinagac linear de uma filtra
gem "para frente" com uma filtragem ''para tras'" (Wax and Kailath,
1984), pode-se projetar um suavizador a ganho constante, bastante
rudimentar, assim:

() = [x(t) + x()] /2, (3.11)

——
onde x e x representam respectivamente as estimativas dos filtros

ditos "para frente' e "para tras", dadas por:

R

It
a9
&

1
o

X(ry) =%, (3.12)

t 6 [ty,t ] . | (3,13)
n

Xx=-gly-% , %ty

:r;’:‘

0 sinal invertido no filtro "para tras' decorre do sentido contrario

em que o tempo flui ali.



Supondo ausencia de qualquer informacao a priori para
inicializar os dois filtros, recorre-se a hipotese de consisténcia en

tre as estimativas "para frente" e '"para tras', que consiste em tomar:

x(ty) (3.14)

-
1

e
1]

;(tn) . (3.15)

Isto &€, uma pseudo informacao a priori para o filtro "para frente" &
suprida pelo filtro "para tras" e vice versa. As Equagoes 3.l1-15
definem completamente um suavizador de estado a ganho constante para o
Sistema 3.9-10. Com base nestas Equagoes pode-se facilmente verificar
que, se os ganhos dos dois filtros forem iguais a @, entao x{(t) fica

identico a y(t).

De fato, derivando a Equagao 3.1l em relagao ao tempoc e

substituindo no resultado as Equagoes 3.12 e 3,13 obtém-se:

Wt

= tax-x . (3.16)
2

Em seguida, aplicando a mesma operacao na Equacao 3.16, resulta:

X=-loaly-x+y-x)=- oy -x . (3.17)

2

Das Equacgoes 3.14-16 conclui-se imediatamente que:

x(t1) = x(¢ ) =0 , (3.18)
0 que juntamente com a Equagao 3.17, verifica a identidade entre %(t)
e y(t). Dai se conclui que o grau de suavizacao & pode ser interpreta
do como um ganho constante para os filtros que definem o suavizador de

estado,



- 32 -

3,3=- 0 METODO DE VALIDACAO CRUZADA E O CONCEITO DE RESOLUGAQ

Até este ponto o grau de suavizagao foi considerado uma
constante arbitrdria. Nesta secdao serd abordada a questac do ajuste
deste parametro segundo um certo criterio de otimizagao. Usualmente
admite-se que y{t) representa a observagao de um sinal verdadeiro que
se pretende vrestituir, corrompida por algum tipo de ruido, conforme o
modelo do Sistema 3.9-10. Qualitativamente um valor adequado de « deve

produzir um sinal suavizado proximo de seu valor verdadeiro.

Uma consequencia imediata das ultimas conclusoces da
secao anterior é que métodos de estimacao adaptativa podem ser utiliza
dos para ajustar o grau de suavizagao . Mais especificamente, supondo
que os ruidos no estado e na observacao nas Equagoes 3.9-10 sejam
brancos e nao correlacionados entre si, entao suas densidades espec
trais de potencia, 0 e R respectivamente, poderiam ser estimadas por
algum método de filtragem adaptativa tal como o proposte no Capitulo

2. A partir destas estimativas, Q e R, pode-se ajustar:
a<g* =/ 3/, (3.19)

que corresponde ao ganho otimo de regime permanente do problema
analogo de suavizacao de estados (ver Ttem C.l do Apendice C). Esta
escolha de @ ajuda tambem a mostrar de modo ainda mais elementar a
analogia entre os problemas de suavizagao de dados e de suavizacao de
estado. Considerando o modelo dado pelas Equagoes 3.9 e 3.10, o Indice
de Desempenho 3.2 fica identico ao proposto por Bryson and Frazier

(1963) para suavizacao de estados,

Embora este critério de ajuste possua um apelo estatis-
tico bastante atraente e aparentemente se constitua a sequencia natu
ral do desenvolvimento apresentade, mna verdade o modelo de ruido
branco nele embutido nao se afina com o objetivo principal do traba
lho. Por esta razac um outro tipo de esquema e proposto, baseado no
método de wvalidacao cruzada (Wahba, 1975) para o problema de suaviza

cao de uma série temporal via "spline". Os resultados assim obtidos
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estabelecem uma base adequada para analisar melhor a questao da resolu

cdo de um sinal na presenca de ruido colorido.

A4 idéia heuristica por tras do método de wvalidacao
cruzada e que se o suavizador captar bem as propriedades do sinal
verdadeiro, entao o resultado deve se ajustar bem a qualquer ponto
omitido da série temporal. Baseado nesta nocao, o ajuste de % para o
caso de medidas discretas pode ser feito de modo a minimizar o seguin

te Indice de Desempenho:
e & 7 () -y )7, (3.20)
i T,] ] ]

onde y;’j representa a solugéo do suavizader quande se omite o termo
y;» ou seja, quando se exclui o j-ésimo termo da somatdria no Indice
de Desempenho 3.l. Este método e estudado por Craven and Wahba (1979)
e Utreras Dias (1980) e tem se revelado eficaz para o ajuste autométi

co do grau de suavizagao.

Propoe-se agora estender assim esta idéia ao caso de
sinais continuos: se o suavizador captar bem as propriedades do sinal
verdadeiro, entao o resultado deve se ajustar bem a qualquer grao
omitido do sinal observado. A nocao de grao como o menor elemento
distinguivel em uma fotografia ou imagem e gque define sua resolucao, €
empregada aqui para designar o menor segmento de um sinal que contem
alguma informacao relevante independente dos demais graos. Embora esta
definicao nao seja matematicamente precisa ela traz consigo a motiva
cao heuristica suficiente para os objetivos do trabalho, segunde a
qual, se o segmento omitido for muito menor que um grao, a suavizac¢ao
tenderia a ajusta-lo melhor com um grau de suavizagao irrealisticamen
te elevado, visto que a informacao omitida seria completamente correla
cionada com o restante do sinal. Por outro lado, se o segmento cmitido
for muito maior que um grao, o ajuste tenderia a ser otimo com o irrea
listicamente pequeno, pois a informacao omitida seria praticamente sem
nenhuma correlagao com o restante do sinal. Com a omissac de um grao,
almeja-se obter o equilibrio entre estes extremos. Este aspecto

tornara a ser abordado oportunamente neste capitulo.



Segundo a ideia proposta, deve minimizar ¢ seguinte

Indice de Desempenho:

v A
rn— > _‘% .
() & ' 2 oiley,w)dee , £t o~t: > A, (3.21)
= n
4 A L —-ti- A
L: + 5 n

onde oé (t, ,a) representa o desvio médic quadratico entre os sinais

observado e suavizado no grao omitido:

.+ =
2 . (;: )
°y (t,,u) j

e

1 A6 = y(©)] de (3.22)
A r
t -—

e
w

onde t, 1indica o instante central do grao e £ o tamanho do grdo, que

determina a reselucao do sinal. A funcdo ¥°

oLt A0
Indice de Desempenho 3.2 quando se exclui do integrando o termo propor

(t) e a que minimiza o

cional a a’ entre t*-A/Z e t*+A/2. Este problema recai no caso de mini
mizacao do Indice de Desempenho 3.2 na forma completa quando se utili
za o artificio matemdtico de substituir formalmente o sinal de medidas

y(t) pelo préprio sinal suavizado ¥’ (t) no grao ausente. Dai

a,t, A

- kS - - -
percebe-se facilmente que a solucao satisfaz a relacoes analogas as

Equa c¢oes 3.5 e 3.6

=0 2,-0 .
= — I A
va,t*.’:‘. (}’C[,t*,a‘. }’) » t e _tllt* --/2] U [t*ﬁ-\-/22tn] 3
| 0 » t € [t -A/2,e+4/2], (3.23}
i - "0 - ,
Voo a (80 TV a5 =0 (3.24)
Destas equacoes verifica-se imediatamente que ?q A(t) e linear no

!t.l.!‘-'

interior do grao ausente. No Apendice D sao obtidas solucoes analiti

cas para as Egquacoces 3.7, 3.8 e 3,21-24 para diversos tipos de sinais.

Antes de passar a alguns resultados para este problema
convém abordar a seguinte questdo: qual a finalidade de um procedimen

to que aparentemente apenas substitui uma incognita () por outra (a}?
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Para responder a esta pergunta deve-se lembrar em primeiro lugar gue e
precisamente isto aue gcorre em diversos outros métodos usuais de
otimizacdo de parametros de estimadores ou suavizadores de dados em
geral. Por exemplo, o ganho otimo de Kalman e fungao das covariancias
dos rufidos no estado e na observagao e portanto o problema da escolha
do ganho passa a ser um problema de determinagao de covariancias. Mes
mo no caso de procedimentos adaptativos come os citados no {tem 1.3.6
ou o proposte no capitulo anterior, embora nao se tenha de fornecer
explicitamente nenhum parametro de entrada, isto € feito implicitamen
te ao se admitir a hipdtese de que os ruidos no estado e na observacao
sao brancos. Questoes sobre qual tipo de parametro e o mais adequado
para descrever um sistema; ou o mais facilmente quantificavel a partir
de observacoes empiricas; ou ainda qual hipotese melhor se aplica sao
na realidade  dependentes em grande parte de aspectos circunstanciais
e mesmo subjetivos. O mais importante a este respeito e que ao formali
zar um procedimento sistematico para transformar um tipo de dado de
entrada em outro qualquer, o especialista tem acesso a novos meios de

aproveitar seu conhecimento acumulado acerca do sistema considerado.

Neste sentido, o grau de suavizagao, além da ja citada
relacao com o ganho de um filtro, é um fator que determina a importan
cia relativa entre os objetivos conflitantes de que a solucac v se
aproxime dos dados e ao mesmo tempo naa apresemnte variacoes bruscas. A
propria idéia de otimizacao destes parametros esta associada a algum
critério de otimizacao e, sendo assim, nao pode ser considerada em
termos absolutos. Por outro lado a solugao y pode ser legitimamente
denominada otima segundo o criterio de otimalidade definido pela Equa

gao 3.2, qualquer que seja o valor de g utilizado.

Da mesma forma, o parametro A pode ser interpretado co
mo a resolucao do sinal suavizado, y, que sera otimo (segundo o crite
rio de otimizacao 3.21) qualquer que seja o valor depa . Assim, em
termos qualitativos, quando se atribui um valer pequeno para A (resolg
cao fina), objetiva-se obter um sinal que descreve de modo otimo os

detalhes do sinal de medidas. No caso oposto onde & e grande (resolg
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Gao grosseira), objetiva-se um sinal suave que transmita de modo otimo

as caracteristicas do sinal de medidas comc que visto a distancia.

Deste modo pode-se dizer que, matematicamente, &, bem
como @ , € estritamente um parametro. Entretanto, assim como & esta
associado 2 idéia intuitiva de grau de suavizacao que de algum modo
contribui para sua interpretacao fisica ou geométrica, & esta sendo
aqui associado a idéia bastante difundida de resolucac, que traz consi
g0 elementos capazes de fornecer interpretacoes a diversos aspectos do

problema da suavizacao de dados,

Tudo isso conduz ao segundo aspecto a ser ressaltado de
que o objetivo maior de se estudar este método neste trabalho e que
ele tem implicacoes elucidativas sobre a questao da taxa de amostragem
na presenca de sinais coloridos e serve de motivacao para a proposta
principal do trabalho, feita no proximo capitulo. Mais especificamen
te, o raciocinio induzido por tras dos exemplos numericos analisados
na proxima secao é que se com uma dada resolugac o grau de suavizacgao
ajustado minimizar a variancia do erro de suavizagao de um sinal
corrompido por rufdos coloridos de diferentes tipos, entao, lembrando
que a equivalencia entre a suavizacao de dados e a suavizacao 6tima de
estado fol estabelecida com base no modelo de ruido branco, fica
lancada a possibilidade (a ser averiguada no proximo capitulo) de,
associando resolugcao com taxa de amostragem (dado que nao faz sentido
processar medidas com intervalo de amostragem menor que a resolugao)
obter um resultado otimo para sistemas onde o modelo do ruido é colori

do a partir de um filtro baseado no modelo de ruido branco.

3.4= AJUSTE DO GRAU DE SUAVIZAGAQ

Nesta secao apresentam-se resultados comparativos para
tres classes de sinais perpétuos (t;~ -=, £, Nao se tratam propri
amente de resultados sobre o desempenho real da aplicagao do método de
validacao cruzada, mas sim do desempenho esperado para cada classe de
sinais em funcao dos parametros de seus modelos teoricos. 0 proposito

em se analisar estes casos em funcao de parametros que supostamente



numa aplicacao real nao seriam sabidos, € que isto permite obter uma
avaliacao sobre as circunstancias em que 0s resultados sao equivalen

tes aos de suavizacao dtima de estados.

Apoiado nesta equivalencia € que sao definidos precisa
mente no contexto deste trabalho os conceitos de resoluciao verdadeira
e grao. A resolucao verdadeira A* de um sinal de medidas é o valior de
A . - . - . -
A para o qual o grau de suavizacao @ ajustado pelo metodo de validagac
cruzada minimiza a variancia do erre da suavizacao. Por sua vez,

define~se grao de um sinal como um segmento do proprio sinal contido

em um intervalo A%,

3.4,1- PRIMEIRQ CASO: PROCESSO BROWNIANO CORROMPIDO POR RUIDO BRANCO

0 primeiro tipo de sinal estudado é descrito pelo Siste
ma 3.9-10, onde os rtuidos no estado e na observacao sao brancos, nao
tendenciosos, nao correlacionados entre si e c¢om densidades espec

trais de potencia Q e R respectivamente, isto e:

0+ w(t) y»  Elw(t) w(T)]

x{t) = = Q &(t-1) s (3.25)
y(t)y = x(t) + v(t) , E[v(t) v(1)] = R &{t~T) . (3.26)

Este caso ¢é mais simples de ser analisado, pois e descrito por apenas
dois parametros: R e Q. A solucaoc pelo esquema de validacao cruzada

leva a (ver Apéndice D):

E[ID(e) ] = a [ L2 (s u)_g’ . Ry [1 + l-i-fi_‘; |+
t 3 - 4

E{v2 (£, )} (3.27)

onde:

(3.28)

=

[
1 |—A

2

(w8



- 58 =

enquanto que a variancia do erro de suavizacao é dada por (ver Apendi
ce C):

Ef(y - x)2] = 1 (Ra+ Q/) (3.29)

|

cujo minimo ocorre em G=vQ/R.

Analisando as Equacoes 3.27-29 percebe-se gque no limite
&+, a solucdo esperada pelo método de validagao cruzada, que minimiza
a Equacao 3.27, & também a de minima variincia. Donde se conclui que,
no contexto do métode de validacao cruzada, em uma observacao de um
processo browniano corrompida por um ruido branco a resolucao tende a
zero. Esta conclusao tem interesse apenas formal, pois como ja foi
mencionado, o modelo de ruido branco nao e realista, e além disso a
Equacao 3.27 nao € limitada e portanto o método sequer poderia ser
implementado nesta situacac. Nao obstante ela serve para apoiar a

idéia bdsica do meétodo de validacao cruzada.

Os proximos exemplos mostram a habilidade do método em
tratar do caso de ruido colorido. A analise se torma um poucc mais
complexa devido 2o maior nimero de parametros envelvidos. Mesmo assim

podem-se estabelecer relacoes qualitativas de interesse.

3.4.2~ SEGUNDO CASQ: PROCESSQS ESTACIONARIOS DE GAUSS-MARKOV
DE PRIMETRA ORDEM

0 segundo caso abordade trata da classe de sistemas

modelados por:

X = =3 x + w , E[w(t) w(T)]

v=- i v+n |, E[N{t) n()!

23, c? S(t-1) , (3.31)

isto €, x e v sao processos estaciondrios de Gauss-Markov de primeira

ordem, tais que:
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E[x(t) x(t+9] = I exp(=4|s!) , (3.32)

s
Covx,x(t , B+ 4)

A
Covv v(t,t+ )]

Elv(t) vit+9)] = < exp(=3 |3y . (3.33)

e v permanece modelado como a soma de x e v, como na Equacao 3.26.

No Apendice D calcula-se a expressao analitica do valor
esperado do Indice de Desempenho 3.21 em funcao de quatro parametros
adimensionais: o grau de suavizacao relativo, p; a resolucao relativa,
s a cor (isto é, frequéencia) relativa do ruido, 3 ; e a amplitude

relativa do ruido, =, definidos por:

pa /o, (3.34)
DN L (3.13)
2
3A A/ A, (3.36)
e Ao fo . (3.37)
= v x
Com base naquela expressao, reescrita aqui:
CUEMID(@] = §(p,w) + &7 §EpEY)
2/ 2 S
1+p  Y+p 1+p - B
([ y - oo e
+ exp(-2§)<E LoYe, A2 {1 -1 fEL-E 1 , (3.38)
p+1 b+p (1+p)2 L 3V 1+ -

pode-se ajustar por inspecao numérica por computador, o valor do
parametro p que minimiza o indice de desempenho esperado do método de

validacao cruzada.
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As Figuras 3.1 a 3.6 mostram os resultados obtidos para
diversos valores de B em funcdo de £ e de U. Cada figura mostra tres
tipos de regioes, conforme o valor obtido de p otimo. Na regiao
inferior de cada uma destas figuras, onde i e pequenco, p otimo € nulo.
A interpretacao disto € que para resolugoes muito finas qualquer flutu
acao espurea do sinal observade é considerada uma variacao autentica
no sinal verdadeiro, e o suavizador fica inativo, isto e, §=y. Na regi
ao, onde ¥ é grande, p otimo é infinito. Neste caso a interpretacaoc &
que para niveis grosseiros de resolucao, ja nao é mais possivel distin
guitr o sinal verdadeiro do rufdo de observacao, e o suavizador satura,

isto e, y=0.

Na regiac intermedidria encontram-se valores finitos
positivos para p otimo, o que significa ser possivel distinguir, ate
certo grau, entre sinal verdadeiro e rufdo de observacao. Neste caso o
suavizador e dito ative. E nesta faixa que existe a possibilidade de
se determinar a curva de resolucao verdadeira do sinal em funcao de €
e de 3, em que o erro do suavizader, y-x, ¢ de minima varidncia, esta
belecendo a consistencia entre os métodos de suavizacao de estados e

de validacao cruzada.

Antes de analisar a questao da resolucac coerente, con
vém observar uma interessante relacao entre estes resultados recém co
mentados e o teorema de Shanon, conhecido como o teorema fundamenctal
da amostragem (ver, por exemplo, Papoulis, 1965, Bendat and Piersol,
1971; e Brown, 1983). Fste famoso teorema afirma que se um sinal g{t)
e de banda limitada entao ele pode ser completamente reproduzido a
partir de uma série temporal com taxa de amostragem maior ou igual a
frequencia de Nyquist (o dobro da maior frequencia do sinal). Mais
especificamente, se existir uma frequencia W finita tal que a transfor

mada de Fourier do sinal, F[g(t)], satisfaga a:

1A

Flg(t)] = funcao nao trivial de w, se fwl 2 7 W ,

0 , Se |[U| > 2T w » (3-39)



entao g(t) pode ser calculado em qualquer instante pela série:

g(cy =

||.l~—-’1 8

gli/) sen(2Te - i7) . (3.40)

< 2 Tle-1T

1L ==

Este importante teorema, embora se aplique a uma ampla
classe de funcoes g(t), trata da situagao ideal em que se conhecem os
valores precisos de g{t) nos instantes de amostragem. Consequentemente
o resultado se apresenta em termos absolutos: se a Condicao 3.39 &
satisfeita para a taxa de amostragem do sinal g{(t) entao ele pode ser
completamente reproduzido pela Equagao 3.40. Na presente abordagem,
entretanto, o sinal observado esta corrompido por um ruido desconheci
do. De acordo com as Equacoes 3.32 e 3.33, o sinal observado & de fato
um processo estocastico estacionario cuja funcac densidade espectral

de potencia e dada por:

S(w) = FiCov (t,t+3) + Cov (e£,t+y)]
X, v,V
23 2A
=——) Gi + — =V C\?} (3.4])
A et ) Aot

Embora S (w) nac seja de banda limitada, na pratica pode
cer considerada assim, pois cai assintoticamente a zero conforme
cresce em relagao a )\ € a A . Pode-se tragar entao um paralelo entre

v

os resultados mostrados nas Figuras 3.1-6 e o teorema da amostragem.
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3.1 - Desempenho do suavizador linear em fungao dos parametros

sistema com modelo de Gauss-Markov:; [=0,5 e 3=0,7.

do
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— Descmpenho do suavizador lincar em fungao dos paramelros do sistema com modelo de Gauss-Markov:

(=2,
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Fig. 3.3 - Desempenho do suavizador liuecar em funcao dos

B=3.

parametros Jo sistema com modelo de Gauss-Markov:
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3.4 — Descmpenho do suavizador lincar cm fungdo dos paramctros du sistema com modeio de Causs—Markov:

Fig. 3.
B=4.
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Fig. 3.5 - Desempenho do suavizador linear em funcao dos paramctros do sistema com modele de Gauss-Markov:

R=5,
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Fig. 5.6 ~ Desempenho do suavizador lincar em funcado dos

(=1,25 e B=10,

parﬁmchus do sistema com modele de Ganss—Markowv:
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Observando aquelas figuras verifica-se que as fronteiras
entre as regioes inativa, ativa e saturada ocorrem sistematicamente em
¥=2,19 e em ¥=2,42, respectivamente, quando £+0, e emy =2,19/8 e

em ¥=2,42/ quando £+, Portanto, as frequencias e, dadas por:

W, = { A T L I
2 x 2 x 2,19 27
) (3.42)
| 0,72 .
| — Ay = X,
[ 27 v
W, =|( ) _ 0,65 g
| 2w 2x 2,42 2T (3.43)
i 0,65 R
\ (AT ’
i 27 v
|

podem ser interpretadas como frequencias de corte tais que se
W1>1/2A entao todo o sinal observado é considerado verdadeiro e portan
to, completamente reproduzido; e se Wy<1/2A entao o sinal observado e
considerado completamente ruidoso e nao € recuperado o sinal verdadei
ro. A faixa intermedidria representa uma regiao extra, sem paralelo no
teorema da amostragem, onde parte do sinal observado & considerado
ruido e parte é reconstituido como sinal verdadeiro. A interpretacao
de frequéncia de corte se estende a qualquer valor de u, onde S(w

depende simultaneamente de i e de Av. Os casos particulares considera

dos apenas facilitam a analise por dependerem apenas de A ou de v

separadamente,

Apds estas consideragoes sobre a analogia entre a fre
quencia de amostragem e a resolugao do sinal, retorna-se a questao da
resolucao verdadeira do sinal. Se o metodo de validagao cruzada esten
dido ao caso continuo permite que um processo estocastico seja modela
do apenas por uma caracteristica (aqui denominada de resoclucao),
entao, para que esta modelagem seja coerente com o modelo estocastico
do sinal ¢é necessario que o grau de suavizacao obtido pelo referido

método seja identico ao obtido pelo metodo de wminima variancia do
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erro, que leva em conta o modelo estocastice. Em outras palavras, o
grau de suavizacao obtido pelo metodo de validacdao cruzada com a

resolucao verdadeira deve minimizar a variancia do erro do suavizador,

A Figura 3.7 condensa os resultados das demais ‘iguras
relativos 4 classe de sinais de Gauss-Markov de primeira ordem. Esta
figura apresenta as tres regioes referentes ao suavizador de minima
variancia em funcao de B e de €. No interior da regiao ativa destacam-
se as curvas de iso-resolugao verdadeira. Nota-se que apenas parte da
regido ativa e coberta pelas curvas de iso-resolucao verdadeira, indi
cando que a equivalencia entre as modelagens nao se verifica em qual
quer situacdo. Em particular nao foi pessivel obter a equivaléncia pa
ra situacoes proximas da saturacao do suavizador, e sempre com :°l, o
que n3o corresponde a uma situacdo muito comum na pratica. Quanto a
relacao entre 0S parametros das duas modelagens confrontadas,

verifica-se que a resolucao do sinal torna-se mais fina com o aumento

da frequencia relativa do ruido.

Considerando que o metodo de validagao cruzada ignora o
modelo estocastico do sinal e se baseia em um argumento heuristico ao
qual se acrescentou, para o caso continuo, a nogcao de grac de infor
macao em um sinal, a consistencia entre os diferentes aspectos qualita
tivos mencionados nos resultados apresentados confere significado ao
conceito de resolucao atribuido ao parametrol . Estes resultados refor
cam aqueles obtidos para o caso de ruido branco no sentido de confir
mar o conceito de resolucao de um sinal como uma caracteristica que
permite uma descrigao alternativa para a sua modelagem, que substitui,
para efeitos praticos, o conhecimento do kernel de covariancia do

sinal verdadeiro e do ruido de observagao.



Fig.

3.7 - Mapeamento
linear.

dos parametros do sistema com modelo de 3 auss-Markov quanto ao desempenho do suavizador



3.4.3- TERCEIRQ CASO: PROCESSOS ESTACIONARIOS PERIGDICOS

A ultima classe de sinais analisados para estudar o de
sempenho do método de validagao cruzada é o processo estacionario peri

o6dico caracterizado por:

1l

2 \
Covx,x(t,t+6) Ox cos(Ad) s (3.44)

2 .
g A . .
Covv’v(t,t+é) v cos( vb) (3.45)
Analogamente ac caso anterior, as expressaes analiticas
do método de validacao cruzada sao obtidas no Apendice D para o caso
periodico. As Figuras 3.8-12 mostram os resultados para diverscs valgc
res de [ . Fste caso revela um outro aspecto ainda mais nitido de seme

lhanca com o teorema da amostragem, analisado a seguir,

De acordo com o modelo estocastico dado pelas Equacoes

.44 e 3.45, x e v sao processos estacionarios periddicos:

x{t)

a cos(it) + b sen(iat) s (3.46)
X X

v(t)

a cos{i t) +b sen(r t) s (3.47)
v v v v

onde a , b , a_ e b sao parametros aleatdrios nao correlacionados e
X v

he
nao tendenciosos, com variancias dadas por:

1
—
3]
o
—
1

E[b;] ci , (3.48)

E[azl = E[bz] = g% . ' (3.49)
v x
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Fig. 3.8 — Desempenho do suavizador linear em funcao dos parametros do
sistema com modelo estaclondric periocdico: R=2 e 8=3,
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Fig. 3.9 - Desempenho do suavizador linear em fungdo dos pardmetros  do
sistema com modelo estacionario pericdico: 3=i4,
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Fig. 3,10 - Desempenho do suavizador linear em funcio dos parametros do
sistema com modelo estaciomario periodico: R=5,
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Fig. 3.12 - Desempenho do suavizador linear em fungdo dos parametros do sistema com modelo estacionario pe
riodico: B=7. B



Das Figuras 3.8-12 verifica-se que quande =« + 0, onde
predomina a frequencia A, o suavizador passa abruptamente de inativo a
saturado em¥ =1,99. No extremo oposto em que £€*©, g portanto predomina
a frequencia Kv , 4 passagem de inativo a saturado ocorre em ¥=1,99/C.

Isto equivale a uma frequencia de corte dada por:

W = - . 57 A, se g+0 |
2 x 27
J L 0X 2 X 1,99 wm (3-50)
! 0,79
2 Av’ se goee
2m

Se qualitativamente hd uma analogia direta com o teore
ma da amostragem, quantitativamente ocorre uma aparente divergencia,
pois nos exemplos considerados neste item o sinal é completamente recu
peravel com A maior que o valor maximo equivalente indicado pelo teore
ma. Entretanto iste pode ser interpretado como um indicador de que o
suavizador extral alguma informacao adicional do modelo dinamico impli

citamente suposto no Indice de Desempenho 3.2 (x=0).

Um outro aspecto diferente em relacao ao caso anterior &
que o Tregime ativo do suavizador aparece aqui confinado a certas re
gices que formam espécies de bolhas separando regioes inativas de satu
radas. Evidentemente que a equivalencia entre a modelagem estocastica
e 0o conceito de resolucao fica confinada as tais bolhas, cujo tamanho
e quantidade aumentam com a cor relativa do ruido, 3 . A Figura 3.13
mostra as regioes onde a suavizacao pode ser ativa e a regiac onde
existe a equivaléncia entre os dois métodos. Verifica-se que a resolu
¢ao verdadeira fica mais fina quando a cor relativa do ruido (E) au
menta. A regiao de equivaléncia tende a ser menos restritiva quandc
aumenta e € diminui, o que corresponde aos cascs mais comuns de aplica

cao (ruido de alta frequencia e razao sinal/ruido alta).
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Fig. 3.13 - Mapeamento dos parametros do sistema com modelc estaciondrio
periddice quanto ao desempenho do suavizador linear,
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3.4,4~ CONCLUSAD

De modo geral os resultados apresentados nesta secao
contribuem para firmar o conceito de resolugao como um modo alternati
vo e versatil de descrever as caracteristicas de um sinal, independen
temente do tipo de sinal. No caso de sinais estocasticos mostrou-se
que em certas regices (especialmente quando os ruidos sao quase bran
cos) existe equivaléncia entre o modelo de resolugao e o estocdstico.
Estes resultados c¢ruzados entre modelagens distintas servem para verl
ficar o nivel de consistencia de um tipo de modelagem em fungao do ou
tro. Entretanto a idéia em si de resolucao nao precisa ser equivalente
a qualquer outro tipo de modelagem para afirmar sua autenticidade, E
suficiente que ela atenda com sucesso a algum tipo de objetivo. For
exemplo, ela bem pode se aplicar a sinais deterministicos, para os
quais sequer faz sentido uma suavizacao de estados baseada em modelos
estocasticos. Para ilustrar a versatilidade desta modelagem, mostra-se
no Apendice D que os resultados dos casos estudados permanecem identi
cos se um outro tipo de modelo estocastico € suposto, onde X e v sao

processos nao estacionarios tais que:

= 2
| E[x(t) x(t+4)] dt = 9% | exp(-AT) , no Ttem 3.4.2 ,
. ]
L cos(AT) , no Item 3.4.3 , (3.51)
(m CF2 r )
| Elv(t) v(e+s)] de = =X ! exp(-A T , no Ttem 3.4.2 ,
o ’\V 4

| cos(r,n , no Ttem 3.4.3 , (3.52)

Este tipo de modelo descreve bem fenomenos efemeros,

onde :

lim  E(x?(t)] = lim E(v?(t)] =0 , (3.353)

t—=+ 4 Lo+ @

e foi utilizado em Lopes (1984) para estudar o problema de suavizacao

de sinais nao periddicos no dominio da frequencia.
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A modelagem estocastica e adequada aos métodos de esti
macao de estados, conguanto exija uma quantidade grande de informacao
sobre os sinais (a rigor, todc o kernel de covariancia dos ruidos). A
modelagem por resolucdao é adequada aoc método de validacao cruzada e
sua principal caracteristica é que representa um conceito mais elemen
tar de descricao de sinais. Alem dissoc estes resultados sugerem, em
analogia ac teorema da amostragem, que em sinais relativamente pouco
correlacionados (isto é, B3 grande), a taxa de amostragem pode ser gran
de, enquanto que em sinais relativamente muito correlacionados (3 pe
queno) a resolucdo é grosseira e consequentemente a taxa de amostragem
equivalente & pequena, Estas conclusces servem de motivacac para o ca

pitulo seguinte.



CAPITULO 4

ESTIMAGAO ADAPTATIVA PELO METODO DAS MALBAS

4,1 — INTRODUCAOD

A dependencia linear entre as covaridncias do residuo e
dos ruidos nos modeles dinamico e de observagoes ja foi explorada no
Capitulo 2 para formular o estimador adaptativo projetado ali com base
em um modelo onde os ruidos sao brancos. De outro lado, no Capitulo 3
foi explorada a analogia entre as ideias de resolugac e de ruido
colorido. Estas idéias sao agora canalisadas para propor um estimador
adaptativo para sistemas onde os rufdos sao coloridos, utilizando um
tipo particular de modelo de ordem reduzida no qual os ruidos passam a
ser considerados brancos a partir da escolha apropriada da taxa de
amostragem. 0 procedimento € inspirado no metodo da walha reduzida
(Lopes, 1985) para estimar a variancia do rufdo em seéries temporais
escalares, cuja ideia basica consiste em comparar o residuo médio
quadratico de uma espécie de suavizacao da série temporal completa com
o de uma malha alternada desta serie., 0 algoritmo aqui proposto, além
de estimar as covariancias dos ruidos brancos, permite determinar o
limite de wvalidade do modelo com ruidos brancos em termos de taxa de

amostragem. 0 método representa a principal contribuicao do trabalho.

Na proxima secaoc é apresentadec um exemplo de sistema
onde os ruidos saoc coloridos para ilustrar o fate de que o modelo de
ruido branco aproxima bem o sistema ate uma certa taxa de amostragem,
conforme a idéia de resolucaoc do processo de observacao. Na terceira
secao, introduz-se o procedimento de estimacao adaptativa pelo método
das malhas, através de um sistema escalar ilustrativo. A formulacao
geral do método (incluinda sistemas nao lineares) é apresentada na

quarta secgao.

- 31 -
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4.2 - A QUESTAQ DA TAXA DE AMOSTRAGEM

Em aplicacoes praticas de estimacac de estados € usual
supor que as perturbagoes do sistema podem ser modeladas por ruidos
brancos (ou seja, gue o "modelo é branco'", em contraste com o ''modelo
colorido", para efeito de compactacao de nomenclatura). Sabe-se que,
em geral esta hipotese de trabalho infelizmente nao & correta., Se
fosse, bastaria aumentar a taxa de amostragem para reduzir ilimitada
mente a incerteza do estimador, ja que as covariancias dos ruidos sao
fixadas pelas 1incertezas de equipamentos sensores e perturbacgoes
ambientais que absolutamente nada variam com a taxa de amostragem. Na
realidade, entretanto, o modele branco pode ser considerado um caso
particular de modelo de ordem reduzida do sistema, cujo modelo real e
colorido. Para ilustrar as implicacoes desta aproximacac e verificar
suas condicoes de validade, e feito um estudo comparativo nesta segéo
entre as solugoes de estimadores baseados nos modelos branco e
colorido. 0 exemplo utilizado & bastante simples mas didatico no
sentido de permitir tirar conclusces qualitativas especialmente com

relacaoc 2 influencia da taxa de amostragem nos resultados da filtrg

gem.

4.2,1 - 0 FILTRC LINEAR CONTINUO-DISCRETO PARA O CASO DE RUIDO
ESTACIONARIO DE GAUSS-MARKOV DE PRIMEIRA ORDEM

Seja X{(t) um processo estocastico que representa o

estado de um sistema regidao pela seguinte equacao diferencial estocas

tica:
}i(t) = A X(t) + 3B W) |, X(to) = Xo (4.1}
WD) = <A WE) HE() . EE() ED] = Q d(e-D) 5 (4.2)
x eR” , w erl

onde A e B sao matrizes constantes; Aw e uma constante escalar

positiva; W(t)} e um ruido colorido, de Gauss-Markov de primeira ordem;
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e £ (t) ¢ um rufdo branco, nao tendencioso, de densidade espectral de

potencia Qc'

Seja Y{(t) um processo estacionario que representa o
vetor de observacoes do sistema, tal que:

T

Y(t) H X(t) + V(t) ; Y &R ; (4.3)

v(t) - AVV(E) + n{t) s E[r(t) n'(t)] = R, s{e=-1) y  {4.4)
onde B e uma matriz constante; Av e uma constante escalar positiva; V
¢ um ruido colorido de Gauss-Markov de primeira ordem: e n; é um ruido
branco naoc tendencioso e nao correlacionado com £ e nem com o estado

inicial ¥,, com matriz de densidade espectral de potencia Rb'

Define-se um estado estendido, Xe; um ruide estendido,

W : e as matrizes A B e H or:
’ e’ e’ Qe e P

e
A ne
Xe = (X' W' rv")? , X.e ER , 0, =0 +q+1, (4.3)
A qe
we= (C:' r\’)' s weeR y 4 =q+f . (4-6)
A B 0
\
A S 0 -A 1 0 ,
e W oq
R (4.7)
Y I 07"
.
e y
0 0 Ir (4.8)
- 4 0"
A c
Q = )
e
0 R (4.9)
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H = (H:0:1) , (4.10)
onde I.l representa a matriz identidade de ordem i e O revresenta

matriz nula de dimensdo adequada. Pode-se entdo reescrever as Equacades

4.1-4 assim:
X(t) =A X (e)y+B wi((t)y , E[W ()¥W'(1)] = Q &(t-1) , (4.11)
e e e e e e @ e
Y(ey =H X (t) , (4.12)
e e
que caracteriza um sistema com observacoes exatas. Utilizando a
notacao de Jazwinski (1970), as equacoes do filtro continuo-discreto
para este sistema sao dadas pelas seguintes etapas consecutivas de

propagacao e atualizacao:

a) Propagacao

X (e]k) =& (t-k) X (k|k) , ¢t
e e

A
=

(4.13)

Pe(t|k) b (t-k) B (k|k) &' (e=k) + T (t-k), (4.14)

onde a matriz de transicao de estados, ¢, e a matriz de ruido aditive

no estado, 7, sao dadas por:

¢ (c-k) = exp[%a(t-k)] . (4.13)
rt

F{c=k) = | P (t~1) %3 Qe B; ¢'(e-1) d T (4.186)
K

b) Atualizacio

L (ktl|k+1) = & (k+1]k) + G [Y(k+l) - H X (k+1|K)] , (4.17)
e e k+1 e e

P (ke | k1)

]
'
1
p]

H]1P (k#l|k) {L -G . H1'", (4.18)
e e n e

n k+1 k+1

e e

onde Gk é o ganho do filtro no processamento da k-ésima observacgao. ¥No

caso do filtro otimo, o ganho e o ganho de Kalman G*, dado por:
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= L] '
G . =B (k+llk) HY [H, P (k+1[k) H!] , (4.19)

e a covariancia da estimativa atualizada passa a ser:
= - 1* .
P (k1) = (L - G* | H) P (ktl|k) (4.20)

w1
e

A informacao a priori, dada por:

%, (o]0 K, (4.21)

P, (0|0)

P .22
ey (4.22)
serve para inicializar o processo de estimagao. Como Xe e por defini
cao um processo estacionario, a distribuicao marginal de Xe pode ser

tomada como informacao a priori para o filtro, ou seja:

'
]
ni=

COV[XE] = lim I'(t) . (4.27)

[alg gt el

Nesta secao serd estudado mais detalhadamente o caso
particular onde X{t) & um processo escalar diretamente observade (isto

e, H=1) e as constantes do sistema dadas por:
A=~ X , B =1 » A =5 s (6.24)

onde } e uma constante positiva. As matrizes ¢ e [ para este caso

podem ser obtidas analiticamente:

exp(-At) exp(—hvt) - exp{-xrt) 0 7]
o(t) = 0 exp(—kvt) 0 R
0 0 exp(-hvt) (4.25)
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l—exp(=2Ayt) - 2 l-exp[-(Ay+A)t + l-exp(-2rt)

“1 ](t) = 2 ’\v "\J‘,T + ;\ 2 A QC
' (L = A (4.26a)
l—exp(=2\yt) = l-exp[=-(Ay4+A)EL
- oo _ 24 AL+ A
D) =T, () = S o
v (4.26b)
inz(t) = l-exp(=23yt) Q. (4.26¢)
23,
Py 4(t) = l-exp(-2iye) R, (4.26d)
2%
v
.‘1,3(t) =Ty (t) = F2,3(t) = T3,2(t) =0 . (4.26e)

Das Fquacoes 4.23 e 4.26 verifica-se que a covariancia

marginal de Xe no exemplo considerado e dada por:

QC QC 0]
2)\AV(A + Av) 2 )\V(,\v+>\)
P = Q. e 0 :
e Y 9
m 2 )\v(f,‘.v-rf\) —AV
L ") 0 _EEL__
2 !
Vv

(4.27)

donde a solucao de regime permanente do filtro de Kalman para um

intervalo de discretizacao constante A = by " t tendendo a infinito
e tal que:
PX = lim P* (k\k)—z;\ N SN DY (4.28)
= = = " I - » .
max koo el,1 QC v v RC v
Jitas-]
A 2
g* = lim G* = —X p* . {(4.29)
max % k R max
et 1 c

Ao
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4.2.2 - SOLUGAO NO LIMITE CONTINUO: O FILTRO DE DEYST

As equacoes do filtro continue de Kalman nao se aplicam
para o caso de observacoes exatas, pois na expressao do ganho de
Kalman aparece explicitamente a inversa da matriz densidade espectral
de poténcia do ruido de observagao (ver Equagao 2.12)., A obtengao de
um estimador otimo para o sistema com observacao exata definido pelas
Equacoes 4.11 e 4,12 no limite 2 ~0, ou seja, quando as observacoes sao
processadas continuamente, e portante um problema especial. Sua
solucao é dada pelo filtro de Deyst (Maybeck, 1979). Para sistemas
invariantes no tempo, a matriz de covariancia do erro de estimacao

deste filtro obedece a seguinte equagao diferencial nao linear:
fle (tle) = A 2 (c|t) + B (tfe) al +3_ Q, B, +
- [p, (t]t) AL+ B, Q BLID [A, P (cle) + B, Q, Bl . (4.30)
onde a matriz 0 é& definida por:
D=H] [H, B, Q B} Hé]—l H, - (4.31)

A Equagéo 4,30 possui a forma de uma equagéo de Riceati,
cuja solucao pode ser decomposta num produto de matrizes [Maybeck,
1979]:

P (cle) = ILi(r) ¥R, (4.32)
onde ] ey sao particoes quadradas da matriz = :

== {11" s ¥")!' ) (4.33)

a qual obedece a uma equacao diferencial linear:



_ 88 -

1}

S(e) =H = (e) T(te)

f P (t3lt)
I e

]

In . (4.34)
e

|
v ()
L 0

Pode~se verificar por substituicac direta que as Equagoes 4.32-34

satisfazem a Equacao 4.30 para H definida por:

—_ ' - B' ]
A [In Be Qe Be Dl Ae [In Be Q, e ]Be Qe Be
H= ¢ ¢ :
A' A -A{I_-0BQ B'] (4.35)
e’ n ee e
e
A matriz § € hamiltoniana, pois satisfaz a relacao

[Laub, 1979]:

]

ne-

QHR™Y = -H L0 |
i
F1n 0 | (4.36)

e portanto possui a seguinte propriedade: se Ui e auto-vetor deH e <5
seu auto-valor correspondente, entéoi{j=S?Vié auto-vetor de H' e Kj =

- k. seu auto-valor correspondente. Isto pode ser facilmente comprovado
L

assim:

HY, = «, V. | (4.37)
donde, substituindo V. por Q-lui:

HE ™t U =« Q! u, (4.38)

Pre-multiplicando a Equacao 4.38 por (J e substituinde a Equacdo 4.36

no resultado, demonstra-se a propriedade:

H' U, = - «. U, . (4.39)
] 11
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Ima consequencia imediata desta propriedade € que ou H é
nula ou possul auto-valores positivos e negativos, donde o sistema
regido pela Equacao 4.34 naoc é estavel (o que nao impede a Equagao de
Riccati 4.30 de ser estavel!}. Alem disso, se ¢ for singular entao o
auto-valor nulo sera multiplo, ¢ que pode representar uma complicacao
adicional 2 solugao do problema. Ainda assim, a decomposicac de
Pe(tIt) conforme a Equagao 4.32 e 1atil para calcular sua solugao de

regime permanente, como Se mostra a seguir.

No caso particular do exemplo estudado nesta secao, a

matriz e dada por:

-3 1 0 0 0 0
0 -iy, 0 0 Q, 0
)\ -1 0 0 0 0
H= , (4.40)
2 - v o S ) -
A /RC MROAAR. A 0 A
--,\/Rc 1/RC -AV/RC ~1 Av 1
AA /R =3 /R A*/R 0 0 0
) v C v C v C

Os auto-valores e auto-vetores desta matriz foram calculados algebri
camente e encontram-se na Tabela 4.1. Como a matriz H possui um auto-

valor duplo, a solucao da Equacao 4.34 é dada por:

Z(e) = {p Vo U (t-ty) + K+ | v u) exp[K, (t-t1) ]

1=0

={tg) . (4.41)

onde: K & uma matriz constante, cujo valor deve satisfazer a Equacéo

4.41 em t=ty , qualquer que seja =Z(tg), 0 que implica em:

K=1_ - } Vul wun™ (46.42)

o 11 11
e 1=



e p & uma constante escalar calculada a seguir. Substituindo a Equacao
4.41 e sua derivada temporal na Equacao 4.34 e lembrando da Relacao

4.37, conclul-se que:

pVolly = HK . (4,43)
0 valor de pp pode ser obtide pré-multiplicando ambos os lados da
Equacgao 4.43 por V' e pos-multiplicande por U ,tendo em mente que
U=l s

po= VEH K Uy (V) Vo) 7 . (4.44)

Das Equacoes 4.41 e 4.33, fazendo uso da regra de

r

L'Hospital, obtem-se os seguintes limites:

Lim KOy [l (o) ]+ Vig [KUiE(Eo)(ViUi)‘l]
E+oo  t-ty i L par
lim exp [Ki(t—tg)] , {(4.45)
Lo
tim 2 o v (s 2]+ 0V, IS (e VILD T
: i L 1 1
t-+o Lty ¥ 1 par 4
lim exp [Ki(t—ta)] . (4.46)
t-rom

onde os indices 7 e ¥ indicam as particoes dos vetares correspondentes
respectivamente aas tres primeiros e aos tres ultimos elementos deUi .
Pos-multiplicando ambos os lados da Equagao 4.32 por ¥(t)/(t-tg ),
passando ac 1limite t-+w e substituindo as Equacoes 4.45 e 4.46 no

resultado, verifica-se que:

Lim ( (cle)Vo ~ Vo T[pU3=Cead] + §  [2 (z]0) ui? - uiy

U T i par

(K.U'S(to)] (V! U.)7" expir(t-tod] = 0 . (4.47)
1 1 1
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TABELA 4.1

AUTQO-VALQRES E AUTO-VETORES DA MATRIZ H DO FILTRO DE DEYST
PARA SISTEMAS COM RUIDOS DE GAUSS-MARKOQV

0 1 2 3 4
T —— o7
;10 =X, a Ky YAS - Q /R,
_
0 1 | 1 1 1
0 A=h A+A A=K A+K L
v v
0 -1 -1 -1 -1
2 2
1 0 i 0 A L. TP S S A
R kKu A Ky R Ky A= Ky
0 | 0 20wr )Y | (hcy) AvSe Gacy)  Dw<s
Q. Q. Q,
A\i’ A (lv
1 0 -2 < —L (}_-Ku) - (L +Kky)
v
R, R Ky R Ku
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Dado que [! 3 exp(x2t) ; exp(Kut)] sao funcoes linear
mente independentes e que a solucao Pe(t|t) em regime permanente
independe de Pe(to|to), entao a condicac necessaria e suficiente para

a Equacac 4.47 ser valida é:

m B o(ele) [y fv, cve 1= lyy vy, :ve 10 - (4.48)

= v y W I T I

Resoclvendo este sistema linear para os valores de da

dos na Tabela 4.1, encontra-se finalmente:

lim P (t]t) = Q t LI (4.49)
e 51,1 (1, < ) 2, hexy-

lif=>

que representa a covariancia do erro da melhor estimativa possivel do

estado escalar X em regime permanente para o sistema considerado.

4.2.3 - SOLUCAO PARA O MODELO BRANCO

Se no exemplo analisado nesta secao os ruidos escalares

w e v fossem considerados brancos, isto &, se:
E[w(t) w(t)] = Q &(t-T) ) (4.50)
E[v(t.)v(t.}] =R &, . , (4.51)
L J 1-)

enctao a variancia do erro de estimacaoc do filtro de Kalman em regime

permanente seria dada por:

P =¢g R . (4.52)
onde o 1indice inferior p indica que se trata de uma pseudo-grandeza,
no sentide de que o modelo branco utilizado nac e correto. 0 assim

chamado pseudo-ganho de Kalman é, no regime permanente, dado por:

g = T(1=3"4vQ/R) + 40%Q/a1 72 = (l=oBv@/R)} / (205 . (4.53)
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onde:
A
P = exp(- ALY s (4.54)
v o= [1 - exp(=2)\A)] / (2N . (4.55)
No caso limite A+, verifica-se que:

P S 1im P = [(2A/Q) + (1/R}}7Y , (4.56)
pmax e P

g $ lin g = F /R (4.57)
pmax A-reo Phax

Comparando as Equacoes 4.56 e 4,28 verifica~se que a condigao de
equivalencia entre Q. e Q para que os modelos estacionarios branco e

colorido possuam a mesma distribuicaoc marginal é dada por:

3
|

=Qo/ Ay Giy + A)] , (4.58)

==}
|

= Re [ (Dhy) . (4.59)

Embora as FEquacoes 4.58 e 4.59 garantam a equivaléncia
dos modelos branco e colorido no limite &7, o mesmo nac ocorre para
qualquer A . De fato, conforme & se aproxima de zero, mantendo-se
validas as equacoes 4.58 e 4.59, a verdadeira covariancia do erro de
estimacao quando se supoe o modelo branco no calculo do ganho diverge
da pseudo-covariancia. FEsta covariancia verdadeira, denotada por Bv'
pode ser c¢alculada fazendo a primeira cowmponente do ganho no modelo

colorido igual ao pseudo-ganho e anulando as demais na Equagao 4.18.

4.2.4 - ANALISE DO EFEITO DA TAXA DE AMOSTRAGEM NOS FILTROS COM
MODELOS BRANCO E COLORIDO

As expressoes obtidas nos itens anteriores desta secao
foram implementadas em computador digital e resultados numericos foram

obtidos para alguns conjuntos representativos de parametros A,AV s, R

c
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e Q escolhidos por um criterio especificado mais adiante neste item.
As Figuras 4.1-6 mostram a incerteza relativa e o ganhe do filtro em
funcdao dos seguintes parametros adimensionais: intervalo de discretiza
¢ao normalizado, E; incerteza marginal relativa, S, e cor relativa do

ruido, 5, definidos por:

A Saa (4.60)

28, /P = JIR. 251+ B)) (4.61)

“m e r = Q/IRe 7 ’ ’

1,1

P

2 S, (4.62)
onde P. representa a variancia do erro do estimader trivial ;t: v

& |
Pt = Peﬂ3 3 = RC / (2"\\7) . (4.63}

0 intervalo de discretizacao normalizado mede o tempo entre atuali
zagoes do filtro em unidades de constantes de tempo do sistema. A
incerteza marginal € da uma medida relativa da precisao da estimativa
a priori baseada no fato de que o sistema é estacionaric {(ver Equacao
4.23), em comparacac com a precisao das observagoes. Valores pequenos
de N indicam que instantancamente o modelo dinamico retem mais infor
macac sobre o estado que as observagées e vice-versa. A cor relativa
do ruido determina a taxa de decaimento da correlacao do ruido., Se =
se aproxima de zero, o ruide tende a um erro tendencioso, pobre em
inovacoes, Se [ tende a infinito, o rtuido se torna brance, rico em

inovacoes.
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Fig. 4.1 - Desempenho do filtro de Kalman com modelo de ordem reduzida em
um sistema com ruidos de Gauss-Markov: caso 1.
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Nos graficos de incerteza aparecem tres tipos de curvas:
a pseudo-incerteza, Ep ; a incerteza verdadeira, g, »ea incerteza
otima, €% . Nos graficos de ganho, deis tipos de curvas sac contrapos
tos: o pseudo~ganho, g; : e o ganho otimo g* . A pseudo-incerteza &

definida matematicamente por:

[

Lim [P (k[x) / P.] : (4.64)
e pes

e representa a incerteza prevista pelo filtro de Kalman em regime
permanente quando se aproxima o sistema pele meodelo branco. O pseudo-
ganho & o ganho de Kalman em regime permanente para este caso. A
incerteza verdadeira e aquela calculada com base no modelo colorido
quando se projeta o ganho do filtro de Kalman com base ne modelo

branco em regime permanente:

ne=

. -1
lim [Pt a

P [k|k]| G, = (gF:0:0)'] . {4.65)
k-roa 1,1 al & P

A incerteza dtima é aquela prevista pelo filtro de Kalman baseado no

modelo colorido em regime permanente:

e

ex?

lim [P*  (k|k) / P_] . (4.66)
e t
ko 11
enquanto que o ganho otimo refere-se a primeira componente do ganho de

Kalman em regime permanente neste caso:

g% = lim 6% (4.67)
ko0 k

com G dado pela Equagao 4.19.

A luz destas definigoes, as Figuras 4,1-6 evidenciam
alguns fatos relacionados a seguir, que poderiam ser considerados
elementares, ou intuitivamente previsiveis, mas que elucidam objetiva
mente a questao das condicoes de validade do modelo branco na presenca

de ruidos coleridos.
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0 primeiro fato notado e que a pseudo-incerteza cai
assintoticamente a zero com a reducae do intervale de amostragem.
Acima de wum certo intervalo de discretizacido critico, A* , este compor
tamento e compativel com a incerteza real e € praticamente igual a
incerteza 6tima, o que torna o modelo branco valido nesta regiao.
Entretanto, para A<A% a pseudo-incerteza se torna ilusoriamente menor
que a incerteza otima, o que leva o pseudo-ganho a um valor menor que
o ganho otimo. Com isto o filtro se fecha para novas informacoes e
consequentemente a 1incerteza real aumenta, caracterizando wuma diveg

gencia limitada.

Em tedos os casos examinados (ver Figuras 4.1-6)}, o
intervalo de discretizacac critico A* ficou sistematicamente um pouco
acima da constante de tempo do ruldo colorido, independentemente do

valer de £ :
m
1< B A® <3 (4.68)

Isto significa que nao adianta aumentar a taxa de amostragem das obser
vagoes além da faixa de frequencias do ruido. Considerando £ como a
resolucao do processo de observacoes, este resultade corrobora a nocao
desenvolvida no <capitulo anterior de que um ruido colorido pode ser
alternativamente caracterizado pela resolucac do sinal observado. De
fato, a incerteza obtida pelo modelo branco comA=A*¢ praticamente
igual a 1incerteza otima do bem mais sofisticado filtro de Deyst, onde
o modelo coleorido é considerado e a totalidade da informacac contida
no processo de observacao & extraida. Ou seja, na pratica e inutil

tentar discernir fragmentos internos a um grao.

Para usufruir ac maximo da relativa simplicidade do
modelo branco em uma aplicacao pratica € portanto necessario determi
nar A*, Conforme se mostra na secao seguinte,‘determinar a resolucao
da observacgao nao s6 é uma tarefa viavel como bem mais simples do que,
por exemplo, estimar o ‘'kernmel” de covariancia dos ruidos num caso

generico.
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Neste pontoe convem fazer uma ressalva para o fato de que
numa aplicacac seria possivel utilizar A<4* e ainda assim evitar a
divergencia do filtro através de tecnicas adaptativas, Neste caso,
valores artificialmente elevados de Q efou reduzides de R seriam
ajustados para aumentar o pseudo-ganho. Entretanto, a incerteza verda
deira evidentemente jamais podera ser menor que a incerteza otima
(como bem se pode notar em todos os exemplos apresentados), o que
significa que com este expediente apenas se conseguiria aumentar
inutiimente a carga computacional do processamento em comparacac com o©
caso & = A*{desde que se possa determinar £*). Um inconveniente adicio
nal em se super-estimar o valor de Q e que 1isto pode levar a
distorcoes nos modelos de propagacao de incertezas por periodos

maiores que &,

E tambem oportuno salientar que estes problemas nao
devem ser atribuidos propriamente a deficiencias dos estimadores
adaptativos, cuia funcao primordial & evitar a divergéncia, pois isto
eles o fazem com sucesso. Nao obstante, se os ruidos no estado e nas
observacoes podem ser interpretados como distdrbios imprevisiveis, de
origem fisica, no ambiente do sistema e em seus elementos sensores,
entao, em principio, suas coriancias nada tem a ver com a taxa em que
as observacoes sao eventualmente processadas em algum filtro. O ponto
basico que esta sendo questionado aqui e o uso (talvez abuso) de
estimadores adaptativos para solucionar um problema que basicamente se
deve a escolha inadequadamente alta da taxa de amostragem, alterando
artificialmente a covariancia dos ruidos (com consequencias desfavora
veis), quando simplesmente manter A>4% ganaria a dificuldade, Havendo,
por algum motivo, real necessidade de estimativas com taxa de amostra
gem superior, a idéia aqui defendida nao impde restricdes a isto,
desde que se mantenha o calculo do ganho e da covariancia do estimador

com base em A=Y,

0 segundc aspecto a ser destacade refere-se a qualidade
dos resultados, no que se refere a eficiencia do filtro em termos de

precisao obtida. Tres situacoes diferentes podem ocorrer conforme
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indica a Tabela 4.2, em funcao da relevancia da filtragem e da
relevancia do uso de A=A* na precisao dos resultados. Para esclarecer

melhor este ponto definem~se a incerteza maxima, Emax’ e a incertaza

de D t, :
e Devys Ed

- b q1im & _ g2 S2 31

Cnax - iﬂ) #(A) € (L + & ) , (4.69)

gy = lime*(a) = € (1 +B) [L+ 28/ (1+K9] / (B+E4), (4.70)
A0

Q
o]
[a9)
1+
A
r
m

definido por:

Fohka/h= /1 e o [1+53(1+B)]1/2 (4.71)
2 Jot3
AR

A idéia aqui utilizada considera irrelevante a filtragem

e

sempre que a incerteza da estimativa nao e significativamente melhor
que a das observagoes, isto &, quando Edzl, 0 que corresponde ac caso
A (ver Tigura 4.1). Nao ha ai portanto qualquer proveito no usc de um
filtro. A outra idéia utilizada na estruturacao dos casos da Tabela
4.2 considera que mesmo se a filtragem produzir uma sensivel melhora
na precisao, porém tal se deva apenas a informacaoc a priori (marginal)
Xo =0, isto &, se €4 €nax 1> entao o uso de A=A* & irrelevante. Esta
situacdo é representada pelo caso B {ver as Figuras 4.2-3) e constitui
uma espécie trivial de filtragem. Neste contexto € que o interesse
deste trabalho se volta especialmente para o caso C, onde a obtencao
de niveis de incerteza substancialmente melhores que o trivial depende

da escolha apropriada de & (ver as Figuras 4.4-6).

0 critério de escolha dos parametros €. e B para as
Figuras 4.1-6 foi o de varrer as diferentes configuracoes possiveis,
visando explorar as relacoes qualitativas existentes. A Figura 4.7

- A -
mostra um grafico do comportamento de €, e dev =Ed/Emax em fungao de

d
Em e 8, que mapeia esquematicamente todos os tipos de configuracao. 0
objetiveo desta figura €, portanto facilitar a interpretacao das
anteriores. Nela podem-se ver bolas cujos numeros estao associados aos

casos das Figuras 4.1-6 e as coordenadas a seus parametros.
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TABELA 4,2

CLASSIFICACAC DAS CONFIGURACOES DOS PARAMETROS DE UM SISTEMA

EM TERMOS DO DESEMPENHO DO FILTRO DE KALMAN

LEVANDO EM CONTA A TAXA DE AMOSTRAGEM

Filtragem

Irrelevante
Uso de A%

Relevante

Caso A

Irrelevante (Figura &.1)

Casc B
(Figura 4.,2-3)

Relevante | = —————-

Caso C

(Flgura 4,4-6)

—_
Lew ]
[ s

T T 1T [ &7 T

"“
A
i

! { 3/ “\\ Y

N e
f SN UL

N
N N
\\ N

| |

10_1i I LIl 1 LI ] hh

109" 10! 102 103 404
Cor relativa do ruido 8

4,7 - Mapeamento dos parametros do sistema com ruidos de
Markov quanto ao desempenho do filtro de Kalman,
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Para tracar o referido grafico, utilizaram-se as seguin

tes relacoes, obtidas a partir das Equag&es 4.69-71:

g = E; (1—vH O+ w1+v2£2max')/(v252max)]2, (4.72)
ST s LS I (4.73)

A Figura 4.1 exemplifica o tipo de configuracao onde a
informacaoc a priori é relativamente pobre e os ruidos sao coloridos a
tal ponto que o modelo dinamico nao consegue extrair do passado infor
macac adicional sobre o presente. Assim, a incerteza na estimativa &
praticamente igual a da observacao (gd; y 1),
escolha do intervalo de amostragem como a propria filtragem sao

n

e porisso tanto a

irrelevantes. Nas Figuras 4.2-3 a situacao dos ruidos permanece como
no caso anterior, mas a informacao a priori € gradativamente enrique
cida. Sao casos onde a filtragem & relevante mas nao a escolha do
intervalo de discretizacao (gd<1,vz 1). Estes tres primeiros casos nao

sao de interesse para a aplicacaoc do método proposto nmeste capitulo.

A Figura 4.4 mostra um caso onde a informacao a priori
nao é significativa em comparacao com a da observagao instantanea mas
os ruidos nao saoc muito correlacionados no tempo de modo que a
dinamica consegue suprir o presente de informacoes redundantes passa
das. Dai tanto a filtragem quanto a escolha do intervalo de discreti
zacao tornam—-se relevantes (gd< 1, v« 1), O caso seguinte, mostrado na
Figura 4.5, representa 2 melhoria na precisao da filtragem devido
apenas ao incremento na qualidade da informacao a priori (gd<<1,v <1).
A escolha de A & tambeém relevante e a filtragem apresenta excelentes

resultados.

Finalmente, a Figura 4.6 mostra o caso de maior
interesse para o uso de um procedimento de escolha do A adequado. Os
ruidos sendo quase brancos fazem com que grande redundancia de infor
magao sobre o presente seja obtida de observacoes passadas através da

dinamica. Com 1sso, obtém-se gd<<1 ev <«<l, Neste caso & notorio que o
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uso de  AfA% em um filtro baseado no modelo branco acarretaria uma

perda significativa de precisac na estimativa.

De modo geral, quanto mais brancos forem os ruidos, para
uma incerteza marginal fixa, mails relevantes saoc a escolha da taxa de
amostragem e o ganho de precisao obtido pela filtragem. Por outro
lado, mantendo fixa a cor dos ruidos, a relevancia da filtragem sera
maior quanto menor for a incerteza marginal. Poréem a relevancia da
escolha da taxa de amostragem cresce até atingir um maximo quando a
incerteza marginal € da mesma ordem que a da observacao instantanea, e

depois passa a diminuir.

Em termos conceituais estes fatos observados podem ser
interpretados assim: quanto menos correlacionados ne tempe forem os
ruidos, para uma incerteza marginal fixa, mais informacao redundante
sobre o estado presente ¢é extraida das observacoes passadas pelo
modelo dinamico até a frequencia de amostragem ser da ordem da
frequéncia de corte dos ruidos. A partir dai, o filtro satura e a
incerteza da estimativa nao pode mais melhorar. Ji a acdo da incerteza
marginal contribui sempre para reduzir a incerteza da estimativa,
porém esta influencia é preponderante sobre a informagao acumulada
pela dinamica apenas enquanto & grande em relacao a incerteza da
observacao instantanea. Quando esta relacao se inverte, o efeito de
reducao da incerteza passa a ser preponderante sobre a 1incerteza

trivial, tendendo assim a reduzir a relevancia de uma escolha adequada

de &,

4.2.5 - EXTENSAO DA ANALISE PARA O CASO DE DINAMICA COM RUTDO BRANCO

Embora o exemplo particular estudado nesta secao tenha
perimtido tirar conclusoces qualitativas sobre as condigoes de validade
da aproximacao de um modelo verdadeiroe (coloride) por um modelo
reduzido {(branco) e do papel da escolha da taxa de amostragem nesta
questao, nao se pode garantir ate que ponto estas conclusoes sao de
carater geral no problema de estimacao de estados. Por outro lado, o

estudo deste problema para o filtro estendido de Kalman no caso geral



- 108 -~

onde o estado e as ohbservacoes sao vetoriais, o sistema é nao linear e
¢ arbitrario o '"kernel" de covariancia dos ruidos, atinge uma ampli
tude muito alem dos objetivos deste trabalho. Ainda assim, visando dar
alguma nocao do grau de gemeralidade das conclusces do item anterior,
apresenta-se neste item uma extensao daquela analise para o caso onde

o ruido dinamico & branco e apenas o ruido de observacao é colorido.

Neste caso, as matrizes ¢,I e P sao dadas por:

ey
[ exp(-At) 0 ]
2 () = S (4.74)
0 exp(- t)]
v 4
"[1 - exp(=2Ae)] Q / (2A) 0 T
r(e) = ,
0 [1 - exp(~2) )] R/ (2) ) (4.75)
v c v’
fQ / (20 0 A
P = ‘ , (4.76)
€q
L 0 R/ (23 )
v')
donde a incerteza marginal € dada por:
2
e, = B Q/Rc (4.77)

A matriz H para o calculo da incerteza de Deyst e dada

por:

-AR A Q R Q -R Q
C v [ad C
AR -1 Q -R Q R Q
cC v C C
H= (R_+ Q) ,

2 A M AR -AR
v C [

X Az - Q A Q (4.78)

- v v v v -
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e seus auto-valores e auto-vetores estao dados na Tabela 4.3. A partir
destes dados e lembrando que, analogamente a Equacao 4.48, Pg(t‘t) é

tal que:

lim Pe(e(t) [Ve V2 1 = [Vo V2 1 (4.79)
fowm W v 1 i

pode-se obter:

Pd = (_\.‘l {:1 + z\-‘l + l [1 P } T (4.80)
“R K2 = Q Ka= -
donde :
P ’)cz
2 =d = e (4.81)
d Po 1+ e & V1487
m m
Lembrando que\J=€d/EmaX, e dado que:
2
¢ 2 _ £ {4.82)
max 2
1 + €
m
segue da Equacao 4.81 que:
vl o= 2 (1 + ef) . (4.83)

2 ! A2
1+£° + v i+kE
m m

Das Eguacoes 4.80-83 deduzem~-se as seguintes expressoes

analiticas que relacicnam €, € B para £4 constante e para V constante:

1 +__§L[.3___l. ]
e . ef j1 -1 : :
S T s o (4.84)
L "d ‘
- 72

G = C 4+ vy C - l y (4.85)
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onde:
c =2 v (g +& W 1)+, (4.86)
m m

Das Equacoes 4.80, 4.81 e 4.83 percebe-se que a curva de €4 constante

e simétrica em relacao ao eixo € em um grafico di-log, e a curva de v

constante & simétrica em relacao aos eixos €, € £, ou seja:

-1
Ed(B,em) €4 (B ,Em) R (4.87)

vBse ) =v@ e ) =v B b ) =u B et ) (4.88)
m m m m

A Figura 4.8 mostra o mapeamento das diferentes configu
racoes em funcao dos parametros [ e €. analogamente ao que fol feito
para o caso anterior. Verifica-se uma acentuada semelhanca entre os
dois casos analisados para R>1. Isto alias e uma simples consequencia
do fato de que quando o ruido colorido tende a ser branco, a diferenga
entre os dois casos desaparece., Por outro lado, para R<1, ocorre uma
diferenca qualitativa, Devido a simetria em relacao ao eixo Em’ surgem
regioes onde a escolha da taxa de amostragem é relevante quando R<<1,
ao contrario do caso anterior. Esta interessante ocorrencia se explica
pele simples fate de que neste caso, 0S processos Vv e X sao ambos
estacionarios de Gauss-Markov e de mesma ordem. Visto que se observa
apenas a soma exata destes dois processos o sistema caracterizado
pelas constantes A e Av fica virtualmente indistinguivel daquele em
que se trocam )\ por Av e/ou Q por Rc' Qutra peculiaridade notada e que
se Av = i (donde R=1) entao o sistema deixa de ser observavel e a incer
teza entra em regime permanente tao logo a primeira observacao tenha
sido processada. Portanto, o desempenho do filtro fica independente da
taxa de amostragem e Ed = Emax » ou seja v=l para qualquer valor de

incerteza marginal & . Esta situacao se caracteriza pela ausencia de
m

contraste entre as cores do ruido e de estado.
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TABELA 4.3

AUTO-VALORES E AUTO-VETORES DA MATRIZ H DO FILTRO DE DEYST
PARA SISTEMA COM BUIDO BRANCO E DE GAUSS-MARKOV

|
i Q ’ 1 2
| z 7 —
< 0 | ~ 3 AR+ 220/ (R + Q)
J
o -1 -1
|
0 1 i
V. - - _
oo _L’I__A_‘ _L'HL
Q - k2= Q - Kz =~ J
. L1 - iﬁf gL A
1
Be 2 - ' R = Ko =
|
3,95 03 055 0,5 05
10t T T T T TT T T T

T1TTrTIrn

Incerteza marginal g,
2
Ty
A
<
l‘llllll 1 i IJ.‘

%

10-151__4 RS R b eSOl N
10° 10* 102 103 104 103
Cor relativa do ruido g

Fig. 4.8 - Mapeamento dos parametros do sistema com ruido de Gauss-Markov
na observac¢ao e ruido branco no estado, quanto ao  desempenho
do filtro de Kalman,
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4,3 — INTRODUGCAOD AOQ METODC DAS MALHAS

Conforme exemplificado na secao anterior, o modelo
branco funciona bem ate uma certa taxa de amostragem da ordem da
frequéncia de corte do ruido de observacac. Entretanto, a funcao densi
dade espectral de potéencia do rufido nao é geralmente conhecida em
aplicacoes praticas. Por esta razao, a determinacac da maxima taxa de
amostragem toleravel para o uso de modelo branco deve se basear em
algum outro tipo de informacac. Nesta secao sera analisado o efeito da
taxa de amostragem na covariancia do residuo para um exemplo com esta
do escalar diretamente observado, analogo ao estudado na secao anteri
or. A finalidade disto € mostrar que a analise de residuo torna possi
vel nao somente estimar a variancia de cada ruido do modelo branco
equivalente como ainda detetar o limite maximo de validade deste

modelo gquanto a taxa de amostragem.

4.3.1 - ANALISE DE RESIDUO

Sejam um processo estocastico escalar x(t) e sua obser

vagao y(t) modeladas por:

x(t) = —Ax(t) + w(t) , x(ty) = x5 , (4.89)

x(t) + v(t) , {(4.90)

1

y(t)

onde A € uma constante positiva, X € ¢ estado no instante inicial tys
e w(t) e v(t) sdao processos estaciondrios de Gauss-Markov de primeira

ordem, caracterizados por:

Efw(t) w(t+5)] = Q  exp(-A | 4|)
c W

=1 G+ a0 Qexp(=x |8, (4.91)
2 W w
E[v(t) v(t+8)] = Re exp(-A_|4])
22
v
= R exp(=A | 4]) . (4.92)
v
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onde: kw e Rv sao constantes positivas; Q e a densidade espectral de
potencia da ruido branco equivalente (Aw+ = }); e R & a variancia da
sequencia branca equivalente (AV+ @ )} para o caso continuo-discreto,

Discretizando o sistema para a aplicacao do filtro continuo-discrete,

obtém-se:
X, =9 X + W, , (4.93)
Ve = R TV , (4.94)
onde W, e v s3a0 sequencias gaussianas nao tendenciosas caracterizadas
por:
At
y 1k
W, 4 J exp[=A(t, =7) ] w(1) dr ) (4.95)
Fk-1
a
vy v(tk) ; (4.96)
e Mk
E[wkwi] = Jt Jt exp[-a(tk+ti—T-T )1 (XW+A) Q
k-1 "k-1
_n o [ .
exp| AwlT T ‘] dt' dr
= Q¥ , se k = 1 .
|
‘ |i-k|
1-k -
\Q Yo & , se k*® i ) (4.97)
~ -1
E[vkvi] =R b , (4.98)
onde ¢,v, Yo s @ e b sao dados respectivamente por:
$ = exp(-Ad) , (4.99)
Yo =y g @-¢) /OG-, (4.100)
o=l cicaey (v-6ay 0 - Ay, (4.101)

2
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=1
I

exp(-KwA) . (4.102)

o
]

exp(=3 0) (4.107)
e o intervalo fixo de discretizacao 2 e o parametro Y sao dados por:
(4.104)

(1 - 95 /7 @2 . (4.105)

—
"

O filtro continuo discreto a ganhe constante para este

sistema € dado por:
(k|k-1) = & R(k=-1|k=1) , ®(O|0) =&, , (4.106)

Z(klk) = 2(k|k-1) + ¢ B (4.107)

onde Xy € a estimativa a priori, g e o ganho constante e g €o resi

duo no instante tk:

6 =¥ - Xk k-1) . (4.108)

Definindo ¢ erro do estimador no instante tk com base

nas observagaes ate o instante ti:
.y A ~ .
fc(y1) = x(e) - (k|1 (4.109)

podem-se obter das Equacoes 4.93, 4.94 e 4.106-108:

te(klk=1) = ¢p x(k=1]k-1) +w_ (4.110)
px(klk) = ax(k|k=1) - g o (4.111)
p, = x(k[k=1) + v (4.112)

Eliminando Ax(k‘k—l) das Equagoes 4.[1!-112 resulta:
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o = [ox(k[k) + v 1/ (1 -8 . (4.113)

Substituindo as Equacoes 4.110 e 4.113 na Equacao 4.11]1 obtém-se:

Mx{k|k) = (1-g) [¢ Ax(k-1|k-1) + wl-gv . (4.114)

Em regime permanente tem-se:

k-1 .
px,, £ 1im px(k|k) = lim | [(1-g)¢]° [-g vi_H(l=g)w .1, (4.115)
P koo ko 720 -] k-]
p & E[Ax;] = 3 [(l-g)cb]zjl [g? R + (1-8)7% Q v,] +
j=0
w o1 . _ _
+2 7 7 (-] [g? R b7 (1-g)2 Q Y, A7, (4116
j=1 i=0

o0

D2 um E[pl] = {2+ R -2 7 [(l-g)eld g Rb) /-2, (4.117)
koo i=0

Resolvendo as somatdrias nas Equagoes 4.116-117 obtem-se:

P, = g RH(1-g")yo0Q + __2(1-g)¢ _g® b R+ (1-8)%veaQ | (4,118)
1-[(1-g)$]° 1-[(1-g)9]% 1-(1-g)gb  1-(1-2)¢a

L, = R+ %8 RivsQ + Y !(1—g)¢2-1 gbR+(l—g)YCaQ1.(a.ll9}
=[1-g))® 1=[(1-g)o1” I-(1-g)ob  1-(1-g)¢a

4.3.2 - ESTIMATIVA DAS VARIANCIAS DOS RUIDOS E DA TAXA DE AMOSTRAGEM
ADEQUADA PELO METODO DAS MALHAS

Os resultados obtidos ne item anterior consideram o caso
de modelo colorido. A covariancia prevista para o residuoc no caso de

modelo brance pode ser obtida como um caso particular daquelas
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expressoes, fazendo ) + = e Av*m no calculo de vyq, Yc’ aeb, e substi
W =

tuindo na Equacao 4.119, o que resulta em:

1°8 ] =R+ 0%g* R+ Q . (4.120)
R 1-[(1-g) 8]
A 200
W

Ainda segundo o modelo branco, no caso de nao serem processadas todas
as observacoes, mas apenas uma malha alternada de observacoes, a cova
riancia do res{duo em regime permanente seria dada pela expressao

analoga a Equagao 4.120, trocando A por 2A no calculo de ¢ e de v:

70(28) = R+ "8 R + 50 , (4.121)
1-[ (1-g)o?j*
onde:
1= (L= 97) /(2 (4.122)

Como a covariancia dos residuos pode ser estimada pela
covariancia amostral acumulada por um longo intervalo de tempo,
percebe-se que as Equacoes 4.120-121 servem para estimar R e Q caso o

modelo branco seja valido. Mais especificamente, tem-se:

R= {y [ 1-0"-gy L=y [1-0"(-gf )2} /e, (4.123)
0= 1+ 62(2e-D1 [ 1~ 8°(l-g)?] I,
S L1+ ¢t (2e-)] [ 1 - $i(l-g) P I} /e . (4.128)
onde ﬁ e 6 representam as estimativas de R e { respectivamente, e:
¢ & DL+ %] -y [ 1+ 8" (2-D] (4.125)
- A 2§ 2
L= — o} . (4.126)
2N k=1 ko+k
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=

N
] E -2 =2
2N k=1 kD-rzk 1 [t

=14
rr

(4.127)

onde k, e suficientemente grande de modo a garantir que o processo
tenha entrado em regime permanente. fl e 22 representam as variancias
amostrais do residuo para o filtro da malha completa e da malha alter
nada de observacoes, respectivamente. As duas parcelas na somatoria da
Equacaoc 4.127 representam o residuo quadratico nas malhas alternadas
impar e par. A Figura 4.9 ilustra o esquema de processamentco destas

malhas.

0Os estimadores ﬁ e é nao exigem o conhecimente dos
parametros Kw e Kv’ porem envolvem dois tipos de erros. 0 primeiro
refere-se ao erro na estimativa da covariancia dos residuos, que
diminui quando o tamanho da amostra, N, aumenta. O segundo se deve a
incorrecao no modelo dos ruidos, e diminui quande & aumenta. Pode-se

verificar que:

limR =R (4.128)
N0

Ao

lim Q = Q . (4.129)
N-»roo

Ao

Na pratica, o primeiro tipo de erro pode ser contornado
utilizando um valor de N grande o suficiente para que il e iz se esta
bilizem, Quanto ao segunde tipo de erros, as Figuras 4.10-15 mosgtram a
sua evolugaec em funcac de & para casos correspondentes aqueles anali
sados na secao anterior. Estes resultados mostram que para frequéncias
amostrais maiores que a frequéncia de corte do ruido de observacao as
estimativas R e 6 divergem, enquanto que para frequencias menores as
estimativas ficam proximas dos valores reais R e Q. Isto confirma os
resultados obtidos na secao anterior. Além disso estas figuras mostram
o desempenho comparativo dos filtros otimo, verdadeiro e "pseudo', bem
como seus ganhos, analogamente as Figuras &.1-6. Naquelas figuras,

entretanto, os valores de R e de Q utilizados no cdlculo do pseudo-
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ganho e da pseudo-incerteza eram os corretos, enquanto que nestas,
foram utilizados os valores estimados. Por esta razao apenas o ganho
otimo e a incerteza otima coincidem nos dois conjuntos de figuras,
pois embora o calculo da incerteza verdadeira se baseie sempre nos

valores corretos de R e (, os pseudo-ganhos de Kalman sao diferentes.

A Figura 4.16 mostra resultados de simulacac para um
sistema corrompide por ruidos brancos. As Figuras 4,17-19 mostram
resultados semelhantes obtidos pelos estimadores adaptativos relacio
nados no item 1.3.6, descritos por Mehra (1967)., Comparando estes
resultados com aqueles verifica-se que o metodo das malhas apresentou

desempenho semelhante ao dos demais metodos.

De modo geral, os resultados apresentados neste item
sugerem que o método das malhas, além de ser uma alternativa valida
para estimar as covariancias dos ruidos no estado e nas observacoes,
serve também para determinar o valor minimo toleravel de A para o uso
de um modelo branco. Enquanto o intervalo entre observacoes nao fere a
hipotese de modelo branco Q e R sao bem estimados e o desempenho do
filtro é equivalente ao do filtro otimo. A partir de um certo A=A%,
entretanto, o aumento da taxa de amostragem fica incompativel com o
modelo de ruido branco, acarretando a divergencia do pseudo-filtro e,
consequentemente, das estimativas R e 6 e do filtro adaptativo come um
tode. Alem disso, justamente por ser A% a resolucao do sistema, pouca
precisao é perdida em relacao ao filtro de Deyst, onde o modelo é colo
rido e A+0. £ esta a idéia basica do procedimento de determinacao de

A* pelo metodo das malhas,



Malha Completa

‘ - L>
T

2 3 4 5 7 g ... 2k 2k+1
Malha Alternada Impar
S L
3 5 7 va. 2k+1 )
a Impar
i
Malha Alternada Par -
- e . . " . - L Ig Na)
2 4 6 8 ... 2k ) ’
a par
2 veeeees Funcao linear de R e Q
=&, D
Ea =2 Impar + Za par "T°° Fungao linear de R e Q

Fig. 4.9 - lisquema de processamento paralelo das obscrvacoes no método das malhas.
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4.4 - FORMULAGCAOQ DO METODO DAS MALHAS

Nesta secao, o método das malhas, introduzido na secgao
anterior por meio de um exemplo ilustrativo, e formalizado para aplica
cao no caso geral, O problema pratico a ser resolvide pelo método
proposto pode ser descrito como a seguir. Dado um sistema fisico e
medidas de grandezas relacionadas a este sistema, obtidas por equipa
mentos sensores, deseja-se obter uma estimativa do estado de um dade
sistema dinamico que represente este sistema fisico, utilizando o
filtro de Kalman. Em particular tem-se em mente aplicacoes onde a
dindmica & continua e as medidas, ou observacoes do estado, sao
discretas, tais come usualmente ocorre na area de mecanica orbital. Em
beneficio da simplicidade algoritmica e comum supor na modelagem
estocastica do sistema ruidos brancos no estado e nas observagoes.
Pode-se mostrar que em certos casos particulares de ruldos coloridos
esta simplificacaoc mnao altera as caracteristicas de estabilidade e
convergéncia do filtro (Souza and Fernandes, 1985). Nao obstante,
disturbios ambientais e interferéncias nao modeladas sao frequente
mente melhor representadas por ruidos coloridos. Além do impacto que
esta distorcao de modelagem acarreta, a propria faixa de incerteza
destes ruidos pode ser parcial ou mesmo totalmente desconhecida. O
objetivo do metodo das malhas e solucionar pois estes dois aspectos

especificos do problema em questao:

1) Estimar as matrizes de covariancia dos ruidos brances ro

estado e nas observacoes;

?) Detectar se a taxa de amostragem disponivel de observacoes é
compativel com o modelo de ruido branco utilizado e, caso nao
seja, determinar qual a maxima taxa de amostragem ainda compa

tivel com o referido modelo.

Embora o desenvolvimento inicial do metodo bem como o
calculo de seu desempenho tenham sido realizados até aqui com base em
analises de sistemas lineares e escalares, em principio o metodo

proposto pode ser ao menos formulado em termos mais gerais abrangendo
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sistemas vetoriais e nao lineares (utilizande neste caso o filtro
estendido de Kalman). & comprovacao pratica de sua eficacia neste caso
geral deve aguardar ainda resultados de futuros estudos aplicados.
Entretanto, no Capitulo 5 e feita uma breve aplicacéo para o case bi-
dimensional linear que fornece algum subsidio incentivador para esta

questéo.

A seguir, descrevem-se primeiramente o modelo dinamico e
de observacido, bem como as equacoes do filtro estendido de Kalman para
o caso continuo-discreto, mais usual em sistemas da mecanica orbital.
Depois, formula-se o estimador de covariancias dos ruidos brancos
equivalentes na dinamica e nas observacoes. Um esquema para a determi
nacao da taxa de amostragem adequada para o sistema é entao proposto.
Finalizando a secao sao comentados aspectos operacionais concernentes

a aplicacao do metodo.

4.4,1 - O FILTRO ESTENDIDO CONTINUO-DISCRETO DE KALMAN

. . N .
Considera-se um sistema cujo estado X(t) €R e um proceso
estocastico vetorial do qual sao conhecidas uma estimativa a priori

- . . - n
nao tendenciosa, Xo, e uma amostra sequencial de observacoes, [%JERJ

k=1,2,...], e cujo modelo de trabalho & descrito por:

N(t) = £[X(t),t] + B(t) W(t) , X(ty) =% , (4.130)
Y, o= h[X(tk),tk] + v, , (4.131)

onde: X¢ e uma variavel aleatoria vetorial gaussiana com esperanca o
e matriz de covariancia Po, que caracteriza o estado no instante
inicial te ; £ ¢é uma funcao vetorial do tempo e do estado, finita e
continua por trechos, em geral nao linear; h eé uma funcac vetorial do
tempo e do estado; WgR9é um ruido branco gaussiano e nao tendencioso;
e V e uma sequéencia gaussiana branca e nao tendenciosa; W e V nao
correlacionados entre si e mnem com o estado inicial, caracterizados

pelas seguintes estatisticas:



- 142 -

E[W(e) W'(1)] = Q&) &(t-1) s (

o~

Efvi, Vil =R 6, - (4

As equacoes do filtro estendido continuo-discreto de Kalman saa:

a) Inicializacao:

Xo > (4

X(0|0)

P(0|0) = Po (4

b) Propagacao de € ateée g,

"

R(tk-1) = £[RCelk=De] . t€ (e, 6 1 (4

i

P(t|k-1) = &(t,k=1) P(k-1]k-1) &' (t,k-1) + [ {t,k-1) , (4

.132)

.133)

.134)

.135)

.136)

.137)

onde © €& a matriz de transicao do sistema linearizado e [ € a contri

buicao acumulada do rufdo no estado desde o instante k-1:

 (t,k-1)

= FIX(t|k-1),t] @(e,k-1) ,  o(k-l,k-1) = I, (4
‘rC
I(t,k-1) = | #(t,T) B(t) Q(t) B'(r) ¢'"(t, 7y d1 (4
ko

e F & a matriz derivada parcial de f em relacao ao estado;

¢c) Atualizacao:

R(k[k) = X(k|k-1) + g o, (4

P(k|k)

(r, -6 B! PKlk-1) (I -G B +G R G , (&

.138)

.139)

. 140)

L1461)

onde: G é o ganho do filtro para a k-ésima observacao (arbitrario, em

principio); 0 é o resfduo definido por:
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-
=

Y- h[X(klk—l),tk] ; (4.142)

e Hk & a matriz derivada parcial de h em relacao ao estado. Despre
zando os erros de linearizacao, o residuo p é uma sequencia gaussiana

nio tendenciosa, caracterizada pela matriz de covariancia I:

il ' — - 1
L, L Ele, pllo=H P(k[k-I) B+ R . (4.143)

Nota-se que até aqui as equacoes completas do filtro sao validas para
um ganho arbitrdrio, nao necessariamente otimo, para o qual o calculo

da estimativa X independe do conhecimento das covariancias Q e R,

Utilizando agora o ganho otimo de Kalman, dado por:
= - T _ 1 -1
Gr = P(k[k-1) # [H_P(k|k-1) H! +R ] : (4.144)
a Equacao 4.141 passa a ser:
P(k|k) = P(k|k-1) - G_H_ P(kik-1) (4.145)

e 4 estimativa i e a matriz de covariancia do erro de estimacao, P ,
passam a ser (desprezando os erros de linearizagao),respectivamente, a
esperanga e a covariancia de X, condicionadas a informacao a priori e
as observacoes ate o instante k, Neste caso o conhecimento das matri

zes R e Q passa a ser necessario para calcular a estimativa X.

4,4,2 - ESTIMAGAO DA COVARIANCIA DOS RUIDOS NO ESTADO E NAS
OBSERVACOES

Consideram-se as matrizes Q(t) e Rk exXpressas por soma

torias de matrizes convenientemente escolhidas Oi(t) e R{k) multipli
3 1

o

cadas por parametros escalares a serem determinados, ¢. e £, , conforme
1 1

o seguinte modelo (Belanger, 1974):



N
Q) =0, (1) + 1 g Q.(0), Ng <@L/, (4.146)
i=1
Nr
R =Ro (k) + ) n.R () »  Nr <(mtl)m/2 (4.147)
k - 11

i=1

Este tipo de modelagem da ao problema de estimacao das covariancias R
e @ flexibilidade suficiente para incorporar eventuais informacoes
parciais sobre suas estruturas, tais como diagonalidade ou nao corre

lacao entre erros de sensores distintos e variagac funcional da inten

sidade dos ruidos.

Substituindo as Equacoes 4.146-147 no algoritmo de
filtragem do Item anterior e considerandc os ganhos Gk arbitrarios
(isto e, nao necessariamente o ganho de Kalman), verifica-se que a
matriz de covariancia dos residuos,zk , € uma funcao linear dos parame

tros ql e )T.i H

N > Nr I
L. =Ly + zq g. e, oo oIk . (4.148)
k k . 1. 1.
1=1 Oqi 1=1 oftl

onde Zok e o valor de Zk para qi;ai=0. e a derivada parcial de S em
relacao a qualquer parametro g. ou ki pode ser obtida pelo mesmo algo

; 9
ritmo descrito no item anterior simplesmente atribuindo ao tal paramg

tro o valor unitario e anulando todos os demais. Explicitamente:
a) Inicializacao:

3P(0]0) = 3P0lo) =0 i=1,...,Nq ; j

lL,...,NT ; (4.149)

aG . SR,

L 1

b) Propagacgao:

3P (t|k-1) = & (t,k=1) 3P(k-1|k=-1) &' (t,k-1) + 37 (t,k-1) , (4.150)
3G 3qi qu
3P(t]k-1) = &(t,k-1) 3P(k-1|k-1) &' (t,k-1) , (4.151)
at. an.
1 1
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=
ar(t,k-1) = [ ¢(eya) B(T) Q (1) BT (D) @'(t,T) 4T ,  (4.152)

‘t
3¢ k-1
9%y = K 3P(klk-1) HY (4.15%)
aqi qu
Blx = H 3P (k| k-1) B+ RAK) (4.154)
ar an.

1

¢) Atualizacao:

3Pkl = (1 -G, H13PGklk-1) [1 -0 21 (4.155)
9, 9q;
3“H“=[%%%”P“bﬂ[%%iV+%ﬁﬁ“Gﬂ- (4.156)
an. 3n.
1 1

Deve-se notar que a matriz de transicao ¢ e a derivada
parcial H continuam sendo aquelas calculadas com base no estado
estimado pelo algoritmo original da filtragem. Quanto ao ganho Gk’ em
principio qualquer criterio pode ser utilizado para sua escolha,
inclusive o uso da Equacao 4.l44 visando obter um ganho aproximada
mente otimo com base em estimadores grosseiros ou preliminares dos
parametros G, e ni. 0 importante é que estes ganhos uma vez calculados
independem dos valores verdadeiros de G, e &i e portanto sao conside
rados constantes no calculo das derivadas parciais de Ek.

Visando colocar a Equacao 4.148 numa forma vetorial mais
adequada utiliza-se a notacao ja introduzida no Capitulo 2 para

"vetorizar" uma matriz (ver Equacao 2.39), e definem-se:

[dp]
(1=

(Grigz: .. :QN LAY CIEEY s (4.157)
q r

He-

Lvet( ] - To) (4.158)
N K
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5 oL -3
Q 41 [vet(ifik):...:vet(iiii):vet(iﬂzh):...:Vet(EEEBJ] , (4.159)
: 3g? kat kanN
N k3q1 kquq 1 q
onde k varia desde um dado instante k; até outro instante ks, = k+ N.

Pode-se entao escrever:
g =06 . (4.160)

Esta Equacao relaciona os elementos da matriz de covariancia acumulada
dos residuos em funcao dos parametros q; e, a serem determinados.
Ora, como as ocorrencias dos residuos saoc acessiveis, pode ser esti
mada pela covariancia amostral acumulada dos residuos na forma

vetorial, g, definida por:

5 2 vet () p o')/N . (4.161)
k"k
X
E fdcil wverificar que G € um estimador nao tendencioso

de ¢ . Alem disso, se a sequencia for ergodica, G € um estimador

Pk
consistente de 0. Seria portanto possivel aproximar ¢ por G na Equacao
4,160 e resolve-la para 0. Entretanto este procedimento esta sujeito a
resultados pouco precisos ou mesmo a solucoes nao unicas, devido ao

pequenc numero de equacoes em relacao ao de incognitas.

Uma possibilidade para contornar este problema ¢ utili
zar também correlacoes amostrais entre residuos de instantes distin
tos. Este tipo de abordagem é citado no Capitulo ! na categoria de
método de correlacao de residuos (Mehra, 1972), e foi estendido para o
caso de sgistemas lineares variantes no tempo por Belanger (1974) e
Alspach (1974), e aprimorado posteriormente por Dee et alii (1985). No
presente trabalho, visando envolver tambem a questéo da escolha da
taxa de amostragem, 0 aumento do numero de equacoes e suprido utili
zando-se covariancias amostrais de residuos correspondentes a filtra
gem com taxa de amostragem diferente. Este € o principie basico do

funcionamento do métode das malhas formulado a seguir.
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Considerando o processamento separado de duas malhas
alternadas de observacoes, uma contendo os valores pares de k e outra

os valores Impares, pode-se escrever, analogamente as Equacdes 4.160 e

4,161:

s = €& 8 | (4.162)
a a
- / - ] D ~ ! 4-163
G, A [vet 0 Py Op)+ vet ) . O G /N ( )
k par k 1mpar
onde & & um estimador nao tendencioso e consistente da covariancia
a

acumulada dos residuos das duas malhas alternadas na forma vetorial,
c , e® e a derivada parcial de Ga em relagac a & . Define-se entao o
a a

. v r . . -
seguinte estimador de minimos quadrados ponderados com informacao a

priori para &:

§ = Arg Min ID@) (4.164)
onde:
me) 2o & - 5|l (4.165)
e =] -P
A N tNr
[lell,=e'Pe v cer® : (4.166)
a=[¢c" 01", (4,167}
2 a
s 8%G" s, (4.168)
2 a

e P e uma matriz de ponderagac, simétrica e arbitraria, semi-positiva

definida. A solugao para o estimador § & dada por:

6 = [9;3 Po ] e Po (4.169)

e e =

desde que G;PSe possua inversa.
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4.4,3 - ESQUEMA PARA DETERMINAR A TAXA DE AMOSTRAGEM ADEQUADA

0 procedimento formulado no Item anterior permite
estimar os parametros que definem as matrizes de covariancia dos
ruidos dinamico e de observacac com base nos residuos de malhas
completa e alternadas de observacoes. Entretanto, conforme se argumen
tou nas secoes anteriores deste capitulo, tal estimativa so represen
tara adequadamente as incertezas do sistema se a taxa de amostragem
for menor que uma certa taxa de amostragem critica a ser determinada.
Supondo que a taxa de amostragem critica seja menor que a disponivel e
que a estimativa 8 convergira para um valor consistente com as incer
tezas do sistema apenas quando a taxa de amostragem utilizada for
menor que a critica, formula-se neste item um esquema para determinar

seu valor.

Definem-se k subconjuntos da amostra de observacoes,

referentes a malhas de espacamento k:

ok B

!.=’ 3 e s 'Y -=1 -n-,k . -1
R T e i=1,2, (4.170)

0 procedimento proposto no Item anterior pode ser entao reaplicado
considerando sucessivamente o processamento dos subconjuntos de obser
vacoes referentes as malhas de espacgamento k e k+l, para k=2,3... Em
cada caso obtém-se uma estimativa @k . Propoe-se entac o seguinte
esquema para determinar a taxa adequada de processamento das obser
vagoes, isto &, o espacamento ideal k*:

ko= i ke (86 - 8T e GBS (4.171)

e e

onde €>0 e um parametro arbitrario que determina o nivel percentual a
partir do qual ék passa a ser considerado praticamente constante com o

aumento de k em comparacao com a propria incerteza em seu valor.
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4.4.4 - CONSIDERACOES OPERACIONAIS SOBRE A APLICACAQO DO METODO DAS
MATHAS

~ Nos {tens anteriores desta segﬁo formalizaram-se as
expressoes que definem o metodo das malhas para calcular a taxa de
amostragem conveniente para o uso de modelo branco e as covariancias
dos ruidos destes modelos. Resumidamente, este meétodo se caracteriza
pelas Equacoes 4.169 e 4.171. Neste {tem tecem—se algumas conside
racoes operacionais concernentes a aplicagao deste método a problemas
praticos. Basicamente tratam-se das hipoteses de trabalho do método, e

em seguida, de aspectos da implementacao do algoritmo,

A hipotese fundamental do metodo proposto € que o modelo
branco represente bem o sistema quando A+», Mais especifica-mente, e
suposto que existam parametros q e &i tais que as matrizes de cova
riancia do residuo e do erro de estimacao do filtro de Kalman proje
tado segunde ¢ modelo de ordem reduzida branco tendam assintoticamente
as correspondentes matrizes de covariancia obtidas pelo filtro de
Kalman projetado segundo o modelo real, <colorido, quando A cresce
indefinidamente. A validade desta hipotese foi constatada analitica
mente para o caso particular do sistema linear estacionario analisado
nas secoes anteriores. Contudo nada se pode garantir para sistemas nao

estacionarios e ainda por cima nao lineares, no caso geral.

Do ponto de vista pratico, esta hipotese pode ser refor
mulada para se adequar melhor ao problema. Primeiramente, o intervalo
entre observacoes (A) nao deve crescer além do limite de validade do
modelo linearizado do sistema, para nao degradar o desempenho do
filtro estendido e suas propriedades de convergencia e estabilidade
(para uma analise do efeito do erro de linearizacao, ver por exemplo
Rios Neto and Negreiros de Paiva, 1981). Por outro ladeo, se o sistema
linearizado for localmente estavel, pode-se pensar em aplicar o método
por intervalos de tempo da ordem do limite de validade da linearizacao
do sistema. Tal ideia se apoia no conceito de sistema localmente
estacionario, Neste caso, a taxa de amostragem ideal seria funcao do

tempo. Esta questao, entretanto, exige estudos posteriores mais
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aprofundados, subsidiados por um acumulo de testes experimentais
explorativos. Por ora o objetivo & apenas o de levantar gquestoes
pertinentes e dar uma visao panoramica de temas a serem melhor

investigados.

0 método proposto pressupoe também que as observacoes
estejam disponiveis a uma taxa de amostragem suficientemente alta de
modo que seja possivel tirar o maximo proveito da aproximacac do
sistema pelo modelo de ordem reduzida (branco). Certamente existem
limites operacionais para a taxa de aquisicaoc e de processamento de
dados em tempo real, que podem impor restrigoes a esta hipdotese. Neste
caso o metodo serviria apenas para validar o modelo de ruido branco em
termos da taxa de amostragem disponivel. Isto €, uma vez estimadas as
matrizes de covariancia dos ruidos brancos, Q e R, se nao houvessem
mudancas significativas nos valores obtidos com & distintos entao

conclui-se que o modelo € valido.

Admite-se ainda uma outra hipotese de que os rufdos no
estado e nas observagoes sejam mutuamente nao correlacionados. Esta
hipotese pode ser relaxada reformulando as equagoes do filtro de
Kalman para incluir esta generalizacao, como em Maybeck{1979). O caso
de ruidos correlacionados entre si, embora nao seja muitoe frequente
mente utilizado na literatura de dinamica orbital, retrata bem alguns
efeitos em sistemas aeronauticos, por exemplo, onde existem disturbios
ambientais capazes de influenciar sensores e atuadores simultanea
mente. Possivelmente situacao semelhante ocorra em um satelite artifi
cial estabilizado por rotagao, onde o campo residual magnetco do
satelite afeta o movimento de atitude e interfere na leitura do

magnetometro.

Com relacao a implementacac do procedimento em computa
dor digital destacam-se alguns aspectos. Em termos de memoria o
algoritmo proposto requer, para cada malha processada, o armazenamento
das matrizes derivadas parciais da covariancia mais recente do residuo
e do actmulo de covariancias até o presente., Numa avaliacao aproxi

mada e conservadora, isto implica em um gasto de memdria Nq+Nr vezes
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maior que o necessario no procedimento normal de filtragem. O mesmo se
pode dizer do tempo de processamento. Ao todo, este fator se multipli
ca ainda pelo ndmero de malhas processadas (k *) ate se descobrir a
taxa adequada de processamento. Este nivel de sobrecarga computacional
torna o procedimento mais naturalmente indicado para processamente em
tempo nao real ou para a fase de andlise preliminar, como guia para a
escolha da taxa de amostragem. Apesar disso, deve—se descontar o fato
de que nesta analise superficial nao se considerou o uso de algoritmos
otimizados ou a possibilidade de implementacao em processadores parale
los., Neste sentido o procedimento conta com o aspecto favoravel de seu
algoritmo ser essencialmente repetitivo, de modo que sua estrutura

fica simplificada.

Um outro ponto a ser abordado e que embora até aqui o
intervalo entre observacgoes tenha sido implicitamente suposto cons
tante, conforme indica a nogac de taxa de amostragem, esta € apenas
uma possibilidade que eventualmente simplifica a formulacao do esquema
proposto, mas nao é uma hipdtese restritiva de trabalho. Para tratar o

caso onde nao é constante basta entender a taxa de amostragem

t, -t
k k-1
r) L -
como ¢ inverso do intervalo minimo admissivel entre duas observacoes
consecutivas consideradas no processamento. Neste caso, a composicao
das malhas incompletas deve ser feita de modo a respeitar este
i d P 4 -
vincule, ainda que isto possa acarretar em um numero menor de malhas
distintas possiveis, O numero de malhas consideradas, que no caso de
A constante coincide sempre com o seu espacamento k, apenas contribui
para reduzir a incerteza dos elementos da covariancia amostral dos
residuos em relacao aos valores correspondentes de sua distribuicao

teérica. Em principio, portanto, o método funcionaria mesmo com uma

unica malha para cada espacamento k.

Qutro aspecto também relacionado a taxa de amostragem é
que seu valor ideal pode naoc ser o mesmo para todos os elementos do
vetor de observacao. Especialmente no caso onde existam observacoes
oriundas de sensores de tipos distintos. Neste caso, pode-se alterar o

esquema de busca do A ideal de modo a partir de 5 maximo aceitavel na
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pratica e 1ir reduzinde seu valor até que a Inequacao 4.171 nao seja
mais satisfeita., A partir deste ponto, se passaria a reduzir apenas o
A correspondente a observacoes feitas por um mesmo tipo de sensor por
vez, até que deixasse de ser possivel reduzir & associaco a qualquer
sensor. Por certo este esquema modificade contém ainda um aumento de
complexidade do algoritmo e requer estudos mais detalhados e especifi
cos. 0 objetivo aqui &, novamente, apenas mostrar os possiveis desdo

bramentos da ideia basica proposta.

A possibilidade de escolha da matriz de ponderacao do
estimador de 9 oferece um grau de liberdade a mais aoc problema, permi
tindo atribuir maior importancia a elementos mais confiaveis do vetor
de residuos (termos da diapgonal associados a sesores mais precisos,
por exemplo) em relacao aos demais. Para ilustrar a versatilidade
proporcionada pela iantroducao desta matriz de pesos, considera-se um
caso particular onde a i-ésima coluna da matriz simétrica P seja nula
(dai o porque de P ser semidefinida positiva). Verifica-se que esta
escolha implica em desconsiderar o i-eésimo elemento do vetor 6e na
estimacdo de 8 . Outra opgao seria adotar a interpretagﬁo estatistica
que considera a matriz P como a inversa da covariancia do erro % -OEG.
Esta abordagem, seguida por Dee et alii (1985) para o caso do metodo
de correlacao de residuos, embora sistematize a questéo da escolha de
aumenta ainda mais a complexidade do algeoritmo e requer estimativas a
priori dos parametros qi e ni. Uma alternativa mais realista na tenta
tiva de preservar a conveniencia da interpretacac estatistica mas
evitar uma sobrecarga computacional excessiva seria tomar a matriz P
diagonal com ¢ ﬁi . -esimo elementc correspondente ao elemento i,j da

¥ -
matriz de covariancia amostral acumulada dos residuos I, dado por:

- diag (g, )T ! (4.172)
1,i’71,] 1,1 7i,]

- . » ~ .- . r
Esta especie de normalizacao da covariancia dos residuos
se apoia na idéia de que se um sensor € preciso, seu residuo deve ser

também preciso. Em termos gerais, a questaoc do criterio de escolha da
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matriz de ponderacao € um problema comum aos metodos de minimos

quadrados em geral e nao especifico ao método das malhas,

Finalmente, um Ultimo comentario operacional deve ser
feito com relacao ao calculo da funcao [, Segundo a Equacao 4.139, seu
calculo consiste de uma quadratura que requer o conhecimento da matriz
de transicao do sistema linearizado entre instantes arbitrarios 7 e t.
Isto representa uma dificuldade do filtro estendido de Kalman (que,
novamente, como no casco da escelha da matriz P, ﬁéo e especifica ao
metodo das malhas), visto que a referida matriz ¢ & calculada sempre

entre um instante de amostragem t e outro arbitrario 7. Teoricamen

te, se ¢ possui Inversa (o que illés é sempre verdade para sistemas
lineares), entao este problema pode ser resolvido simplesmente reescre
vendo a Equacao 4.139 assim:
t
Pt k=1) = ™ (t,k=1) {| 6 (T,k=1) B(1) Q1) B' (1) &'(T,k-1) dr)
T
o' M, k-1) . (4.173)

Uma outra possibilidade menos complicada para contornar
esta dificuldade consiste em subdividir o intervalo [tk 1’tk] em Np
partes de modo que a quadratura no calculo de possa ser numericamen

te aproximada como se mostra a seguir:

PG = ot ) PRG-D e - TN GeD
j=1, 2, ..., Np , (6.174)
onde:
PX0) & P(x-1]k-1) (6.176)
P (py & P(k|k-1) (4.176)
e & e oeh B T, (4.177)



k _ -
tj =ty + 3odry {4.178)
e dtk é o sub-intervalo de discretizacao do intervalo [tk—1’tk]:

dt = t -t . (4.179)



CAPITULO 5

EXEMPLO DE APLICAGCAQ DO METODO DAS MALHAS A UM SISTEMA MULTI-VARIAVEL

5.1 - INTRODUGAOD

A fim de proporcionar uma visao um pouco mais proxima da
realidade quanto a aplicacao pratica do método das malhas, apresenta-
se neste breve capitulo um exemplo onde o sistema e bi-dimensiomal.
Para efeito de motivacao, o exemplo a ser considerado & interpretado
como um problema simplificado de determinacao de atitude. Os
resultados obtidos permitem verificar que as conclusoes do capitulo
anterior nao se aplicam somente a2 sistemas lineares escalares direta
mente observados, e assim servem de ponto de partida para aplicagoes

mais elaboradas.

Inicialmente, apresenta-se uma visao geral sobre o
problema de determinacao de atitude, que permite avaliar a necessidade
em potencial de aplicacoes praticas de estimadores adaptativos nesta
area, Em seguida, equaciona~se o problema e apresentam-se resultados
numéricos sobre o desempenho do estimador adaptative. Na ultima secao
tecem-se comentdrios sobre algumas caracteristicas do procedimento que
nao tinham sido exploradas no exemplo escalar abordade no capitulo

anterior.

5.2 - ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA DE DETERMINACAQ DE ATITUDE

A atitude de um solido & a sua orientacao em relacao a
algum referencial no espaco. A determinacao da atitude de um satélite
artificial € uma tarefa que envolve diversos aspectos que variam em
genero e em importancia relativa de acordo com o tipo de satélite e
sua missao. A fim de formecer uma visao panoramica dos topicos perti
nentes a determinacioc de atitude em funcao dos diversos tipos de
satelite, a Tabela 1.1 apresenta uma espécie de ficha de especificacao
sumaria para satelites artificiais que abrange as principais possibi

lidades em cada item. Nota-se a existencia de alguns vinculos, naa
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absolutos, entre estes Itens, mas ainda assim o numero de arranjos
possiveis & bastante grande. Como cada possibilidade tem implicacgoes
sobre a determinacao de atitude, verifica-se que, ainda que o problema
tedrico a ser resolvido seja o mesmo, a obtencao de uma solucao real
adequada ¢ bastante dependente do caso. A seguir analisa-se o interre
lacionamento dos ftens listados na Tabela 1.1 e suas implicacoes na
determinacac de atitude., Para esta analise utilizou-se como obra de

referencia Wertz (1978).

Satélites de telecomunicacoes ocupam orbitas geoss{ncrg
nas equatoriais onde as perturbacoes ambientais sao bastante reduzi
das. Satélites de sensoreamento remoto e meteorologicos ocupam orbitas
baixas e polares, onde as perturbacoes do tipo gravitacicnal, magné
tica e aerodinamica sao predominantes. Devido a conveniencia de repeti
tividade nas condicoes de iluminacao do solo imageado, os satélites de
sensoreamento remoto possuem Orbitas heliossincronas circulares.
Satélites cientificos por vezes possuem orbitas elipticas que permitem
alcancar grandes altitudes com menos energia, Com isso eles ficam
sujeitos a tipos de perturbacoes dinamicas variaveis. Ja os satelites
espioes podem ocupar orbitas elipticas para estender sua vida util,
reduzindo a regiaoc alvo o trecho de orbita razante onde as pertur

bacoes aerodinamicas predominam e aceleram a queda do satéelite.

Grande parte dos satélites sao estabilizados de modo a
permitir o apontamento de sua carga util (antena, camara, etc.) para a
Terra. Isto pode ser conseguido: com o satelite inteiro apontado para
a Terra; ou com o satelite estabilizado inercialmente em 3 eixos e a
carga Util com controle préprio de atitude; ou ainda com o satelite
estabilizado por dupla rotacao de modo que a parte da carga util gira
de modo a permanecer apontada para a Terra ao longo da orbita, enquan
to que a outra gira com frequencia propria. Qutros tipos de satelites
apontam a carga util para direcoes tais come o Sol ou alguma outra

estrela.



TABELA 5.1

SUMARIQO DE ASPECTOS RELEVANTES A DETERMINACAO DE ATITUDE DE SATELITES ARTIFICIAIS

- . R —— — B S U B
FUNCAD GRBITA PERTURBACAD |E3TABTLIZACAD| ATUADGRES SENSORES CONTROLE |DETERM[NacAo| MIUELC NODELG __1
DINAMICO DE ERRGS
I A — . — _
Cicutifico Equatorial Acrodiuamica 1 Eixo Jatos de NMuercials Malhg Autanema Estacico |Dererministico
Gas F Aberta
Meteordlogice|Polar Gravitacional|(Spin ou Roda de l(giroscépius) Malha {cempa real) [Cinematico| (Calibravel)
Dusl-3Spin) Reagaov "rate gyros" Fechada
"rate
intezrating” ]
SansnriamcntoFE[LGSsincroumEMgnética 2 Fixos Volante de IN3o-luerciais| Autdnomo Em Tacra Dindwmico [Aleatdria C;
Remato Inércia )
Telecomunica [Geossineroua [fladiagao 3 Einas Babina Terrestre de Terra (tempo ndo tnpirico {(Filtravel) !
chues solar Magnatica real) :
tuperimental |[Proximas "Siosh'” lnercial Hastro Salar Ativa 1 eixo e acdee [Ruida Branco
Estendivel reduz.da
Esplac Razanteas Palneis Apuntada p/f Magnética Fassiva 3 cixos Ruido Colorids
Flexiveis Terra
Circular<s Apontada p/f Fetelar Munobra
Sol
Fecentvicas apontada p/f de | Fixo A“;isigaoj
Estrela

Escesiilsa
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Em termos de precisac de determinacao e controle de
atitude, satelites cientificos podem ter os mais rigorosos requisitos
quando o objetivo é observar alguma estrela (satelites astronomicos),
podendo atingir a assombrosa casa de 0,1'',como no caso do satelite
astronomico de ultravicleta QAO-3 (Wertz, 1978). Os satelites de senso
reamento remoto e de telecomunicacoes possuem precisoes de apontamento
da ordem de minutos de arco. Da mesma forma os satelites meteorologi
cos quando estao em orbitas geossincronas, devido a grande altitude.
Porém quando estac em orbitas baixas os requisitos de precisao relaxam
para a faixa de 1 grau por focalizarem regides maiores sobre a Terra
do que aquelas em geral focalizadas pelos satélites de sensoreamento

remoto.

Para obter niveis de precisao grosseiros é suficiente o
uso de controles passivos, baseados em interacoes com o meio ambiente.
Controles ativos baseados em reacoes mecanicas sao mais indicados para
precisces mais finas. £ conveniente, em termos de economia de potEE
cia, haver uma combinacac de controle passivo para mancbras e aquisi
cao de atitude ou para dessaturacao do volante de inercia, e controle
ativo para a estabilizacao fina. No caso de manobras o controle em
geral pode ser feite em malha aberta seguindo comandos de terra,
enquanto que para a estabilizacao o controle € em malha fechada. Isto
requer processamento a bordo e em tempo real para determinacac e
controle de atitude, caso a estabilizacao seja feita por <controle
ativo digital. Como se pode notar, a cada novo item fica mais bem
definide o contextc em que se da a determinacao de atitude em um
satélite particular, e as implicagoes deste fato vao ficando mais

estreitas.

Sensores inerciais sdo os mais indicados para processa
mento a bordo em tempo real, especialmente quando o controle e autBng
mo e com boa precisao requerida nao sO para apontamento mas tambem
para estabilidade de apontamento, isto €, a capacidade de manter
pequena a velocidade angular do erro de apontamento. Isto porque a
safida dos giroscopios ("rate gyros'" e '"rate-integrating gyros") podem

ser diretamente proporcionais aos erros de apontamento e de estabili
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dade de apontamento, e com alta precisac. Nao obstante, sensores nio
inerciais sao sempre necessarios seja para recalibrar periodicamente
0s sensores inerciais sujeitos a deriva, seja para determinar a atitu
de sem o auxilio de gires a bordo ou em terra. Em tultima analise, sao
estes sensores que limitam a precisao final da determinacae da atitu
de. Porisso, sistemas de controle autonomos de precisao fina utilizam

sensores finos (estelares, solares fines, ...) para calibrar os giros.

Para satisfazer as necessidades de processamento a bordo
em tempo real o modelo dinamico deve ser o mais simples possivel ainda
que sem comprometer a precisao. Isto pode ser feito convenientemente
utilizando o filtro de Kalman com propagacao via modelo cinematico que
dispensa o conhecimento das perturbacoes externas e do controle
(Lefferts et alii, 1982). No casc de processamento em terra surgem
varias possibilidades. O uso de modelagem dinamica € aconselhavel
apenas quando se conhecem os torques principais atuantes, o que corres
ponde tipicamente 3@ situacao em que o controle é passivo. Se o sistema
de controle ¢ autonomo pode ser dificil reconstituir a sequéncia de
controle em terra, de modo que o uso de modelo dinamico fica prejudi
cado, a menos que se utilizem esquemas de compensagao dinamica. A
solucao em alguns casos em que se tenha observabilidade instantanea
pode ser obtida por métodos que se baseiam no modelo estatico. Em
outros casos pode-se tentar melhorar a precisao usando um modelo total
mente empirico para ajustar a variacao da atitude no tempo
(polinomios, séries trigonometricas, etc.). Ou ainda, caso se tenha
acesso a medidas de giroscopios com frequencia de amostragem suficien
temente alta, pode-se usar o modelo cinematico, que dispensa o conhe
cimento de torques, conforme anteriormente mencionado. As incertezas
em todos estes modelos sao usualmente consideradas como ruidos brancos

ou processos estacionarios de Gauss-Markov de primeira ordem.

Finalmente, os erros nas medidas dos sensores podem ser
classificados de acordo com a sua fonte. Desalinhamentos de sensores
{seja de seus dispositivos internos em relacao a seu proprio referen
cial, seja de seu posicionamento no satelite em relacao ao referencial

deste) e polarizacoes sao erros tendenciosos constantes que podem ser



- 160 -

calibrados em terra ou estimados a bordo e descontados no pré-proceg
samento de dados. Distor¢oes ma funcao de transferégncia do sensor nao
sao constantes mas também podem ser calibradas durante ensaios em
terra e corrigidas por '"software'" no pre-processamento de dados.
OQutros tipos de erros, entretanto, sac imprevisiveis na fase de pre-
lancamento e so podem ser filtrados (se forem ruidos) ou estimados
(casc contrario) durante a vida do satelite. Interferencias eletrani
cas ou mecanicas podem gerar ruidos aleatorios, Outro tipo d e fonte
de erros aleatorios € a digitalizacao dos sinais dos sensores, que
podem assumir caracteristicas de ruido branco com distribuicao unifor
me, caso a frequencla de amostragem seja muito menor que a de variacao
do sinal medido, ou pode ter o aspecto de um erro aleatério tenden
cioso, fixo no tempo, se a frequencia de amostragem for muito maior
que a de variacac do sinal medido, Existem ainda erros devidos a
fontes de interferencia externas ao sensor, seja devido a outros
equipamentos do proprio satelite, seja devido ao meio ambiente. A
modelagem fisica destes efeitos pode ser extremamente complexa e depen
dente de parametros cujos valores reais sejam desconhecidos (como € o
caso de interferencias magneticas em um magnetometro ou efeitos de
borda em um sensor de horizonte terrestre). Porisso, torna-se mais
adequado modelar este tipo de erro como ruido branco ou como processo
estacionario de Gauss-Markov de primeira ordem. A possibilidade de
estimar erros tendenciosos e filtrar ruidos depende muito da configu
racao particular de sensores e da dinamica do satélite oferecer redun
dancia suficiente de informacao sobre a atitude. Além da questio da
observabilidade propriamente dita e relevante aqui o compromissoc entre
o aumento da carga computacional (tempo de processamento, memoria e
complexidade do '"'software') necessaria para estimar estes erros e a

reducao que isto permite obter na incerteza final da estimativa.

Em linhas conceituais gerais, a situacao propicia ao uso
de um filtro para melhorar a precisao da estimativa € aquela em que o
modelo dinamico (no sentido genérico, isto é, dinamico ou cinematico
ou mesmo estatico) € preciso o suficiente para permitir usar um conjun
to ampliade de medidas passadas juntamente com as presentes de modo a

suprir artificialmente redundancia de observacoes independentes. A
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importancia de se ter um conhecimento preciso do modelo dinamico e criti
ca quando os sensores de atitude nao inerciais nao oferecem redundancia
suficiente para determinar localmente todos os parametros auxiliares a
1ém da propria atitude. Isto inclui, por exemplo, o periodo noturno da
orbita de satélites equipados com sensor solar e as regioes de configura
¢cao geométrica pobre das diregoes observadas, Por outro lado, havendo
redundancia suficiente de informagdo instantanea, podem-se estimar paré

metros do modelo dindmico e com isso obter um modelo de propagacao de a

titude mais preciso.

5.3 - EQUACIONAMENTO

Considera-se nesta segaoc o problema de estimagac adaptati

va de um sistema bi-dimensional cujo modelo de avaliagao e descrita por:

X1 = X2 (5.1)
%2 = —w'xy - 2Ax; + w, Elw()w(T)}=Qd(t-1) (5.2)
Vo= AV 4T , E{n(eIn(n} =R _6(c~7) (5.3)
vy o= Hix) + Haxz + v, (5.4)

onde w A e kv sa0 constantes positivas; H; e H; sao constantes nao nega

tivas; n e w sao rulidos brancos nao tendenciosos e nac correlacionados
entre si e nem com os valores iniciais xi1,X2 e v. Neste sistema, x; Te
presenta o angulo e X; a velocidade angular que define a atitude em tor
no de um eixo desacoplado em um satelite; y representa uma observacao
feita por um sensor de atitude e v € um ruldo colorido que representa a
incerteza do sensor e e agregado ao vetor de estados no modelo de avalia

cao.

A relagao que este sistema simples possul com a dinamica
de atitude fica estabelecida associando as constantes do sistema, w e A
respectivamente a um torque restaurador do tipc gradiente de gravidade e

a um torque dissipativo do tipo histerese magnetica ou arrasto aerodina
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nico.

Quanto ao ruido v, ele pode ser visto como a deriva de um

giro ou interferencias nao modeladas em um magnetometro.

Supondo a taxa de amostragem disponivel de observagcdo  su
ficientemente alta deseja-se aplicar o método das malhas para o  seguin

te modelo de trabalho:

}.{1 = X2 (55)
X2 = —wx; - 20x2 +w , E{w(t)w(1)} = Qé(t~1), (5.6)
y = Hixi + Haxz + v, E{v(t)v({t) = RS (t=-T), (5,7

R e @ desconhecidos. Dois casos sao tratados, guante ac tipo de observa
¢ao. Em cada caso, apenas um tipo de observacdo é considerado para faci
litar a analise e para tornar o problema localmente nao completamente o

bservavel, isto e, sem observabilidade estatica ou instantanea:
a) Sensor nao inercial, medindo x; (H; = 1, H; = 0);
b} Sensor inercial, medindo x, (H; = 0, H; = 1).

A condicao de equivalencia entre os modelos de avalizacgd3oe
de trabalho ocorre para A+», onde se verifica que a variancia do ruido

na observagdo e dada por:

R -
=—£—- Ie)

E{vZi}
* 2%
v

|

R S, (5.8)
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donde a covariancia do ruido de observacao do modelo branco equivalente

(modelo de trabalho) é dada por:

R = —% , (5.9)

0 objetivo do metodo das malhas e estimar os valores de R

e Q e detectar a taxa de amostragem ideal para o uso do modelo branco.

As matrizes de transicao de estados e de ruido aditive no
estado para os modelos de trabalho e de avaliacao sao dados respectiva

mente por;

¢ 1(8) = F(A+wg) exp [(A=wp)d] = (A-wo) exp [-(A+uwg)A]l}

¢h2M)=~—-{ﬂpb%kwﬂﬁ]-Emﬂ—(MwﬁAU

$2,1(8) = —w? ¢1’2(A)

¢2’2(A) = ~— {(A+wo) exp[~(A+wo)h] - (A-wq) exp[-(A-wqe)A]l}
2

rLa8) = - {L-EXPI~2(A—mo)m+ 1~exp[-2(\+wo)A] _ 1-exp(-2A4) |

’ 4079 2 (A=wa) 2 ()\-G-U)o) A j

Iy 2 (8) = Q@ fexp[~(h-wo)d] — exp[-(A+wg)A]}?

Tz,l(ﬂ) Tl,z(A)
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F, oo (8) = Q" {(k+mg) 1~ exp[~2(A+we)d] _ mz 1 - exp - 2X
’ 4y 2 A
(hmtg) 1 - exp{~2(A=wg)h) o
2 )
i 0]
o 0 g ,
e

0 0 exp(—lvﬂ)

0
f 0

e 0o L= exp(~2AyA) | ’

{ 24,

=1
t

se A>w, onde wy € a frequencia propria do sistema:

wD=J12—w2

Caso A<w tem—se:

“+

2

A

\
coswgh + jL sentod EEEEEQ ]
o Wo
&(A) = exp(-2d)
2
E)—-senwnﬁ\, coswoﬂ-ii-senwOAr
L Wo We )
Acos2wpd-wgsen2wal 1 2sen2ugh
9 w? A
F(a) = [ +—— exp(~2)4)
&w%
2sen‘wed  hcosZwgA+wgsenwod — il
onde
P9 w2 0 ]
RS U s R
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Aplicando o método das malhas a este sistema, com:

P=1I; ,
RfJ:QD:Ov
Ry=0i=1,

ou seja:
R=n,
Q=q,

obtem-se os resultados mostrados mas Figuras 5.1-2, utilizando valores

arbitrarios de parametros we A.
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5.4 — RESULTADOS E CONCLUSOES

0Os resultados mostrades nas Figuras 5.1 e 2 sao analogos
aos obtidos para o caso escalar com observagao direta do estado, estuda
dos no Capitule 4, Isto indica que aqueles resultados nao sao validos
apenas para o caso escalar e podem ter aplicacao em sistemas vetoriais
tais como em determinacao de atitude. Qutro ponto a ser comentado e
que 0s parametros R e Q foram estimados com base apenas num reziduo esca
lar. Caso ambos as observacoes {(angular e de velocidade angular) fossem
considerados simultaneamente, entao haveriam 4 parametros a serem estima
dos e 6 covariancias de residuos. Para ilustrar a versatilidade da mode
lagem de ruidos de Belanger, considera-se que Q seja conhecido e que se
queira desconsiderar as covariancias cruzadas entre ruidos bem como en

tre residuos dos diferentes sensores., Para tanto basta tomar:

00
Q_O:Q,RO:OaRl:(ég),RZ:(01);
N =0, N =2,

q r
f‘olo
po= | N :



CAPITULO 6

CONCLUSOES GERAIS

6.1 - INTRODUGAO

Neste trabalho foram abordados alguns aspectos sobre
estimacao adaptativa, especialmente os relacionados com a questao da
taxa de amostragem. Apos uma revisao introdutdria na area de estimacao
adaptativa em pgeral, tres procedimentos distintos foram apresentados.
Os dois primeiros, embora tragam contribuigoes ao tema abordado, sao
de cunho mais tedrico, explorando as ideias que serviram de base para

o terceiro, este sim, mails voltado para aplicacoes praticas.

¥o primeiro procedimento, apresentou-se uma extensao ao
caso continue do estimador adaptative pelo método de correlacao de
resliduos para processos vetorials lineares invariantes no tempo. Para
tanto foi utilizado um processo secundario guiado pelo residuo, cujas
propriedades estatisticas guardam as necessarias informacoes sobre o
sistema para estimar as covariancias dos ruidos no estado e nas obser
vacoes. A definicac deste processo é uma contribuicao original do
trabalho., A relacdo entre este caso continuo e o problema da taxa de
amostragem 6 que ele mostra as implicacoes de se levar a taxa de
amostragem ao limite continuo, onde os ruidos nas observacoes também
passam a ser modelados como processos brancos continuos., Fxemplos
numericos simulados em computador digital por uma tecnica de discreti
zacao no dominio da frequencia foram apresentados para ilustrar o
desempenho do procedimento no caso escalar. Para o caso multidimensio
nal com ruidos coloridos do tipo processo estacionario de Gauss-Markov
foi demonstrado que o estimador de covariancias proposto é nao tenden

cioso e consistente.

0 segundo procedimento estendeu ao caso continue o
método de validagao cruzada para ajuste de grau de suavizacao de dados
escalares. 0 uso da nogao de grao de informacao em um sinal continuo

para a aplicacdao do método de validagao cruzada & também uma contribui
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cao original do trabalho. Novamente surge um ponto de ligacdo com a
questao da taxa de amostragem quandc se interpreta o segmento omitido
do sinal para efeito de ajuste do grau de suavizacao como a resolucao
do sinal. Estudaram-se casos particulares de sinais estocasticos
corrompidos por ruidos brancos, de Gauss-Markov, e periodicos. Verifi
cou-se que nestes casos existe uma equivalencia com os resultados de
suavizacao de estados, especialmente quando os ruidos sao brancos ou
quase brancos, no sentido de que sua banda de frequencias seja muito

mais alta que as do sistema.

Finalmente foi proposto um estimador adaptativo de
estados para sistemas dinamicos lineares multidimensionais e invarian
tes no tempo, baseado no processamento paralelo de malhas completa e
alternadas {par e impar) das observacgoes. Mostrou-se que se os ruidos
no estado e nas observacoes puderem ser considerados brancos, entao a
covariancia dos residuos destas malhas formam um sistema linear nos
parametros que determinam as covariancias destes ruidos. Com base
neste resultado formulou-se um métodc, denominade método das malhas,
para estimar as matrizes de covariancia deos ruidos no estado e nas
observacoes e adaptar a maxima taxa de amostragem do processamento de
modo a ainda ser valido o modelo de ruido branco., O uso de malhas
distintas de observagoes para desenvolver um estimador adaptativo que
leve em conta a questao da taxa de amostragem representa a principal
contribuicao original deste trabalho. Exemplos numeéricos escalares e
bidimensionais foram apresentados ilustrando o desempenho e as condi
coes favoraveis a aplicagéo do método. Para o caso escalar foi feita
uma analise parametrica que permitiu estabelecer relacoes analiticas
para classificar os sistemas quanto a relevancia da filtragem e da

escolha correta da taxa de amostragem.

6.2 - AVALTACAG CRITICA DO TRABALHO

As ideias apresentadas neste trabalho ainda se encontram
em um estagio de proposicao de procedimentos alternativos e com novas
abordagens em estimacaoc adaptativa de estados. Por esta razao os

procedimentos apresentados nao foram ainda testados exaustivamente e
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explorados em aplicacoes reais ou mesmo em simulacoes mais realistas
em computador digital. Tao pouco foram apresentadas demonstracoes de
congergencias ou sobre a precisac / robustez dos resultados obtidos.
0s exemplos ilustrativos apresentados foram simplificados, por razoes
de didatica adequada para esta fase de discussoes em torno dos elemen
tos basicos propostos, Trataram-se principalmente de processos linea
res, escalares e diretamente observados. Entretanto, o exemplo bidimen
sional parcialmente observado estudado mo Capitulo 5 serve para desfa

zer falsas concepcoes sobre reais restrigoes a aplicacao do métedo.

Quanto a aplicagao pratica do procedimento, o exemplo
simplificado de determinagéo de atitude considerou o problema reduzido
ao movimento plano com dinamica linear 1invariante no tempo e deu
apenas uma idéia de como implementar o método em situacoes mais realis
tas. De fato o problema pratico de determinacao de atitude de sateli
tes artificiais nao é assim tao elementar, conquanto seja uma area com
grande potencial de aplicacao para o método proposto. Neste sentido o
objetivo foi apenas o de introduzir motivacao para o exemplo de aplica

cao.

Admite-se que a questao da implementacac do método das
malhas no caso de sistemas com muitas variaveis nao € uma tarefa compu
tacionalmente simples em termos de tempo de processamento e de memoria
requerida. Isto limita as aplicacoces do procedimento, ao mencs na
forma atual como esta sendo proposto e dentro da realidade presente
dos micropreocessadores, a aplicacoes em tempo nao real. Por outro
lade, o algoritmo possuil forte estrutura repetitiva, o aque favorece o

uso de processadores paralelos que podem amenizar esta questdo.

Nao obstante as limitagoes citadas, a gquantidade de
fatocs observados mesmo em exemplos modesteos foi significativa a pento
de mostrar as potencialidades do metodo para esclarecer a questao da

influencia da taxa de amostragem em processos estocasticos.
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6.3 - PRINCIPAIS RESULTADOS

Destacam~se 0s seguintes principais resultados do
trabalho. 0 primeiro é que e possivel trabalhar com modelos de ruidos
brancos quande o modelo real e colorido, desde que se ajuste a taxa de
amostragem convenientemente. Se esta for muito elevada o filtro pode
divergir, enquanto que no casc contrario, a precisac cai. Em todos os
exemplos estudados houve pouca diferenca entre a precisao das estima
tivas dos filtros quando se considera o modelo correte de ruidos
coloridos no processamento da amostra completa de observacoes conti
nuas (filtre de Deyst) ou quando se considera o modelc aproximado de
ruidos brancos no processamento sequencial das observacces com taxa de
amostragem ajustada pelo método das malhas. Entretanto nao foi demons
trada a generalidade deste resultado sequer para sistemas multidimen

sionais lineares e invariantes no tempo.

Qualitativamente, a condigao mais favoravel a aplicacao
do metodo, 1isto é, aquela onde a escolha adequada da taxa de amostra
gem ideal ¢ valiosa para obter uma acentuada reducao na incerteza da
estimativa, ocorre quando os ruidos, embora coloridos, forem quase
brancos. Numericamente, o desempenho do metodo em simulagces digitais
foi semelhante aos de estimadores adaptativos convencionais: maxima

verossimilhanga; correlacao de saidas; e correlacao de residuos,

0 outro aspecto destacado €& que o processo secundario
guiado pelo residuo em um filtro continuo contém a informacao sobre a
estatistica dos ruidos no sistema, De certa forma e como se os elemen
tos do processo secundario se tornassem fotografias instantaneas da

historia do residuc.

Por fim, registrou-se a existencia de uma analogia entre
a taxa de amostragem ideal e a resolucao do sinal observado. Esta
analogia ficou clara da equivalencia entre resultados do método de
validacac cruzada, onde nenhum modelo estatistico é suposto sobre as
medidas, com os resultados de suavizacaoe de estados no caso escalar

para diferentes tipos de sinais coloridos. Embora esta equivalencia de
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resultados nao tenha sido estabelecida em todo o espago parametrico,
ela foi especialmente valida para frequencias de ruidos muito maiores

que as do estado, ou seja, para ruidos quase brancos.

6.4 — PERSPECTIVAS

Como um trabalho introdutorio, varias questoes ficaram
para ser analisadas com mais profundidade. Destacam-se aqui algumas

delas, que podem servir de temas para pesquisas ou aplicacoes futuras.

0 procedimento de simulacao do processo continuo pode se
basear em outras funcoes ortogonais eventualmente mais eficientes
computacionalmente que as trigonometricas. Este desenvolvimento em
série poderia ser tamhém explorado para esclarecer a questao da
relacao entre os parametros do filtro secunddrio e a precisac do
estimador adaptativo continuo. Ainda no nivel tedrico uma linha de
pesquisa seria tentar demonstrar as condicoes de convergencia do
método das malhas. Merece especial atencaoc o caso de ruidos quase
brancos e sua possivel relacao com o teorema da amostragem na versao
estocastica. Uma outra sujestdao seria investigar a ligacao dos resul
tados aqui encontrados com a questao da observabilidade e controlabi
lidade. Entretanto, a interpretacao do modelo branco como um caso
especial de modelo de ordem reduzida parece ser o caminho mais promis
sor para a obtengao de resultados teoricos por contar com o apoio de
resultados cruzados com esta fértil area de pesquisa atual, Neste

sentido, ver, por exemplo Asher et alii (1976).

Fm termos de aplicacoes a perspectiva natural de conti
nuidade do trabalho é a sua aplicacaoc a dreas, tais como a determinacao
de atitude, visando estabelecer melhor as condicoes reais em que o
procedimento se aplica. Propoe-se uma sequencia progressiva de traba

lhos para alcangar este objetivo:
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l. Aplicacao do procedimento a um problema de determinacac de
atitude em tres eixos, ainda com dinamica linear estacionaria
e com observacoes lineares com taxa de amostragem constante e
modelo de avaliacao com ruidos coloridos de Gauss-Markov de
primeira ordem na dinamica e nas observacoes, via simulacao

digital;

2, Aplicacao andloga, porém com o modelo de trabalho nac linear
realista mas incluindeo apenas os termos predominantes nos
torques atuantes e modelo de avaliacao com ruldos representan
do realisticamente os demais disturbios ambientails na dinamica
e nos sensores (e nao mals aleatérios) ainda wvia  simulacao

digital;

3. Aplicacao analoga, porém com a avaliacao feita via simulacao
hibrida, com sensores reais, simulador sclar, simulador de

terra, e simulador de atitude em tres eilxos.

Uma 0ltima linha de pesquisas ora sugerida se volta para
a drea de aplicacoes em tempo real. A ideia seria obter trabalhar pela
obtencao de um algoritmo conceitualmente equivalente ao proposto aqui,
porem na forma de uma série de filtros secundarios paralelos cujas
safdas seriam as covariancias dos rufdos, associada ac esquema de

detecao da taxa de amostragem ideal.
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APENDICE A

ERGODICIDADE DO PROCESSO SECUNDARIO Z(t)

Neste Apendice demonstra-se a ergodicidade do vetor proces
so secunddrio Z(t), definido no Capitulo 2 pela Equagao 2.14. Para que
um processo gaussSiano seja ergodico e suficiente que sua densidade es
pectral de poténcia seja continua (Bendat and Piersol, 1971). Que o npro
cesso 2(t) & gaussiano e evidente da Equacao 2.14, segundo a qual ele
cbedece a uma equagao diferencial linear estocdastica com termoc forgante
linear no residuo, o qual e sabidamente gaussiano. Além disso, a  condi
cdo inicial Z(to) e deterministica. Resta portanto verificar se a densi
dade espectral de poténcia do processo secunddrio nao possui descontinul

dades.

Antes de calcular a densidade espectral de poténcia ce
Z(t), convem obter algumas relagoes envolvendo a funcao de covariancia

do estado estendido &Xe definido no item 2.%1.3 pela Equacao 2.18:
(t,7) & E{Axe(t) axé(r)} . (A.1)

Derivando esta expressao em relagao ao tempo, obtém-se com ¢ auxilio da

Equagao 2.19:

C £, 1 =M C £, T ¥r>rT. A.
Ovaxe,axe( ;) e “OVix ox (t, 1), (4.2)

e e

5HX

com M, definida pela Equagao 2.20. Deve-se lembrar que a condigac para
que a covariancia de X, entre em regime permanente € que as matrizes M

e S, particoes da matriz Me, sejam definidas negativas. Definindo entao

a covariancia de regime permanente:

CovL () &4 lim Cov
‘e e >

AXLEX (t + 5, £). (A.3)
e e

- A0 -



- A2 -

e derivando em relagao a 4, obtem-se:

z = 5 B A > .
Cov,v ix (4) M, Cov,y AX (), ¥4 >0 (A.4)
ds e’ e e e

Desenvolvendo a Equagao A.4 em termos dos componentes de AXe chega-se a:

d 7=} oo
— COVQX, X (&) =M COVQX, ix (a) , {(a.53)
ds
d (8) = M Cov.y . (8) (A.6)
E; COV&X’Z 4) =D OVAX,Z s .
d o0 w oo _
— 3} = A 4) = GH i 5), .
Covz,&x () = 8§ COVZ,&X (4) Covﬂ"ﬂx ($) (A7)

ds
d * 2 () =G HCoviy ., (8),F 4 >0 (4.8)
— COVZ,Z ($) = 8 chz,Z 5y - Ovax,z L), % 4 . A.
da

Da Definigaoc A.1 conclui-se que:

‘ —_—
COVAX A% (1,t) = COVAX AX £, 7)), (A.9)
e’ e e e

e, consequentemente, da Definigac A.3 segue que:
Cov,, ¢ Cov, (s) (A.10
OVax ax €)= Coviy a8 -10)

e’ e e’ e

ou seja;
Cov,. . (-5) = Cov, ) (
OVAX,AX -4 = OVQX,&X (4) , A.11)
Cov, ) e (8
OVQX,Z(_é = COVZ,AX 5) (A 12)
Cov, ', (=8) = Covyry , (8) (A
OVZ,AX -4) = OVAX,Z A L13)
Cov. ' (=4) = Cov. . () . (A.14)
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A partir destes resultados pode-se entac calcular F7 Z(w). Pela defini

cao de densidade espectral de potencia tem-se:

Pl
[ee] . o
9 A A = - - . B
SZ,Z(“) & F[Covz‘z(s)] 1 Exp(~fw4d) COVZ,Z(A) ds (4.15)
onde j representa a unidade imaginaria. Utilizando a Equacao A. 14, po

de-se reescrever a Equacao A.13 assim:
S, gl =3 () o+ 37w, (A.16)

onde J (w) e dado por:

(* , @
J(w) 4 Exp (-jws ) Cov, ($) ds . (A.17)
‘g ?

Integrando por partes com o auxilio da Equacdo A.8 obtém-se:

. o o .
J(w) = Exp(-fws ) Covz Z(é) ‘ +} EE—E—(:-JJ—E!S—-)[S Cov; Z(é} +
—fw ! 0 9 fuw !
-GH COVAX Z(é)j ds (A.18)

3

A
[

A solugao da Equacao A.6, dado que CovmX 7 (0y = C* | &
H e

w
COVAX,Z () = Exp(Ms) CL , ¥ 5 2 0. (A.19)
Pode-se entao reescrever a Equacao A.18 assim:
(C’O
J(w) = {Zm + SI{w)-GRK  Exp [(M - ijn)&]dé C; P Gw) =
= <7+ SJ(w) +GH (M—jmln)_l Coo5/(gw). (A.20)

Resolvendo esta expressao em J(w) obtém-se:

J(w) = -(S—jwlm)_1 (2 + Gfl(M‘wan)dl cry, (84.21)



e portanto:
Sp.2W) = (ST )7 [T, + GH (M-jwl )72 €1 ]+
[, - C (4" + len) “H'G'] (s +;wlm) ol N (a.22)

Como as matrizes M e 5 sao definidas negativas, segue gue de fato

SZ Z(w) nac possul descontinuidades e portanto, 2{t) € um processo gaus
, s

slano ergodico.



APENDICE B

EXPRESSAQ ANALITICA PARA A ESTIMATIVA DA VARIANCIA
DO PROCESSO SECUNDARIO 0 CASO ESCALAR

Neste Apéndice deduz-se a Expressao 2.86 para o estimador
Z_ da varidncia do processo secundario Z(t) em funcao dos coeficientes

da expansao de Z(t) em série de Fourier, no caso escalar.

De acordo com a Definigao 2.30, Zm e dado no caso escalar

por:

- ‘ft'l_‘ll'T dt
Imoa g 2 & (5.1

/tx 'I

onde t; e suficientemente maior que o instante inicial ty de modo a ga
rantir que a variancia de z(t) tenha entradc em regime permanente. Por
outro lado, em regime permanente,o proprio processe secundario z(t), po

de ser simulado analiticamente em série de Folrier:

z{t) =
i

{az cos lupt + bz sen iugt] vwz /7 T (B.2)

1 i i

Il e—1g

onde a_ e bZ sao sequencias gaussianas brancas, caracterizadas na  Tabe
z s
la 2.1. Considerando apenas os N primeiros termos da Expressao B.2 e

substituindo na Equagao B.{ resulta:

7 it 2 wedt
Zm(T) = | { 2 (az cosimgt-sz‘ seniwot) j* 2L

}0 i=1 1 1 =T

+T N N

= | E E (az Cosiwot+bz seniwot}(az cosjwat +
J{} i=1  j=1 i L ]
b senjwoyt) WodC (B.3)
z.
] T

- B.1 -
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Definindo as seguintes fungoes auxiliares:

N N
J.{t) iy E E (a a %—bz bz ) cos [(i-])wot], {(B.4)
i=i j=1 i 5 i %
X N
Sy} (b_a -a b ) sen [(i-Dust], (B.5)
i=1 j=1 i “j i
N N
Ji(wy s )} (a,a -b b ) cos [(i+jwot], (B.6)
i=1  j=1 i%) i
N N
Joey & 3} @ (a b +b_a ) sen [(i-]uwet], (8.7)
i=t j=1 i7] i“j
pode-se reescrever a Equagao B.3 assim:
5 T wodt . (B.8)
.00 = { {J:(0)+J2(E)+T35(E)+34 (8] } )
‘0 27T

Tomando k = i-j e notando que os elementos das somatorias em Jy e J» sao

simetricos em relacao ao eixo 1=] pode-se reagrupar estas somatorias  as

sim:

N oi-1

2 2 .
(azv + bZ ) o+ 2 'E '[ (az‘az. +bz‘bz.)cos[(1—1)wot]
1 1 1 1=2 ]=1 1] i3

Ji(t)

f
[T v =

g N iil
= (a? + b2 ) +2 z {a a +b b Jeoskugt
-1 % 25 i22 x=1 %1 %ik % %ixk

N N-1 N
= z (a; +bi Yo+ 2 Z Z (az a, +bz bZ Jcoskwot,
i=1 1 i k=1 i=k+1 i "i-k i “i-k

(B.9)
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N -
AR oy
Jo(e) = 2 .l p) (bz.az'— az_bz.) sen [(i-3)wet]
i=2 =1 L 3 1]
N 1-1
= 2 z Y (b a -a b Y sen kugt
i=2 k=1 %1 %i-k %1 Fix
N-1 E
=2 ) ;7 (b a -a_b ) sen kuwpt
k=1 i=k+1  Zi %i-k i %ok

Quanto as funcoes J; e J,, tomando k=i-j e f=i+j, obtem-se:

2N Ko,2
Ji(e) = ) ) (az a ~b, b, ) cosfwgt,
222 k=—kg ek PRk tek “l-k
2 2 2 2
%N RE,Z
Jult) = 2' l (a b +bz aZ J senﬂwgt,
222 k=—k, ek Zo-k fek F-x
2 2 2 2

onde

ko & N-1-]e-(Nen)]

e 0s limites de cada somatoria, bem como o fato de que k varia

so duplo, podem ser melhor visualizados na Figura B.1,

(B.

(B.

{(B.

(B.

10)

11)

13)

pas
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Fig. B.1 - Relacao Geometrica entre os indices i,j e £,k.

bl - - - 3 - r
Definindo entaoc a correlacap amostral direta, C, e lnversa, C, respectil

vamente por {(ver Figura B.2}:

N
k) & §  ur uy (B.14)
e o 5
- ko,2
Cu ua (e) A Z ui us ) (B.15)
1,22 k=—k g Z+k 2=k

onde u; e u; representam sequencias aleatorias, as tquagces B.9 a  B,12

podem ser escritas com uma notagao mais compacta:

N=-1

Ji(t) = caz‘az(o) + Cbz’bz(O) + 2 k§1 (Caz,az(k)-+Cbngz(k)coskwot,
- (B.16)
N-1 .
Ja(t) = 2 z [Cb . (k} - Ca b (k)] sen kuwpt, (B.17)
k=1 z’ 'z z’ 2z
2N . -
Ja(t) = [c (&) - Cb b (£)] cosfugt, (B.18)

a .a
£=2 2’z z’ z
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2N
Ju@) = V[ . ) +C (2)] sen fwot, (B.19)
=2 2% ©,2%;
1 2 k 1 N
Uy i Y n — /4'_ " +
Correlacao
Direta
uz.: ¥ + 4 L 4 .
1 2 -k N-k AY
- 2+ Lk
2Kr z 2
uyp i . } —_— -

Correlacao

Indireta

+

Fig. B.2 - Esquema das correlagoes direta e inversa entre duas Sequen

cias aleatorias quaisquer uj e usg,
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Substituindo as Equacoes B.16 a B.19 na Equacao B.Be resol

vendo a  Integral obtem-se finalmente:
. o . - N1
2 () =2 Lc L (0 -G (O)l L)
2n L2509, 2’z A k=1 k 7 T
(r - -
£ +C . )] sen kweT+ | & (k-C . (k)
a ,a b ,b 0 b _,a a_,b
\ z Z z'z .z oz 2’7z
) .')_NJ i »
- +
{(1-cos kwgT); + Z , Ca a (ﬂ)-Cb b (£) sentuol
L=2| "2’z z’'z | 24T
- . \
-~ -~ — STy
E LW+ LW Ucosbus D) | (8.20)
2’z z’7z 280t J

que e o resultado final a que se refere a Equagao 2.86.



APENDICE C

VARIANCIA DO ERRO DO SUAVIZADOR LINEAR

Seja x(t} um processo estocastico escalar e y(t) sua obser
vacdo corrompida por um ruido v{t), nao tendencioso e nao correlacionado

com x{t) conforme o seguinte modelo:
y(t) = x(c} + v(e) . {(C.1)

Neste Apendice calcula-se a variancia do erro (em relagao ao sinal verda
deiro, x) do seguinte suavizador linear, solugdo das Equagoes 3.7-8 para
0 caso de sinals perpetuos:

y(t) = exp(—a‘T‘) v{t-1) dT, (c.2)

.
-

o
s
<

onde & € o ganho do suavizador (ou grau de suavizacao). Tres tipos de mo

delos sao analisados em correspondencia aos exemplos de aplicacao do Ca
pitulo 3. No primeiro o sinal verdadeiro e um processo browniano e o rui
do é um processo gaussiano branco. No segundo, o sinal e o ruido sao pro
cessos estaciondrios de Gauss-Markov de primeira ordem. No terceiro ca

so, o sinal e o ruido tambem sao processos estacionarios, porém periodi

cos. Nos treés casos, a covaridncia do erro do suavizador,definida por:

ST
(5]

A E{[¥(t) - x(e)1°} = E (3HOI+E x3) - 2E x(0)3()F, (C.3)
é calculada em funcao das caracteristicas estatisticas x e de v.

Lembrando que o sinal e o ruido nao sao correlacionade, po

de-se reescrever a Equagao C.3 assim:

G2 2EB{V(e)} + E(R3(O) } + B{x2(t)} - ZE{x ()R (&)} (C.4)
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onde v{t) e X(t) sao dados por:

v{t) Jay J[ =~ exp (-u T]) v{t=-T}) dT , (C.5)
x(t) & ‘( 2 exp (-a|t]) x(c-1) 4T . (C.6)
‘o 2

C.1 - SINAL BROWNIANO E RUIDO BRANCC

No primeiroc caso abordado, o sinal verdadeiro x(t) é um
processo browmiano e o ruido v(t) e um processo gaussiano branco, res

pectivamente caracterizados por:

fcgz(t) , ¥ s 20,
Elx(t+s) x(0)}) = 4 7 (c.7)
LGK‘(t) -Q A, ¥4 < 0,

E{v(t+s) v(e)} = R & (&) . (C.8)

P

partir das Equagoes C.5 e C.8 obtem—se:

e { { exp[—a(lTl + |r“)] E {v(t-T)
4

b
- =D

E{vi(t)}

€0

2
v(t=7')} dT' 41 = — ( exp (-2
5

TPR AT = 2R, (C.9)
4

-0

Por outro lado, das Equagoes C.6-7 obtem~se:

E{x’(t)} = af (t) , (C.10)
E{x(t)x(t)} = { & expl(-a|t|) E {x(e)x(e-1) }dt
2
(9 o . z (m a 2
= J - exp{at) Ux(t)dT-+J = exp(-at) [ {t)-QT] dT
oo 2 g z *
- g? 9
= ox(t) , {C.11)

2o
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E(x*(t)) = | ( % expl-al|t] « '1*[)] E x(t-7)
A
x(e=1")}F dt' dt . (C.12)

Notando que o integrando da Equagao C.12 é simétrico em re

lacdao ao eixo T=7T1', isto €, T € T' sao comutavels, pode-se reescrever
L] b4

essa exXpressao assim:

0 - T 2
e{22(t)} = J 2 expl-allt| - T D1Lei(e) - qtl dt'dt
2
=Jr1 + Ja2 + J3 (Cc.13)
onde:
ot ¢ T
I, A — 1 J exp[a{T +1")] [O;(E)—QT] dt'dr
2
) C (t)
= { eXp(ZGT)[Oi(t)—QT]dT = + Q . (C.14)
im 4 8o
([0 2 5
Ja & ' el exp[—O‘.{T-T’)][G;{(t)—QT] dT1'dT
zo 400 2
= 1% apaanoi()-qr] dt = L oi(e) - (€. 15)
g 2 2 o
([T 2
SENV — exp[-alT+ T'}][0*{t)-QT] d1'dT
T g2 *
_ r"ﬁ [exp(~aT) - e:{p(—ZOLT)]{G;(t)—QT] dt
) 2
oZ(t)
_ X - 20 (C.16)



Substituindo as Equagdes C.14~16 na Equagac C.13 resulta:

0 -2 9 | (c.17)
4

G

Agora, substituindo as Equagoes C.9-11 e C.17 na Equacao C.4 obtem-se a

expressao final para §°, que independe de t:

5 =L ar+d) . (C.18)
4 o

. - ~ 3 e
Analisando a expressao de O° para este modelo verifica~ se

que o ganho do suavizador de minima variancia € dado por:
ok = VQ/R' . (C.19)

C.2 - SINAIS E RUIDOS ESTACIONARIOS

Antes de prossegulr a analise dos modelos particulares con

vém obter a expressao geral da variincia G° para o caso onde tanto o si

nal verdadeiro »(t)} como o ruido v(t) sao estaciondrios, isto €:

; - 1
COV‘{ X(t+é,t) &E {x(t+s) %())

c (jsp), (C.20)

50). (c.21)

(]

Cov (t+a,t) A E {v(t+s) v(t)}
v,V =

L

c (
v

onde c ec sao fungoes integraveis arbitrarias,
v
Com base nas Equacgoes C.6 e C.20 verifica-se que:

E{x%(t)} = c (0), (C.22)

E{x(t) =x(t)}

{ g exp(—&|T|) CX(ET‘) dT
2

-—

J a  exp(-aT1) CX(TJ dt , (C.23)
9
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~00 e 2

Ex*(e)} = J J 2 expl-al|t] + |T')] cx(|T- Ttydt'dT (C.24)
4

Notando que o integrando da Equagac C.24 é simetrico em re

lagdo aos eixos T=T1' e T= -7' , pode-se reescrever essa expressao as

sim;

0 T
E{x? ()} = J i a® exp [-a(T+ IT'I)] CX(T—T') dt'dt= Jy + Js,

L {(C.23)

onde:

00 ‘,'0 .
Jy & i a® exp[-a{1- T")] CX(T— ') dt' dt
o
o) ,-2"[
= [ a® exp(-as) C_(8) ds dt
EE x
0
. J J o exp(-as) C_(8) 4T ds
o A/2
= J o exp{-as) Cx(a) ads {(C.26)
o 2
(= T
Js & a? exp[-a(T + 1')] Cx(t-T') dt'dT
‘o
o] rT
= J a?  expl-a(2T - 4)1 Cx(b) ds dT
0 ‘0
= J 0? expl-a(2T - 4)] Cx(é) dt ds
)

= f 2 exp(-cs) C (s) ds . {C.27)
ie 2 X
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Substituindo a Equacdo C.26-27 na Equagao C,25 obtem-se:

x

E{x?(t)} = j (1 + as) exp (-0s) cx(a) ads (C.28)

1
n 2
Analogamente obtem-se para v(t):

R

E{%7 ()} = J 11+ o) exp (-as) €, (8) ads (€.29)
5 2

Substituinde agora as Equagces C.22-23 e C,28-29 na Equagao C.4, verifi

ca-se que:
oo

5% = C (0) - J il exp (-x) {(~3+x) C & v e DY ax (€.30)
* 5 2 xCL v‘l

Este resultado & valido para qualquer tipo de sinal esta

ciondrioc e facilita a obtengdo da solucgao para casos particulares.

C.3 - SINAL E RUIDO DE GAUSS-MARKOV DE PRIMEIRA ORDEM

Mo segundo case particular abordadeo, o sinal verdadeiro
x(t) e o ruide sao processos estacionarios de Gauss-Markov de primeira

ordem, caracterizados por:

C_(s)
x

oi exp (—As4), (C.31)

CV(A) Gé exp (—XV,A). (C.32)
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Substituindo as Equacgodes C.31~32 na Equacao (.30 obtem-se:

[ X ~ o
g2 =g iy 4 r exp [~(1 + i) x ] 3 ax +
~ 9 2 2

S

02( 1+X_ exp {—(1 +)\-y) x] dx
v (o4

- Ao —
o %1 - 2 (1 + SR ~1—-(1 + 97
B 2 o 2 ¢4
+ g ? 1 [(1 + i)_1 + (1 + &)—2} . (C.3%)
v
2 o o

ou, numa forma mails compacta:

3% = oxz §y (/A + ovz fr (A /2, (C.34)
onde:

§1 () & (1 +e/2) (1 + ) (C.35)

- . ~2 . - .
Nota-se que a expressao de J° recal no caso de sinal brow

niano e ruido branco se:

A << oo << A
Y

sz -2
2
AR
02=———-
v
2
Nesta particular condigcao o ganho do suavizador de minima variancia e

aquele dado pela Equagae C.19. Para o caso geral, entretanto, a obtengao
do ganho de minima variancia € mals complicada, ainda que possa ser fei

ta analiticamente, como se ve a seguir. Com o auxilio de uma breve anali
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se grafica, determinam-se também as condi¢oes para que a solucdo de mini

mo local para o z 0 exista e seja de minimo absoluto.

Utilizando a notacao do Capitulo 3 (ver definicdo de para

metros nas Equagdes 3.34-37), a Equacao C.34 fica assim:

510070 + €% 4y (Bp)

1 @
LR S (c.36)
(14p) 2 (1+¢p)?

Nota-se que esta expressao pode ser posta na forma de uma fragac polino
mial do quarto grau, com dois polos duplos e no maximo quatro zeros a ca
da nivel de ¢°., Por outro lado verifica-se que a derivada de 0° em rela

¢ao a p € dada por:

do? |

o> _ 1| 1+3p | 24 ﬂP__ (C.37)
dp 2 (1+p)° (1+8p) 7

e pode ser posta na forma de uma frac¢ao polinomial com dois polos tri

plos e no maximo guatro zeros. Para completar a analise, especialmente no

ue se refere as assintotas - 7 o convem obter a derivada de % em re
P ’ €

lagéo a p_l:
=2 -1 _ + 371,71
dG_ _ b _ 3+E_—T . e gl (1 BQ‘ p °) (C.38)
dp 1 2 (14"? l): (1 + 8';p‘1)3-
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A partir das Equagdes (.36-38 verificam-se as seguintes propriedades de

Ez(p):

fe? sep=290
|1 se p—l =0
3¢ = . {C.39)
| -2
LTS sep o= -2/8,
(2-8)?
—Z 2
do 1- -3 B (C.40)
dp p=0 2
=2 - . 2 3
d \: ’ = _3__._8_ (C.iﬂ)
dp -~ p-‘ - 0 2

// dp 1
/| \\\_ = _3§
/ -
//f | da=(0)}<0
dp
0 | .
B8
0 1/3

Fig. C.1 - Mapeamento das propriedades de J° no plano B-g2.
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A Figura C.2 mostra o comportamento qualicativo de g° em
fungao de p de acordo com todas as caracteristicas levantadas. Evidente
mente a procura de minimos locais ou absolutos se restringe a parte com
p 2 0, mas a figura abrange tambem a parte negativa de p para mostrar

- . - - . -2 . -
pela analise de numero maxlmo de zeros em C° e em sua derivada, que ha

no maximoe um minimo local com p > 0.

Desta analise grafica verifica-se que apenas na regiao on
de R > % e (3[3)-'1 < £ < 3R ocorrem minimos absolutos em valores positi
vos finitos de p. Nas demais regioces ou o minimo absoluto ocorre em p-w
(que equivale ao suavizador saturado) ou em p = 0 (que equivale ao suavi

zador inativo), conforme se ve na Figura 3.7.

A solucgao geral para o ganho do suavizador de minima va

riancia pode ser obtida analiticamente resolvendo a raiz positiva da se

guinte equagao pelinomial do quarto graut

{4
boe.pt =0, (C.42)

i=o
que Tepresenta o numerador da Equagao C.37, onde:

co =1-3 ¢° 8

c1=3(1 +8) - €® 8(9 + B)

co =38 (3 + 3) (1 -¢€%)

c; = B2 (9 + 2) - €® 38(1 + B)

cy = 3% (3R - €%, (C.43)
se 3> 1/3e (3R) ' < g <38
Caso contrario nao existe raiz positiva e a solucdo é dada por:

( 0 , se % < 1
p* = - 2y . {C.44)
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C.4 - SINAL E RUIDO ESTACIONARIOQS PERIODICOS

Considera-se finalmente ¢ modelo onde o sinal verdadeiro

x(t) e o ruido v{(t) sdaoc processos estaclonarios periodicos tais que:

fr

C_(s) = 0> cos (Als]) , (C.45)
X X

C (s) =02 cos (A |s]). (C.46)
v v v

Analogamente ao caso anterior, substituindo as Equacoes (.45-46 na Equa

cao C.30, obtem-se:

ol ( ~ ;\\ x - : \
G% =02 41 4 ‘ cos (= x) exp (-x) > ax f
o ‘o o 2

+ ot J cos (Rv x| exp (~X) X + 1 dax (C.47)
2 Q ’ 2
Dado que:
{ cos{ex) exp (-x) dx = {1 + 22)_1, (C.48)
)
J\ X cos(ex) exp (=x) dx = (1 - ) (1 + ¢?)72 (C.49)
0
obtem-se:
32 . g2 [} __3/2 L, 1 1=(A/a) " . Oé 1/2 .
L e/ 2 [+ 1R 1+ fa)
T 1=0g/a)f

(C.50)

2 [+ /)7
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ou, na forma mais compacta:

ST =4, (pY) + € 4. (Bp), (C.51)
onde:
f2 () & (1 + e®)78 (C.52)
Com vistas a andlise grafica, deriva-se G° em relacio a
52 e a p?
3o° 2 2y=3 2 g2 a4 233
= 2p° (1 + p°) -2 3 (1 + 35 p7) s {C.53)
3p?
R I R A S R R (C.54)
3p

Das Equagoes C.51 e C.52-53 verificam-se as seguintes caracteristicas de
~g.

»
o
ael
¥
8

g° = <!1— (C.55)

, (C.36)

= -2<0. (C.57)

Estas caracteristicas podem ser visualizadas qualitativamente na Figura
. =2
C.3, e mostram que © minimo absoluto de C° ocorre sempre em um valor es

tacionaric, diferentemente do que se verificou ne caso anterior.
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Com base nesta analise, imponde a condicac de estacionarie
dade em G°, conclui-se que a solugcao de minimo corresponde a uma raiz po

. - .o~ 2.
sitlva do segulnte pollnomlio em p:

4 .
i . ptt o= 0, (C.58)

onde os coeficientes s obtidos a partir da Equacao C,53, sao:

cp = - g% &2

cy =1 -3 g% 32

ey = 3 RI(1 - e?) {C.59)
cy = B2 (3 8%~ €%

cy = 3°f

Valores numéricos das ralizes dos polinomios dados pelas Equagoes C.42 e
C.58 foram obtidos, para os exemplos estudados no Capitulo 3, pela roti

na SPG4 (Kuga e Guedes, 1987),
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APENDICE D

CALCULQ DA FUNGAO DE VALIDACAO CRUZADA

Neste Apendice obtem-se o valor esperado da funcgao de vall
dacdo cruzada, utilizada para ajuste do grau de suavizacao no Capitule 3
(ver Equacdo 3.21), dado um modelo estocastico para o simal y(t). Sao
abordados especificamente tres tipo de modelos, como no Apéndice C, cor
respondendo aos exemplos numericos tratados no Capitulo 3: sinal verda
deiro browniano e ruido branco; sinal e ruido estacionarios de Gauss -

Markov de primeira ordem; e sinal e ruido estacionarios periddicos.

D.1 -~ CALCULO DO RESIDUO DA SUAVIZACAO NO GRAO AUSENTE

A solucac do problema de suavizacao de sinais continuos com
um grao ausente satisfaz as Equagoes 3.23-24; que podem ser escritas na

forma algebrica:

V(e) = AY(E) + B y(t), ¥ teley, £, -2 U (¢

A
* # T3t 1, (D.1)

onde t, indica o instante central do grao ausente e A seu tamanho (reso

lucdo); os vetores Y e B e a matriz A sao:

~ 0 _:.0
y & {ya,t*,ﬂ P Yae,,a (D.2)
o
AL lo* o f , (D.3)
Bai{o : =o'}, (D.4)
A solucao da Equagao D,1 e dada por:
t
Y(t) = exp[A(t—ti)] V(ti) + J exp[A(t-T)]) B y(1) d1 , (D.5)
t.

1
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onde t, € um instante arbitrario, e:
i

cosh ut a * senh at]

exp (Ar) = *Ikas‘anhat cosh o (D.6)
No interior do grao ausente tem-se:

~ - i A

ya,c*,ﬂ(t) = Y* + C (t-t‘k)’ v te (t*-js t*"’j‘)s (D.7)
onde

-~ . ';O _ ~ B + ~ 0 _

Ve 2 >E,E*’$(t*) {Yu’t*,ﬁ(t*+-u/2) Yu,t*,é(t* al2)1/2, (D.8)

N A N _ o0 B 2 s

c 8 ya,t*,ﬁ(t*) Eya,t*,a(t* 4/2) ya,:*,a(t* A/2) 1/ {(D.9)

Avaliando a Equagaoc D.5 com ti =ty e t=t, - 4/2 e levando em conta a

condicao de contorno dada pela Equacao 3.24, resulta:

-0 ~ _ 5 -0
ya,t*,ﬁ(t* - 8/2) =coshla(t, - 4/2~ tq)] ya,t*,A(tl)

(l:*—.'l/.?

ol a senhf[al(t, - 4/2-7)1y(1) d1 , (D.10)
.tl

J =0

¢ = asenhfa(t, - 4/2 - to)] ya,t*,é(tl)

lrt*—a/.?

- at coshlale, - 4/2 - 1)]ly(1) dT1 , (D.11)
“ty
donde; eliminando §& . A(t1):

. t,-0/2
y? (t, - 4/2) = {c cosh[a{t, - &4/2 - £1)] + afcoshla(T-t;)]
Ot,t*,[l * * t

y{(T)dT} {asenh[a{t*—afz—tl)l}_l . (D.12)
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Analogamente, fazendo L. =t +A/2 et = t, conclui-se que:
“n

-9 o L

ya,c*,ﬂ(t*i'ﬁ/z) = {-¢ cosh[a(tn t, A/2)] + {

alcoshla(t -1)]
Dkt /2 n

y(T)dt} {a senh[a(tn—t*-AIZ)}}_l .

(D.13)
Das Equacoes D.8-% e D.12-13 obtem—se:
t =-4/2
o = Kio® Jtn cosh[a(ty-1)] y(r)d T J %=t/
K2 t,+4/2 senh[u(tn~t*-A/2)] t,
nfoa(t-t1)]y(1)d |
coshfa(t-t1)]yv(T T } (D.14)
senh[a(t, -4/2-t1)] |
N [t*'A/z [ Ky | coshla(r-ti}]y(T) drt
Vae=— 1+ —
2 ‘t1 . K, senh[a(t* +4/2-t1)]
a K3 coshla{t,-1)]y(1)d 1 l
+ 1 = 22 L [ (D.15)
‘e, wb/2 Kz senh[a(tn—t*—AIE)] ;
onde:
KiA cosh[a(T-4)] - cosh [2a(t*—tc)] , {(D.16)
Kzé a A Ky + 2 senh[a(T-4) , T = tn-tl, (D.17)
Kza 2 senh.[Za(t*—tc)] . (D.18)
tb (Lo + £)/2 . (D.19)
Finalmente,o residuo do sinal suavizado em relacao ao sinal medido no
grao ausente ¢ dado por:

(b +8) — y(e, +8), ¥5€ (-4/2, 4/2). (D.20)
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No caso particular onde o sinal y(t) e eterno, isto e, t;*-® e t » ®

Cem—-se:
o [f a1 (ETB/2
Ve b, a0 =T e ——
A 2 | 1+at /2 2
|1 b
. 1+ad/2 t*+ﬂ/2

D.2 - SINAL BROWNIANO E RUIDO BRANCO

Com base no modelo dado pelas Equagoes C,7-8 verifica-se

das Equagoes 3.22 e D.20-21 que:

9
Eloyle,, @) =7 J.,

onde:
'&/2 2 ‘,m
Jlé 1 _1_ 1 - a5 } J
Zagp 48 1+u o ‘o
v(t*—-A/Z-x/a)} dx'dx ds = ER (1 + K)
3
BIZ 4 as 1277
J28 — |1 s = J J exp(-x-x")E{v(t +A/2+x/a)
—A/2 47 T4+4L 0 i}
vt v 8/ 24x" fc0) ) dx'dxdb==§ R (1
br2 d4
Tid plvi(e, )} "= = E {vi(c )}
A

-A/2

[ exp(-X-x")E{v(t -A/2 - X/a)

(D.

exp[~alt, - A/2-T)]y(1) d1 +

] J exp[-a(T-t*-A/Z)]y(T)dTL-—y(t*+a)

(D.21)

Y

(D.22)

(D.23)

ra
=
—

(D.25)
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oL 00

A/2 277
AN N (1— sl ] J J exp(=x~-x") E {x(t -A/2- x/a)}
:-L\./Z 4A - 14 0 ‘0
-
x(t,-4/2- x/a)} dx'dxds = ~ (1K) [G;(t*) BT QJ, (D.26)
4 2
Af2 wx 12
JsA { 1 1+ JA] [ J exp(~x~x ")E x(t*+A/2+x/a)
N YT IR IR L I
\ : 1 2 A+1/a
x(t*+ Af2+x' /o)t dx'dxds = — {1 +K) [ox(t*) + Q:\, (D.27)
4 2
(A2 Qs i
Jséj E{x?(t,e8)} — =g, (€, , (D.28)
Za/2 .
Af2 1 ~ (C{A Z 00(00 )
J7Q'[ — I—L——-] J Jexp(—x—x')Etx(t*—A/2—x/u)x(t*+A/2+x’/u)}
‘_A/zz U =75’ 0
dx'dxds = - (1-®for(t,) - (&/2 + 1/e)Q] (D.29)
2
fA/Z - o
T2 ) 2L L -2 || exp () Elile,-0/2-00x(e 8 dxas
—L\/z fa) 1+0 = I

- o, + &« g (D.30)
* 2 o
(A/Z s
Jod j -1 [l s J( exp(—X)E{x(t*+f_\./2+x/a)x(t*+/_u)} dxda
=Af2 A T+u= " g
= 0i(t) + K (w) 2, (D.31)
o
onde:
wh ab/2 (D.32)
KA — {u/(1+w]* . (D.33)

w =
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Das Equagoes D.22-33 resulta:

Eloi(e,,a)} = 9—{?15£ - T e R 2 (R BV T (D.34)
- a L3 12 - 4

que é constante para qualquer t*, donde:
E{ID(a)} = E{ag(t*,a)} . (D.35)

D.3 - SINAIS ESTACIONARIOS

Antes de passar ao calculo para os dois ultimos casos par
ticulares abordados convem obter a expressao de esperanca de ID(x) para

sinais estaciondrios modelados pelas Equagoes C.20-21. Definindo:

Cov, (t+s, 04 Ely(tss) y(©)] = cy(lai) , (D.36)

3

de acordec com este modelo tem—se:

cy(lal) =c (Js) +c (s . (D.37)

Analogamente ao item anterior, tem-se:

15
Etc&(t*,a)} = _Z I (D.38)
1=10
onde:
1 A2 o )2 I
Jiod — 1 - | J J exp(-x-x") Cy(x—x') dx 'dxds
4A Z4/2 1408 /2 - 9 ‘0
=1 (k) J exp(-x) €, (x/2) dx (D.39)
4 a



rf_\./z 2 (m @ X-—XJ
Jud — | [1 + — ] J exp{-x-x") Cy(‘w-ﬂ dx 'dxda
LA AJ2 1+U o ‘0 o
= 1 (14K} J exp(-x) C_(x/a) dx , (D.40)
4 9 7
. D2
Jib = Ely(t,+e)} ds = € (0) (D.41)
b Zan
A/ZJ— 2= (2 = '
Jisb 4 U - [-0_’5— } [ J( exp(-x+x") c, [M\dx’dxdé
24 ZA/2 1+ |- ‘o0 ‘o o .
-2 {(1-K) [ (x-2u) exp(-x+2u) C ) dx , (D.&2)
o Y
ah
A2 0
Jioh - = [1 -'3’3—] [ exp(-uw) C | XHBIZH8) | gy
A A2 1+U 0 a
2ur -
-1 I [ Lf X exp(-x)| C (x/a) dx +
w l Jo 2 1+U - J
( L‘ﬂ"l‘l - , exp(-x) C_(x/a) dx, (D.43)
21+ u = y
&/2 *® - x-
Jq 5__.’:‘:\; - -1— j \} + — J exp(—x) C I{ é——i—gﬁ ]dXdé = Jlu
& a2 1+u = ‘o M o l

(D.44)
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Das Equagoes D.38-43 obtém-se:

U
. o , -
E{mn(e)} = Eloi(c,,x)} = C (0) + 2 f J Lez-:p(—x) L2 1I
a Y w L T+u -
o
¢ Eyax « L1 JexeB0 T o ¢ Bax bor L
o S T+ u - Y J 2
a5 X P
{(mo J exp(~x) C_(Bdx + (1-K) } (x-2u)
G Y QL 20
exp(~x+2u) C (i)dx} . (D.45)
AN
No limite u — O verifica-se que E{ID(z)} tende a 3° dado pela Equacgaa

C.30 no caso sem ruido (isto €, C =0), o que serve para conferir os resul
v 2

tados ate aqui.

D.4 - SINAL E RUIDO ESTACIONARIOS DE GAUSS~MARKOV DE PRIMEIRA ORDEM

Agora, com base no modelo dado pelas Equagoes C.31-32, ob

tém-se, da Equagaoc D.45:
ey _ Tippa2 ] Y a2 s .
7, E{ID(a)} = g, E{o&(t*,a)] = b_ai(Po)+eT g, (B, BY), (D.46)

onde os parametros p,y,3 e £ aparecem definidos nas Equagoes 3.34-37, e

a fungao SG ! ¢ dada por:

2y

{ i | .lr°° .
foulpaWia 1+ 2 { j Lexp(—x)+ X2z, exp(-:\x/cx)dmj ‘ Eueme(ZJ)
- lb 9 1+w - 21_1} 1+ '\1)—
1 17 [ (@
exp['(1+)\/a)X]dx} +— {(HK) | explk (1+A/c) x]dx+(1-K) W (x-21)exp
| 2 ‘0 s ey

s
[-(T+A/a)x+—2w]dx}; 1 - 2ﬂb+ 1hb+ 7/2(1+.1 [ﬂiﬂ + exp (i)

’ l+p Y+p 1+p= 3 “b+p

- 3 =1
{p V2 "1 ot ,f_go_ﬂj _ (D.47)
p+1 w+p  (1+p)? - 3 LL’HP



- D.9 -

Verifica-se que no limite ¢ + 0 e no caso sem ruido (g=0), 0;2 E {iD(a)}

tende a 0° dado pela Equacao C.36, conferindo assim este resultado.

D.5 - SINAL E RUIDO ESTACIONARIQOS PERIODICOS

Analogamente ao item anterior, com base no modelo dado pe

las Equagoes C.45-46, obtem-se da Equagao D.45:
-2 L m2ng2 - 2
. E{ID(a)}—ox E{oﬂ(t*,cx).} 6pm(p’w)+5 5pM(Bp,8w), (D.48)

onde a fungao 6p€k e dada por:

/21’{)— - (cn _
fon(Po¥) & 14 { - expx) + X2 il cos O/ + | [1 _exp(29)
pen = W iy 14 - Do 1+ ¥ -

eXp(-x)COS(AX./O.)dX}+-1— {(1+K) [ exp(~xX}cos{Ax/a)dx + (1-K)
2z ‘9

(=2}

N _ ) - -
J (x-2¢)exp(—X+2¢)cos(Ai)dx?=1+(1+p2) ! {Bi:g&g—l—-+j{j+J-hﬁiiz +
2y a g U(p+p) 2L 3:THP/ -

f f B
[(1-p2)CO52QJ-2psen2lj)]li-l—/-]£+ /2 {l -1 [J_QJ_IID} . (D.49)
Yrp  14p? 3 Wep/

também neste caso o limite de O;ZE{ID(G)} quando Y + 0 confere com J° da

do pela Equacao C.51 para o caso sem ruido, isto e, com e=0.

D.6 - SINAL E RUIDC PERIGDICOS

A titulo de verificacac dos resultados, deduz-se neste item
a funcao de validacao cruzada para o caso de sinal periodico por um cami
nho independente daquele seguido até aqul. Sabe-se que se o sinal é perio

dico ele pode ser escrito assim:

y(e) =a % [ayicos(mit) + byisen(mit)]. (D.50)
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Neste caso, as Equacdes 3.7-8 posstem solugcao dada por:

.2
y(t} = a ] - [ay.cos(wit) + by.sen(wit)] ) (D.51)

.
7o i a‘+wi‘ i i

sonsiderando o sinal perpetuoc.

Supondo que o sinal x(t) corresponde ac termo constante e
ao primeiro harmonico enquanto que o ruido v(t) corresponde ao segundohar
monico este modelo coincide com aquele dado pelas Equagoes C.45-46  desde

que ay seja nulo e:
o

E{a;l + b;l} =20 7, (D.52)
E{a;Z - béz} =20 °, (D.53)
w1 = A, (D.54)
wy = Xv ; {B.55)

Neste caso, a varlancia do erro do suavizador em relacao ao sinal verda

deiro e dada por:

% (Hz ot/ : y? 2
CJ"’- ::\ ]_im E{[;?(t) - X(t)]zj'dt=— E W(az +b{. ) il .
B 2 L¥ro Y1 a? ey 2 )
-T/2 1
2 2 a? 1?2 1 2 [ p? . 2 2242
a® +h° ) - Lt =0 [ + e°/(1+8°p") , {D.56)
T laewp s F L e

que confere com a Equagao C.51.

Agora, para calcular a esperanga da fungao de validagao cru
zada e necessario obter a solugao do problema de suavizacac com um  grao

ausente. A solugao geral da Equagao 3.7 é:

2
y (t):cleat+czexp(—&t)‘+a +z & {a cos(wit)i-b sen(wit)].
& oo a2+wi2 i 7i

{D.57)



-D.11 -
A solucdo da Equacdo 3.23 com condicoes de contorno dados pela Equacgao

3.24, por sua vez, também possui a forma da Equagao D.57 fora do grao au

sente, com constantes c, e c; determinadas lmpondo:

-

Ve (-1/2) = 0, (D.58)

7, (6,2 = e (D.59)

para a parte anterior a t,-A/2 e:
§g (T/2) =0 , (D.60)

ég (t,+8/2) = ¢ , (D.61)

para a parte posterior a t,+A/2. Assim, tem-se:

(e =3 ]
e -yt exp[-a(t;A/2-e) ] +y(t), ¥e<t, -A/2,
o
-0 ~
S e, (6) = {§,+e(tr), ¥ee (e ,-4/2, t,+8/2),
y(t) - c -
-7 = exp[—a(t-t*—A/Z)]1-y(t), Yeoe +4/2.
\ a
{D.62)
Das Equagoes D.8-9 e D,62 segue que:
~ : az (03
Vo =a o+ Z — [cos(w,A/2) -1 sen(w.,A/2)]
yo i alvw,? t o *
i
[ay cos(wit*) + by. sen(mit*)] . (D.63)

i i
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c = z _EiiliE%__ [a sen(miﬂ/2)+wi cos(wi&/Z)]

1 S, <
i

Lav sen(wit*)-+by cos(wit*)l ) (D.64)
“i i

donde o residuo no interior do grao ausente e dado por:

2

Yo e A(/5) = z { ja” [cos(miA/Z)-EL sen(wi&/Z)]-cos(wia)}
T i a“+mi I}

F (1wt
.[ay cos(mit*)-kby- Sen(mit*)]+-i —_—

é[usen(wiA/Z) +
i i

atiw, °
i

)
w, cos(miu/Z)] - sen(mié)j[—ayi sen(wit*)-eryi cos(mit*). (D.65)

0 residuo médio quadratico no interior do grao ausente e dado em

funcao
de 5 por:
T/2 - a; +b;
, 2 _ . . ) .
ti: ; J 6yu,t*,A(é)dt* - ; —*r tl+hi[cos(wiA/2 N
-T/2 * 2 o
Wi , [Ris 72
sen(w,&/2)]% - Zhi[cos(wiA/Z) -= sen(miA/Z)]cos(mis) +
. o “1+u
R 2kis
[asen(uw.A/2)+w. cos(w.A/2)]% - [ sen(w.A/2) +w. .
L L i i 1
1+u
cos(miA/Z)] sen(mia)} . (D.66)
Calculando agora o valor esperado medio em tode o interior do grao ausen

te e utilizando as Equagoes D.32-35, chega-se ao resultado do valor espe

rada da funcao de validagao cruzada que confere com a Equagac D.48.
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D.7 - $INAL E RUIDO EFEMEROS

Finalizando este Apendice, mostra-se neste item que a solu
cdo de minimo para o valor esperado da fungao de validacao cruzada no ca

so de sinais estaciondrios, dada pela Equagao D.45, €& também a solugao de

rinimo para o caso de sinais efemeros nao estacionarios, caracterizados
por:
(T/2
lim E [y(t+1) y(©)] dt = ¢ (|1} . (D.67)
T-o 7
-T/2

De fato, isto pode ser facilmente verificado, como a seguir, Das Defini

coes 3.21-22 e D.20 tem-se que:

. T/2 512
E{ID(a}} = 1im 1 [ ! <z
- - 2 1
Tow . E{d yu’t*,ﬂ(é).dédt* (D.68)
~T/2 ~Af2
No caso de sinais estacionarios nota-se que:
2 } o= -
E{dya’t*,ﬁ(é). z, {cy} . (D.69)

onde £ representa um operador linear, Dai, segue que

2 1 fA/Z 2 1 fA/Z
0, (t,,0) = T E{Sya’t*’ﬂ(é)}dé==£- | £,{C Jds , (D.70)
=Af2 -AJ2
independe de t, e portanto:
’ Af2
E{ID(a)}} = = £é{cy}dé . (D.71)
S La/2
Por outro lado, para sinais efemeros tem-se que:
T/2 ,
lim J E{¢& ()M, = £ {¢ } . D.72
o0 ya,t*,A * 477y ( )

~T/2
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Ora, invertendo a ordem de integragao da Equagao D.68 e utilizando a Equa

cao D.72 verifica-se que:

.2 . (172 ] *
E{ID{a)} = — tim = E{¢y: L) Jat,ds
A 4 Tox T ’ G”t‘k"'}
-A/2 ~T/2
! (A/Z
= lim  — Sb{Cy}dA : (D.73)
T TA ;A/2

cujo minimo claramente coincide com o minimo da Equacao D.71, referente ao

caso estaclonario.
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