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RESUMO

A andlise de intervalos & examinada em seu aspecto de
aplicacao nas solucoes mméricas de problemas. O metodo proposto . trata
o problema do ponto de vista “rracrosc&gico“, evitando o corplexo desen
volvimento "microscOpico” que resulta da utilizagdo da aritmética  de
intervalos. A finalidade da andlise nunsrica de intervalos & a determi
nagao do intervalo dentro do qual se encontra a solucdo de um problema,
sabendo-se da incerteza que afeta.os parametros envolvidos. A solugao
apresentada neste trabalho furdamenta-se na eplicagao do teorema de

Taylor de uma farma generalizada.
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1. INTRODUCED

O proposito da andlise mumeérica de intervalos & determi
nar o intervalo dentro do qual se encontra a solugao de wm problema,
quardo os pard@metros hele envolvidos sao afetados por incertezas de ori

gens diversas.

Existem trés causas de erros que originam incertezas em

-

andlice mmerica:

a) arredondamento de nimeros racicnais no camputador,
b) incerteza na determinacao de constantes fisicas,

c) truncamento nas series nunéricas.

O problema mais elementar consiste na determinacao do in
tervalo dentro do qual se encontra o resultado da adicao de duas grande
zas, X e y, sabendo-se que Xt (¥, xM) e Ve (Vi yM). O resultado, conheci

do da teoria de erros, & dado pelo intervalo (x, + Y Ky + YM) A

No caso de problemas relativamente camplexos, que envolvem
un grande nimero de operacoes, torna-se impraticivel uma  determinacao
r'éiéoével do intervalo de confiabilidade da solucao, utilizando-se ape
nas os elementos da aritmética de intervalos (Nickel, 1977). Nestas con

digdes pode-se chegar a impasses de dificil resolugao (Nickel, 1977).

Neste trabalho serad apresentado um tratamento alternati

vo, baseado no tecrema de Taylor. O dbjetivo @ permitir a obtengao do




intervalo de confiabilidade de uma forma simples e de facil aplicagao.

2. FUNDAMENIOS DO METODO
Un programa de carputadar pode ser interpretado camo wa
fungao vetorial de variavel vetorial,e secus resultados representados

simbolicamente por:

v=F£,
onde:
v = vetor dos resultados,
X = parametros envolvidos (varifveis de entrada),
£ = relagao funcional desenvolvida pelo algoritmo utilizado.

No caso em que f envolve apenas fungoes continuas, cam de
rivadas contimuas, pode-se utilizar o teorema de Taylor para determinar

as variacces provocadas em v por alteractes presentes em X:

Teorema de Taylor - Seja f£; (x) um fungdo escalar de variivel vetorial,
com derivadas parciais continuas até ordem m,para cada pento de um  con
junto aberto S do espago euclidiano n dj.mensional‘ E . Se xe8 e
_}_; + AxeS e se a reta que une os pontos x e x + A%, designada poxr

L(x, x + Ax), estd contida em S,entZo existe tm ponto z na reta

Lix, x + Ax) tal que:



£+ Mx) ~ £;,(x) =

m-1 n akfi(?’:)
= Z T z el Z Aﬂ .. AX 4
k= =1 k—l ! %  ax_ ... 9x
1 %
m
L rf 12-:1 o, (z)
P = 00t Ax ... AX
Woles  af % mooax ... 3% '
m ) o Q
L 1 mo
onde.
k
o'f; (%)

indica a derivada parcial de ordem k da fungao £ (x) , com respeito  as
varizveis X, voe X, s calculada no ponto X.

1

-

A demonstragac desse tecrema pode ser encontrada em  ApOS

tol (1960).

ouando o algoritmo utilizado envolve apenas fungoes £ (%)
continuas, com derivadas parciais continuas, a variagao Av; do resulta
do vy pode ser calculada usando-se o teorema de Taylor. Neste caso, a
fmica dificuldade de implementagdo do método esta na avaliagao mm‘ﬁrica

das derivadas parciais das fungles f; (x), que serd discutida na proxima

secao.

De modo geral,os algoritmos envolvem descontinuidades de

primeira especie introduzidas pelas "regras de decisao"que sao incorporadas
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nos programas pelos comandos 1dgicos, principalmente os do tipo “IF",

Este tipo de descontinuidade pode ser tratado pela utilizagao de fim

coes generalizadas (Friedman, 1966; Lighthill, 1964} e wconstitui uma

restricao & aplicacac do teorema de Taylor.

3. AVALTACAQ NUMERICA DE DERIVADAS PARCTAIS

A avaliagadn mmérica de derivadas parciais & feita na
forma de 1m quociente em que o mumerador arroxima ag variactes Af  pelo

rétodo de diferengas finitas, e o denominador & dado pelo produto dos in

crementos, ﬁxa , das varidveis independentes. Temrse assim:

]
i k
* = = . -
OK, +ve OX 8% ... Sx
“1 % ! %
0 c&lculo da diferenca finita de ordem k,da fungdo £ (x),

& feito recursivamsnte pela relagao:

X -
BRE () = By eer By £y (3.

% 1t

Desenvolvendo-se esta formila resulta:
ACtlfi(‘}s) = lx4 égﬁl) —- £{),

Aaz by £ () = £ (x + Sy * ) - Eilx gxal) -

- fi(-}—(- + ﬂxa?) + fi (5) -



e assim sucessivamente. Os §xaj s30 vetores cuja {nica componente ndo-

-nula & a aj—ésim, gue possui o valor do incremento: 6x . O resultado
- - 3

final sera dado pela adigao das seguintes componentes:

i) uma somatdria que contém Cp x = 1 termo na forma:

]§
fi{x + S );
g, ¥ . ki

ii) uma somatoria que contém Cr x - 31 =k termos na forma:
~r

i i
- f.(x + 8% );
1= o
p=l :_i:l ]
3P
iii) uma scmatOria que conté@m q{ k - 2 =k(k =1)/2 termos na
5 I
forma:
k k- k
Z Z fl(E-!- I éxa‘)f
g=l p=1 :!=1 3
Py i
37

e assim por diante, alternando o sinal das somatOrias até a Gltima com

ponente que contém G o = 1 termo na forma:
L)

Para cada colecao de indices {al,..., ak}, o total de vwve

zes que O programa deve ser reexecutado & dado por:

(% %ﬁ)-1=%-1.'

s=0




Como  cada as varia de 1 até n, a l-8sima parcela da série de Taylor exi

gird um- total de:

nk(Zk - 1)

reexecucoes do prograna.

O nimero de reexecugoes do programa, determinado no  para
-~

grafe anterior, constitul uma estimativa pezsimista. Na verdade, +al

*
fen

rmero pode  ser reduzido, considerando-se que na relagao:
Re o0 =a | 8L o | =8 £ w ex ) - L £ (s
1= U,k L = _j 1= o 1=

as parcelas de pkL £y {x) ja foram determinadas para a corponente de or

dem k~1. Assim para k z 2, o niwero de reexecucoes & programa seras:

n‘(k - 1) k - 1)

(2 - 1)

para cada componente da fOrmula de Taylor. De gqualgquer medo ©  processo
& dispensioso, mas nao incorre em problemas para subestimar ou superesti
mar ¢ intervalo (Nickel, 1977).

o

4, DESCONTINUIDADES DE PRIMEIRA LESPECIE

As descontinuidades de primeira espécie sao  introduzidas,

nos algoritmos, pelas regras de decisao como, por exerplo:



se x <0 s(x)

It
n
N
s
(&S
-

executaveis em computador pelos comandos logiocos do tipo IF.

Destontinuidades presentes em quaisquer das derivadas in
validam a aplicacac da formula de Taylor. As descontinuidades em gues
tao serao estudadas do ponto de vista de fungtes generalizadas

-

(Schwartz, 1973; Friedman, 1966; Lighthill, 1964).

Qualquer fungao f(x), com descontinuidade de primei
ra espécie em qualquer de suas derivadas,pode ser expressa CORO a soma

de duas outras fungCes (Friedman, 1966):

£(x) = £(x) .+ g(x),

onde:
f(x) = funcao continua com derivadas continuas até ordem m,
g{x) = funcao generalizada.

Assim,no exemplo dado acima, se s, (x) & uma fungao continua, cam deriva

das continuas, pode-se escrever:
£(x) = s5,(x) + [51("‘) - sz(x)] H(x),

onde H(x) & a fungo degrau de Heaviside. Identifica-se entao a fungao

generalizada:




gx) = [SNX)—SZW)]EHM.

As fungOes generalizadas sO possuem significado camo “"dis
tribuigoes" (Schwartz, 1973). Essas fungoes podem, entretanto, ser inter
pretadas como caso limite de alguma sequéncia de fungoes centinuas e

detivaveis (Lighthill, 1964). E possivel escrever:

g(x) = lim cbn(x)
e
e existir una vizinhanga de raio ¢, em torno do ponto de descontinuida

de x,, fora da qual, para um dado e arbitrariamente pequeno, & sempre

possivel determinar um N, tal que para n > N:

lg () - o ] < e, x £(x, = 0, X, + 0.

De modo cgosto, dado € > o tal que:
lg(x) - th(x)] < g,
fica determinado © raio ¢ da vizinhanga restrita de x,.

A exizt3ncia de wa "aproximacao continua e derivavel' pa

ra g{x) & de grande :ilrpoxtancié em Andlise Numgrica. De fato, trabalhan

do~se com valores de x fora da vizinhanga de raio ¢ de x_, pode-se  es

Crever:

£ 2 E) + ¢ (0.

R T d



Nesta Qiltima aproximagao, f£(x) & continua com derivadas contInuas, poden

do—-se, pois, aplicar o teorema de Taylor.

No caso de maior interesse pratico, os algoritmos utiliza
dos sao sempre consistentes e aplicados a problemas oonsisténtes
{Isaacscn and Keller, 1966). Nestas oondigaes, para todo x existe o va
lor g(x) finito. A restrigao ao uso da formula de Taylor & concernente
ao calculo das derivadas de g(x) 'qﬁe podem eventualmente envolver  fun
cGes generatizadas do tipo 6(}:)_, cajo significado sO aparece quando en
glcbadas num processo de integragao (Lighthill, 1964). Este problema 2

facilmente contornado por uma das duas alternativas:

a) avaliar a derivada nurérica por métodos camo o de diferengas fi
nitas que sd envolvem valores g(x},
b} utilizar-a aproximagao continua e derivavel de £(x), evitando-se

as vizinhangas dos pontos de descontinuidades.

A primeira alternativa pode ser usada, neste caso, sem maiores problemas,

pois o limite da sequéncia das ¢,(x) & finitc para todo x.

5. DETERMINACRO DO INTERVALO DA SOLUCAQ

A determinac@o do intervale dentro do qual esta contida a

solucao envolve duas etapas:

a) escolha do ponto x em torno do gual serd feita a expansao em sg

rie de Tayloxr.
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b) estebelecimente dos valores maxinos, positivo e negativo, das

variagoes Av;.

A escolha do ponto x depende essencialmente da distribui
¢ao de probabilidades dentro do intervalo de incerteza para cada uma de

suas componentes. Destacam-se dols tipos principais:

i) nDistribuicao uniforme para a qual se procura escolher cada Xy

de forma a minimizar a relagoo:

'&Xi

%

ii) Distribuicao decrescente em fungao do afastamento com relagao
a un valor mais provavel, ;ii’ que sera escolhido para a compo

nente Xl .

Fm geral, os arredondamentos executados pelo  comsutador
s3o do primeiro tipo, enquanto medidas fisicas, dbtidas como resultado
de un nimero significativo de ewperiénciss identicas, pertecem a0  se

gundo tipo.

0 estabelimento dos valores miximos das variagoes vy de

pende da escolha conveniente de sinal dos 4% . O nEvimo negativo sera
. 3

obtido quando todas as parcelas de cada compenente da série de  Taylor

forem negativas. Analogamente; o maximo positivo depende da  coeréncia

de sinais positivos para todas as parcelas envolvidas.



=T =

Na utilizacao da formula de Taylor, para estimativa dos
bv; , deve-se ter cuidado com a avaliacao das derivadas parciais. Quando
un intervalo particular (Xk' X, + 'Axk) envolver um ponto de descontinui
dade, o intervalo correspondente ao calculo das derivadas parciais

(xk, % + chk) tanbam devera englobar esse ponto.

6. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

Nesta secao serao apesentados exemplos extremamente sim

ples, mas que ilustram perfeitamente a aplicagac do metodo.

Considere-se o prablema para calcular o intervalo dentro

do qual se encontra o valor y = £(x):

X - x e [0;1]
1+ 0,05(x - 1) X€ [1720]

1

£ {x)

f£(x)
quando o valor x & igualmente provavel no intervalo (0,9; 1,1).

No presente caso, a aplicacao da aritmética de intervalos

2 imediata, pois, sendo f(x) monotonicamente. crescente, temse:

Yoin = £&in) = f(o.,9) = 0,9,
Voose = £ gy = £3,1) = 1,005,

Verifica—-se que, apesar da descontinuidade de primeira espécie nas deri

das de £(x) no ponto x = 1, a solugao do prchlema existe.




A aplicagao do método proposto neste trabalho requer, pri
neiramente, a escolha do ponto X, em torno do qual se fara a expansao
de Taylor. Sendo os valores igualwente provavels, serd escolhido o pon

to x, = 1,1, pois & ele que minimiza a relagao:

=l

Constata-se em sequida que o intérvalc (xo . Axo, X5 engleha o ponto
de descentindade x = 1. A avaliagio nuririca das derivadas dovora,

pois, engichar esse ponto.

Como o ponto x, encontra-se no extremo supericr ce viabi
lidade de %, as derivadas sdo calculadas utilizando-se difereﬁgas re

gressivas. Tomando-se seis pontos X, = 0,6: X, 0,7; X = 0,8; X, = 0,9;

x.= 1,0 e x.= 1,1, tém-se as diferencas para o calculo de cinco deriva

6
das:

Af(xg) = 1,005 = 1,0 = 0,005,

A?£ (%) = 1,005 - 2{(1,0) + C,9 = -0,095,

ABf(xe) = 1,005 - 3(1,0) + 2{(0,9) - 0,8 = ~0,095,

AME(x ) = 1,005 - 4(1,0) + 6(0,9) - 4(0,8) + 0,7 = -0,095,
ASE(x.) = 1,005 = 5(1,0) + 10(0,9) - 10(0,8) + 5(0,7) - 0,6 =

= 0,085,

o que resulta nos valores aproximadcs das cinco primeiras derivadas:

of (xs)

= 0,05,
ox
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32f (%)
———— = -9, 5,
ax2
33 (x,)
et = 95,
ox3
Hf (%)
— b = 950,
oxt
85f(x6) -
= ~9,500
x5

e, finalmente, no desenvolvimento de Taylor:

Ay = (-0,2) (0,05) + (—0,2)2(—9,5):]/2 +

- _
+ | (~0,2)3(-95) | /6 + [(-0,2)‘*(—950)]/24 £

+ L(-o,z)s(—%oo)] /120 = -0,111,

que fornece o intervalo (0,894; 1,005) para a solucao.

| Pode-se observar que, devido & grande amplitude do inter
vaio de incerteza, da variavel x, bem cono da descontinuidade de primei
ra espécie na primeira derivada da fungao £(x), a convergéneia da série
de Taylor Foi relativamente lenta. Neste exemplo a resolugdo do prble
ma pela aritmética de intervalos foi ralativamente mais simples, em vir

tude de se conhecer o comportamento monotdnico da fungao f£(x). Nos - ca

sos mais complexos, a resolucao pela aritmetica de intervalos reguer a
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pesquisa de extremantes a cada passo do programa. Para fungoes

continu

as e para pequencs intervalos, Pennington (1970) sugere a utilizagao da

formula de Taylor juntamente com cada comando operacional executado.

Como sequndo exemplo considere~se a determinaczo do inter

valo, dentro do qual se encontra o resultado do produto matricial:

1<
i
I

conhecidos us intervalos de incerceza:

-

para cada elemento aij,-i,j =1,..., N

-

- -L(xj)m, cxj)M] e

para cada camponente Xy 3=1,..., N.

A solugéo deste prchlemz, pela aritmetica de

para cada componente sera:

N N

Avi = jEl(aij)M (xj)M - jzl (aij?m (xj)m .

intervalos,

A solugao, pelo métedo proposto neste trabalho, pode ser

facilmente determinada, pois:
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oV, ov
i .y i ..
r - r
Baij 3 axj 15

e as derivadas de ordem superior sac todas nulas, exceto as derivadas

mistas de segunda ordem:

32v, : 82v,
0x.0a, . ! da,.oX. )
J 1] ijJ ]

Assim, pela formula de Taylor resulta:

N
Avy = ] la %, + x.hag + A .ij]
5=1 L J 1] 1]

A equivaléncia dos dois métodos pode sexr facilmente veri
ficada pelo leitor. Basta considerar O caso em que todas as incertezas
s30 idénticas a um valor positivo §. O intervalo Avi resultara, por
qualquer das formulas:

N
tv, =68} } (a..+xj) + N§2 .

i S
Comparando os dois métodos, neste Gltimo exemplo, vé-se
que a expressao obtida pela aritmética de intervalos possui o inconvent -
ente de envolver subtracao de nimeros muitc proximos, no caso de peque
nas incertezas nos valores aij’ Xj' i,j =1, ..., N. Isto provoca uma
perda de digitos significativos (Pennington, 1970), camprametendo desta

forma a qualidade do resultado.
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7. DISCUSSEC E CONCLUSEO

A solugao alternativa, proposta neste trabalho, para de
terminacao do intervalo de confiabilidade de resultados cbtidos por pro

gramas de conputador opresenta os seguintes aspectos convenientes:

a) O método constitul uma forma segura para cbtengao do resultado
desejado.

h) O pro~esso pode ser totalmente automatizado, por meio de  uma
sub-rotina, independentemente de uma andlise campleta do progra
ma.

c) Nao e regquerido um aumento do rimero de varifveis envolvidas no

programa.

A solugao proposta possui, em contrapartida, o inconveniente de  regue
rer, em alguns casos, maior trabalho computacional do que a aritmetica

de intervalos.

Para programas gue envolvem matrizes, a forma proposta
apresenta a vantagem de n2o aurnentar o ninero de variaveis do programa.
Fste nlmero pela aritmética de intervalos deve ser, pelo menos, duplica

do,

A aplicabilidade de cada metodo depende certawente da na
tureza do problema, da capacidade de memoria do computador , do aumento
de trabalho computacional exigido na formula de Taqur, e do algoritmo

utilizado para a obtencao do resultado,
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