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SUMARIO

Esse trabalho apresenta uma formulagao para aplicar o
nétodo de elementos finitos ac'problema de controle 6timo na
forma de Bolza. Este foi armado na forma de problema de oti
mizacao, com a funcdo-objetivo e os vinculos. Em seguida fol
aplicado o conceito de elementos finitos e a obtencao dos pa
rimetros de solucao foi feita com um método de residuos pon
derados (Galerkin). Deste modo, foi transformado em umde pro
gramacioc matematica, cuja solucao foi obtida com os métaodas
de gradiente conjugado e projecdo do gradiente.

SUMMARY

This work deals with the application of the finite
element methods to the optimal control problem in the Bolza
form. The problem was solved as an optimization problem with
functional and the constraints. The concepts of finite
element methods was applied, and the solution parameters
were obtained by means of a weighted Residual Method
(Galerkin}. It was then transformed to a mathematical
programming problem and solved jointly by Conjugate gradient
and gradient projection methods.




1. Introducdo

Os varios métodos existentes para a solugdo numérica
do problema de controle &timo podem ser divididos em: classi
cos, subdtimos e de parametrizacao.

0s métodos cldssicos ndo usam aproximacdes para as va
ridveis dindmicas, trabalhando diretamente no espaco de fun
coes. Podem ser subdivididos em métodos diretos e indiretos.
Os primeiros procuram minimizar a funcdo-objetivo satisfazen
do os vinculos terminais, sem vioclar os vinculos dindmicos.
Pode-se citar, neste grupo, o Método de Gradiente, [1] e [2],
e o Método do Gradiente Conjugado, [3]. Os segundos procuram
satisfazer as condicdes estacionarias, as quais saoc forneci
das pelo calculo variacional e¢ representam o otimo [4] e [5].
Estes métodos tém como dificuldade e satisfacido aos vinculos
de-contorno e instabilidade numérica na integracao das equa
¢oes diferenciais. )

Os métodos subdtimos transformam parcialmente o proble
ma do espaco de fungbes para o paramétrico, pelarestriczo da
funcao de controle a uma certa classe de funcoes [6], [71,
[8] e [9]. Possuem as mesmas dificuldades que os métodos clég
sicos, em menores proporgoes.

0s métodos de parametrizacdo transformam o problema do
espaco de funcoes para o R" e, Como consequéncia, transforma
o problema em um.de programac¢do matematica. Um dos modos de
trangformagﬁo ¢ por diferencas finitas onde as variagobes di
-namicas sao aproximadas por valores da funcdo e suas deriva
das em varios pontos.

As equagOes diferenciais transformam-se em equacdes de
diferengas finitas [10)] e [11]. Um outroc método € o de Elemen
tos Finitos onde as varidveis dinamicas sao desenvolvidas num
espaco de funcoes [fungaes.de forma), cujas.coordenadas sao
os coeficientes a serem ajustados. O dominio € dividido num
conjunto de subdominios (elementos). Existem varios trabalhos
que, embora nao se referindo a elementos finitos, estao nes
te grupo; sendo, em realidade, casos particulares [12] e [13].
Nos trabalhos de Nakamichi e Washizu [14], [15] e [16], apa
rece pela primeira vez o uso declarado deste método. Neles o
intervalo de tempo & dividido em elementos; as variaveis di
namicas sao aproximadas pelﬁs fungoes de forma e os vinculos



sio colocados no funcional (forma de Bolza).

0 método proposto neste trabalho nio introduz os vincu
los no funcional; trabalha com o conceito de elementos fini
tos de modo idéntico ao usado no calculo estrutural e trans
forma o problema de controle dtimo em um de programacio mate
mitica com vinculos.

As dificuldades dos metodos cldssicos e subotimos desa
parecem neste, surgindo aquelas inerentes aos problemas de
programacdo matemdtica com vincules ¢ as do Método de Elemen

tos Finitos.

2. Formulacao do Problema

0 problema de controle otimo na forma de Bolza consis
te em obter o valor estacionario do funcional

te

JIE, 0, te] = 6[X(t), X(tg), tel+ LIX(t), u(t), tldt, (1)

he—

onde:

x(t) - & um vetor n dimensional das varié
veis, de estado;

T(t) - & um vetor m dimensional que conté&m
as variaveis de controle;

LIX(t),u(t),t)

& uma funcao das variaveis dinami
> > -
cas x(t) e u(t);

& uma funcao das varidveis de con

IR (to) ,X(tg),t ]

torno;
ty ’ - & o instante inicial suposto conhe
cido;
te - & o instante final, admitido livre;
'J[§,ﬁ,tf]e R - & o valor do funcional.

As variaveis de estado estdo sujeitas a vinculos dind
micos dados por um sistema de n equacoes diferenciais na for
ma:

X(t) = £[X(t), u(t), tl, (2)

> el - - a -— ) -
onde £ é um vetor de funcdes n dimensional. Supoe-se, tambem,




By

a existéncia de gq vinculos de contorno na forma:
-+ > >
PIx(to), X(tg), tg) = 0, (3}

onde $ & um vetor de funcdes de contorno de dimensdo q.

0 procedimento seguido por varios autores ¢ o de intro
duzir os vinculos no funcional por meio dos multiplicadores
de Lagrange, obtendo o seguinte funcional generalizado

Jgl%, 0,1, 1,00 = olK(ta) Xt ,te] + R (ta) K leg) ,tg) +

+

t
fLiFen), a0, ] « 3T ¥, ,t] - X()11de. (4

0

ot —

Esta forma nao se mostrou adequada para o uso de elemen
tos finitos e sim a anterior, onde os vinculos nao estdo mno

funcional.

3. Discretizacao por Elementos Finitos

0 dgminio que, neste caso, & o intervalo [t,, tg] de
tempo, serd dividido em N subdominios. Sendo o elemento uni
dimensional uma s varidvel independente, tem-se N elementos
e N+1 nds.

Para facilitar o algebrismo, é comum, no Método de Ele
mentos Finitos, o uso de coordenadas naturais, definido, pz
. ra este caso, CONO

g = 2ot (5)
ts - Ty

onde t; é o tempo no nd 1 do elemento, e t, no no 2, em nume
racao local.

No Método de Elementos Finitos, supbe-se que a solucdo
estda desenvolvida num espago finito de fungoes, dadas por

- m >

x = 3y N.(t) X, (6)
i=l

> m +



- . - 5 ¥ N -
onde m € a dimensao do espaco; X;, U, os valores de X, u mnos
nés do elemento; N;(t) sdo as funcoes de forma que correspon
dem a base.

A escolha das fungoes N, (t) dependem do problema em pay
ticular e, no exemplo feito, foram usados os polindmios de
interpolagdo de Hermite, com continuidade na derivada primei

ra. A ‘solucdo aproximada, para cada elemento "e', & da forma

m > 3 (8)
Ue = iE] (Ni(t) Ui + Mi(t) Ui)-

Substituindo a variavel t pelas coordenadas naturais, o PTro

blema de Bolza toma a forma:

N > . 3 3 3 3
J = ¢$[Xe, Uo, iN+l’ UN+1’ Xo, Ug, XN+1’ UN+1’ tf] +
N 1 . .
- -~ -+ > . .
+ _E f LIXgs Ugs Xg» Ugs tg, £lde (9)
i=1 4 :
sujeito dos vinculos dinamicos
> -»> -+ —.)- > o
FolX, » Ugs X, ﬁe, te, £] =0 e=1,...,N, (10)
e 205 vinculos de contorno
. R . . . .
wti“’ Go, iN+1’ UN+1’ io’ ﬁo’ 3EN+1’ ﬁN+1’ tf] = 0. (11

On indices zero e N+1 referem-se ao primeiro e ao ulti
mo nd do dominio, e o Indice "e'" ao elementc genérico.

1

4., Determinacao dos Parametros de Estado e Controle

Os parametros nodais, no Método de Elementos Finitos,
sdo obtidos pela imposicdo de algum critério de minimizacao
da norma do erro. Neste trabalho, foi adotado o método de
Galerkin, que torna nula a integral do erro ponderado no do
minio. Este método pertencente ao conjunto dos métodos de re
siduo ponderado, sendo expresso por



f
J WRAD = 0, (12)
D

onde W & a funcdo-peso, que aqui serd usadacomec cada uma das
funcdes de forma, e R & o residuo no dominio D considerado.
Aplicando o método de Galerkin aos vinculos dinamicos,
as funcoes de forma desaparecem na integracdo, restando 0s
parimetros. O mesmo ocorre com a integral existente no fun
cional.
0 problema de Bolza toma a seguinte forma em funcio dos
valores nodais. Obter o valor estacionario de
-+ > 3 -

02 XN+J.’ lJN+1’ XN+1’ UN-I-I’ tf] *

- > 3 e

J = ¢[X0: UD: XD: U
. N e 3 5

: o 3 oLk, X ., tl, (13)

L » ]
[ 1 b 1 1 i

-+ -+ >
sujeito aos vinculos S[X, ﬁ, tel=0 e ¢[Xz, ..o, U
-0,

onde S e ¢ formam um sistema de equacOes algébricas em geral

N+1’tf]

ndo-linear.
Deste modo, o problema foi transformado para o Rn, cu
ja solucdo pode ser obtida por programacao matematica.

5. Solucdo de um Problema de Trajetoria de Tempo Minimo

Seja um barco de velocidade constante em relacdoa agua
e deslocando-se num rio com um certo perfil de corrente. Ele
sai de um ponto {(x}, y;) e val para (x%, y%). Deseja-se sa
ber qual o angulo do leme a ser dado ¢ o percurso de modo que
a viagem seja feita em tempo minimo (Figura 1).

0 perfil de corrente do rio &

u (x', ¥y = -vy'/h,

' (14)
VC(X], Y"') = 0,

onde h & o valor de y' para u_ = -v.
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Fig. 1.
de tempo minimo.

A dinamica do veiculo € dada por

v cos8'" + u s ¥ o= v

.y
x = c

onde x' e y' s3o as coordenadas do barco, ¢ ® € o angulo
leme. O problema. pode ser adimensionalisado com a

transformacao
x=x'Yh ;3 yv=y'Yh ; t

o que permite formuli-lo como:

minimizar J = te -
sujeito aos vinculos dinamicos
X =¢cos8 -y ¥y =
com as condigoes iniciais
x(to) = Xo 3 Yy(to)

e condi¢oes terminais

x50

Nomenclatura para o problema de trajetdria

send' + v_ , (?5)
do

seguinte

= t'(v/h), (16)
to, (17
send, (18)
= Yo, (19)



Observa-se que t, € conhecido e t; ndo o €. Este pro
blema foi resolvido analiticamente por Bryson e Ho [17] e usa
do por Nakamichi e Washizu [16) como exemplo, pelo método de
Elementos Finitos.

Na solugzo do problema foi feita a seguinte mudanca de
variavel u(t) =cosh e v(t) = send e como consequeéncia, foi ne
cessirio adicionar o vinculo u?+vZ=1.

A transformagdo para coordenadas naturais e aplicacao
do conceito de elementos finitos fornece

J = te -~ to, (21

s = - - -
sujeitos aos vinculos dinamicos

FE - - Nt %, (8) = u (8) + y (&) =0, '
L .
- —N 5o (£) = 0 22)
s e e - 0 (
£

F§ - u (E)?* + v ()% - 1 =0, para e

n
—
-
[y}
-
.
-
=z
-

e aos vinculos de contorno no ponto inicial, £=0, do primei
_To elemento (e= 1) '

Y1 = xe(OJ - Xoe =0 , ¢z =y,(0) - yo =0, (23)
e, no ponto final, £ =1, dos 1l1timos elementos (e = N)
Yy = Xe(1) - Xf =0 s Py = Ye(1) - Yf = 0. (24)

A solugdo aproximada utilizada foi

X

e Na(E)x: + Na(E)xz + Mi(E)X: + Ma(&)x,,

N1 (8)y: + Na(E)ys + Ma(E)y, + Mz(E)}y.,

f

Ye

=
]

Ni(£)uy + N2(E)ua + Mp(E)u; + M:(8)4,,



Ve = Nip(E)vy + N2(E)vae + Mi(E)v, + Mz {(E)v., {25)

onde os polinamios de interpolacdo de Hermite sio

26 - 3E% 4+ 1 3 My(E) = EP - 28?2 & g;

Ny (£

(26)
g% - £2,

Nz (£) = -2£° + 37 3 M:(g)
0 algoritmo usado para a solucdo do problema no R" foi
uma associac¢d3o do método do gradiente conjugado com o de pro
jecao do gradiente. Foram resolvidos dois casos para compro
var o método. ‘

No primeiro caso, o ponto inicial & x, =3,66, yo=1,86,
to = O‘e o final & Xg =Yg = 0. O resultado obtido, com4 ele
mentos, foi t; = 2,32411 ¢ a solugéo analitica & t=2,32389.
Na Figura 2 estd indicada a trajetéria Otima obtida numéri

ca e analiticamente.

Ys,

L z b . >
mm-mzo-- SOLUGRD  ANALITICA
S

—=O<T— SOLUGAO  PELO  MEF

Fig. 2. Trajetoria de tempe minimo para
o barco (caso 1).

No segundo caso, o ponto inicial & x, = 1,86, t, =0 e
o final & Xf = Yg = 0. ¢ resulfado obtido, com 4 elementos,
foi t; = 5.45832 e o analitico & tg; = 5,45787. Na Figura 3
esta indicada a trajetoria Otima.
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Fig. 3. Trajetdoria de tempo miInimo para
o barco (caso 2).

6. Conclusoes

A necessidade de integracoes numéricas de equagoes di
ferenciais desaparece com o uso do Metodo de Elementos Fini
tos, assim como a dificuldade de satisfacdo dos vinculos de
contorno. A divisdo em elementos faz o papel da integracdo e
_as condicoes de contorno sao impostas, sem dificuldades, ao
sistema de equacdes obtido a partir da solucao aproximada.
No caso dos vinculos de contorno serem fornecidos por equa
coes diferenciais, também nao ha dificuldade, pois elas sao
transformadas em algébricas, tornando-se vinculos adicionais.

Este mode de conduzir a solucac fol enormemente facili
tado pelo usc de formulacao do Problema de Bolza, sem embu
tir os vinculos no funcional. Desta forma, os multiplicadores
foram eliminados, assim como a necessidade de colocar os vig
culos na forma de equagodoes diferenciais de primeira ordem,

0 método apresentado possui algumas dificuldades, tais
como nao conhecer a priori o numero de elementos ou quais as

i



funcdes de forma mais adequadas. No primeiro caso, o progra
ma de computador permite que © rimero de elementos seja um
parametro de entrada, facilitando a andlise de convergencia.
No segundo casoc, um conhecimento qualitativo da solugdo espe
rada & um indicador do tipo de funcao de forma mais conve

niente a ser adotado.
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