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ABSTRACT

Three procedures related with preprocessing of
artificial satellite tracking and telemetry data, develop with the
atd of stochastic techniques are presented. The first of ithem consists
of a data smoothing procedure by curve fitting develop by the
application of the Kalman filter combined with an adaptive tecnique of
state notise evaluation. The second procedure, developed in order to
allow an automatic treatement of bias errors in dynamics systems
observation data, makes Kalman filter state estimation possible by
direct processing of the biags errors corrupted cbservations. For thie,
a dynamic compensation scheme 18 used. Finally, the fhird procedure,.
classified as a data compression procedure, has the objective of
obtaining, in certain conditione, a processing speed gain in Kalman
filter applications to nonlinear dynamic systems staie estimation,
Validation tests of the procedures were made by digital computer
strulation using simulated data related with a low aqltitude artificial
satellite orbit,
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CAPTTULO 1
INTRODUGAO

Serdo apresentados neste trabalho tres metodos desenvol
vidos a partir do emprego de técnicas estocasticas, para aplicacoes em
pre-processamento de dados de rastreamento e de telemetria de atitude
de satélites artificiais. 0 termo pre-processamento € aqui utilizado
para designar o processamento preliminar de dados, resultantes de medi’
das de alguma grandeza fisica de interesse de um dado distema dinami
co, com a finalidade de adequa-los ao processamento posterior atraves
do qual deverao ser atingidos os objetivos finais que motivaram a efe
tuacao das medidas. No caso de dados de rastreamento € de  telemetria
de satelites artificiais, os objetivos finais sao a determinacao e con
trole de orbita e atitude, respectivamente. Esse pre-processamento con
siste basicamente na aplicacao de procedimentos para a associacao de
tempos aos dados; na efetuacao de correcoes de calibracao; na tompreg
sao, conversao, validacao e suavizacao de dados; na correcao de dados
invalidos; nas correcoes de instantes associados; etc. (Wertz, 1978).
Uma descricao resumida de varios procedimentos correntemente  utiliza
dos em pre-processamento de dados de rastreamento e telemetria de ati
tude de satélites artificiais e encontrada em Orlando (1983}.

Os procedimentos desenvolvidos, apresentados na  sequen
cia do trabalho, tem finalidades distintas dentro da fase de pré-ppg
cessamento, quais sejam: suavizacao de dados, tratamento de tendencig
sidades e compressao de dados, respectivamente na ordem em que  serao
apresentados. Tecnicas de suavizacao de dados sao amplamente utiliza
das para a obtencao de valores mais provaveis de medidas a partir dos
dados grosseiros; para a reducao do volume de dados a ser armazenado,
transmitido ou processado; para interpolacoes; para o calculo de taxas
de variacdo; etc. Essas técnicas se dividem basicamente em duas catego
rias: téchicas de ajuste de curvas e tecnicas de filtragem (Hamming,
1977}. 0 procedimento apresentado no Capitulo 3 enquadra-se na catego
ria das tecnicas de suavizacao por ajuste de curvas. Essas tecnicas se
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baseiam fundamentalmente na consideracao de que os dados possuem  uma
forma funcional dentro de um determinado intervalo de tempo, a qual po
de ser expressa por uma combinacao linear ou nao de funcoes do tempo.
Os coeficientes dessa combinacao de funcoes sdao entao calculados de mo
do a minimizar algum tipo de indice de desempenho, e seus valores pas
sam a representar 0s dados dentro do intervalo de tempo envolvido. Os
metodos mais comumente utilizados para esse fim sao os metodos de ajus
te por minimos quadrados e y-quadrado (Wertz, 1978; Meyer, 1975; Bendat
and Piersol, 1971).

Ambos os metodos consideram os valores da curva a  ser
ajustada nos instantes de amostragem dos dados como os valores espera
dos da grandeza medida nesses instantes, Para o ajuste por minimos qua
drados, os coeficientes da curva sdo entdo calculados de modo a minimi
zar uma soma ponderada que envolve o quadrado dos residuos entre 0s
dados e os correspondentes valores da curva. Essa técnica, aplicavel
independentemente da distribuicdo estatistica dos erros aleatorios dos
dados, fornece estimativas nEo-Viciadas e de minima variancia do erro.
Possui ainda caracteristica de processamento em lotes, isto €, para que
possa ser aplicada a um dado conjunto de medidas € necessario que todo
o conjunto ja tenha sido coletado. Para a tecnica de ajuste x-quadra
do, 0 criterio de otimalidade para a estimacao dos coeficientes € o de
maxima verossimilhanca. Supoe distribuicao gaussiana para os erros, bem
como os valores da curva cofrespondentes.aos instantes de amostragem
de dados como os valores esperados da grandeza medida nos corresponden
tes instantes. 0s coeficientes da curva sao entao calculados no senti
do de maximizar a funcao densidadé de probébi]idéde conjunta de ocorrég
cia dos valores observados. Verifica-se que maximizar a citada funcao
e 0 mesmo que minimizar o expoente da exponencial envolvida, o qual Qg
gue uma distribuicao y-quadrada, de onde o nome dado a essa tecnica de
suavizacao (Meyer, 1975). Essa técnica possui também a caracteristica
de proceésamento em lotes. No procedimento desenvolvido para  suaviza
¢ao de dados apresentado no Capitulo 3, o problema de ajuste € coloca
dd numa forma tal que permite o emprego do filtro de Kalman {Jazwinski,
1970) associado a uma técnica de ruido adaptativo (Rios Neto e Kuga,



1982) para a estimacao dcs coeficientes. Com isso os coeficientes .sao
estimados no sentido de se minimizar os residuos entre os pontoé de da
dos e a curva ajustada. O procedimento e apresentado em duas formas dis
tintas: uma baseada no processamento dos dados em lotes e outra basea
da no processanento sequencial dos dados. Essa dltima caracteristica e
inedita entre os procedimentos de suavizacao pesquisados na Titeratu
ra, pois permite que o ajuste de curva poséa ser feito em tempo  real
desde que se conheca o grau da curva a ser ajustada.

No.Cathu1o 4 e apresentado um procedimento para trata
mento automatico de tendenciosidades existentes em dados de observacoes
de sistemas dinamicos para estimacao do estado do sistema. Erros ten
denciosos sao géra]mente impostos a dados resultantes de medidas de al
guma grandeza fisica de interesse, tanto pela instrumentacdo de medida
como por perturbacoes causados por fenomenos externos. 0s erros tenden
ciosos devidos a instrumentacdo saoc geralmente constantes e determina
dos por ca]ibratﬁo do equipamento (Wertz, 1978; Cappellari et alii
ed, 1976). Quanto aos erros tendenciosos impostos por fenomenos exter
nos, estes geralmente variam com o tempo e exigem procedimentos compu
tacionais que empregam modelos matematicos dos fenomenos fisicos que
0s provocam, 0S quais podem ser de relativa comp]ekidade e depender de
parametros locais cuja variacdaoc a longo termo e de carater aleatorio,
tornando necessaria a monitorécéo desses parametros no local. Esse e o.
caso, por exemplo, do erro tendencioso imposfo as medidas da distancia
estacdo-satelite e da variacao temporal dessa distancia ("range" e
"rangé-rate“) por estacoes dé rastreamento, devido ao efeito de refra
¢do amosferica (Cappel]éri et alii ed, 1976). 0 procedimento desenvol
vﬁdo, apresentado no Capitulo 4, visa evitar a necessidade do emprego
desses modelos complexos através da estimacao conjunta das tendenciosi
dades existentes nas observacoes com o vetor de estado do sistema via
filtro de Kalman. Como o emprego do filtro de Kalman supoe que as ob
servacoes estejam isentas de erros tendenciosos, o problema € tratado
de tal modo que esses erros fiquem transparentes ao filtro.



0 terceiro procedimento desenvolvido e apresentado no Ca
pitulo 5, sendo enguadrado na categoria dos procedimentos para compreg'
sao de dados. Sdo enquadrados nessa categoria procedimentos que visem
a reducao do volume de dados a ser armazenado ou transmitido (Andrews
et alii, ESRO, 1973), bem como procedimentos que visem adaptar a velo
cidade de processamento do estimador de estado a taxa com gque os dados
sao enviados a fim de permitir processamento em tempo real, que e o ca
so do procedimento apresentado no Capitulo &,

Dressler (1970) apresentou um procedimento com o objeti
vo de aumentar a velocidade de processamento em estimacao de estado via
filtro de Kalman. Esse procedimento, baseado na existencia de dados re
dundantes, consiste basicamente em computar o ganha de Kalman em um de
terminado instante, mantendo-o constante durante N intervalos de amos
tragem, sendo N um numero inteiro predeterminado. Na n-esima interacao,
o valor do ganho e atualizado. 0 mesmo & feito com relacao a matriz de
covariancia do erro de estimacao.

Bar-Shalom (1972) desenvolveu um procedimento de compres
sao com a mesma Tinalidade do anterior, gue atinge o objetivo por in
termedio de reducao de redundancia dos dados. €Esse método consiste em
pré-processar os dados de N em MN pontos, sendo N um nimero inteiro im
par predeterminado, estimando-se nesse pre-processamento o valor da
grandeza medida correspondente ao ponto central de cada conjunto de N
dados, com base em um critério de maxima verossimilhanca. As estimati
vas assim efetuadas a cada N pontos de dados € entao destinada a  ali
mentacdo do estiwador sequencial de estado, e € pravado que cada uma
dessas estimativas contém praticamente toda a informacao contida nos N
pontos utilizados em sua obtencao. Desse modo o estimador de cstado e
alimentado com observagoes a uma taxa N vezes menor que a taxa de amos
tragem original dos dados, operando porem com praticamente a mesma efi
ciencia que o faria a partir do processamento direto dos dados nao-com

primidos.



Bar-Itzhack (1980) apresentou uma nova técnica de com
pressdo que visa aumentar a velocidade de processamento de procedimen
tos de estimacao de estado via filtro de Kalman. E uma tecnica aplica
vel apenas a sistemas lineares cujas observacoes sejam funcoes apenas
de alguns elementos do vetor de estado. E provado gue, se em um deter
minado instante forem conhecidas estimativas atualizadas apenas da par
ticao do vetor de estado da qual as observacoes sao funcoes e da res
pectiva matriz de covariancia do erro da estimativa dessa particao, bem
como das estimativas propagadas para o mesmo instante do vetor de esta-
do completo e da matriz de covariancia do erro de estimacao completa,
e possivel calcular a estimativa atualizada da particao restante do es
tado e a correspondente matriz de covariancia do erro.dessa estimati
va. A t@cnica de Bar-Itzhack, baseada nesse fato, consiste em utilizar
um filtro de Kalman gue emprega um modelo de ordem reduzida do sistema
e opera a taxa real de amostragem de observacoes para a estimacao ape
nas da particao do estado dﬁretamente observada. A cada N  iteracoes,
sendo N um ndmero inteiro predeterminado, a partir da estimativa atua
lizada da citada particdo do estado e respectiva matriz de covariancia
do erro obtidas através do filtro de ordem reduzida e de estimativa pro
pagada (com auxilio da matriz de transicao de estado do sistema) do ve
tor de estado completo e correspondente matriz de covariancia do erro,
sao calculadas as estimativas atualizadas da outra particao do estado
e das particoes restantes da matriz de covariancia do erro. 0 procedi
mento apresentado no Capitulo 5 baseia-se tambem na suposiczo de  que
as observacoes sejam funcoes apenas de parte do estado e no fato cita
do acima, pfovado em Bar-Itzhack (1980). E, porem, aplicavel tambem a
sistemas nao-lineares e contofna, mediante algumas aproximacoes, o pro
blema de necessitar de um modelo de ordem reduzida do sistema dindmico.

Nas secoes finais dos capTtulos dedicados adescricao dos
procedimentos desenvolvidos sao apresentados e discutidos os resulta
dos obtidos nos testes efetuados para avaliacao dos seus desempenhes. Es
ses testes foram efetuados com dados simulados de rastreamento relati
vo a Oorbita do satelite TD-1A (European Space Agency - ESA).



CAPTITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 - INTRODUCAD

Neste capitulo sao apresentados os principais fundamen
tos teoricos nos quais se alicercam os procedimentos desenvolvidos nes
te trabalho. Essa apresentacdo e feita de modo resumido, visto que 0s
- assuntos cobertos se encontram difundidos na literatura té&cnica da
area. Ao leitor que julgar necessario maiores detalhes sugere-se a Tei
tura das referencias que serdo citadas na sequéncia. Inicialmente apre
sentam-se as equac6es relativas ao estimador Stimo nio-tendencioso de
minima variéncia,cbnhecido como filtro de Kalman, em sua aplicacao a
sistemas lineares. A seguir, a extensao desse estimadorpara aplicacoes
a sistemas nao-lineares € apresentada. Descricoes mais detalhadas des
sas técnicas de filtragem sao encontradas emJazwinski (1970) , Gelb
(1974) e Liebelt (1967). Depois disso descreve-se uma tecnica adaptati
va de compensacao de erros no modelo matematico do sistema, empregado
para a propagacao das estimativas do estado via filtro de Kalman (Rios
Neto e Kuga, 1982; Kuga, 1982).

2.2 - FILTRO DE KALMAN

Suponha-se um sistema dinamico linear modelado matemati

camerite por (ver Apéndice A):
x(t) = F{t)x(t) + G{t)w(t} , (2.1)

onde x(t) & o vetor n-dimensional de estado do sistema; F(t) & uma ma
triz nxn continua no tempo; G(t) € uma matriz nxr continua no tempo;
w(t) € um vetor de dimensdo r que representa incertezas na modelagem.
Esse vetor, w(t), € um procésso branco gaussiano com estatistica
N[O, Q(t}], ou seja:



Ffw(t)l =0,
covlw(t), w(t + at)} = Q(t)&{at), ¥ at >0 , at € R (2.2)

onde E[-] representa a expectancia da variavel aleatoria entre as cha
ves, Q(t) & uma matriz nxn positiva semidefinida:; &(at) € @ funcio
delta de Dirac.

Considere-se que se dispoe de observacoes do estado do
sistema, obtidas discretamente no tempo e esnacadas por um  intervalo
de tempo constante. Suponha-se que essas observacoes possuem o seguin

te modelo matematico:
yk = Hk Xk + UI( ] (2.3)

onde 0 Tndice k representa o instante a que se refere a observacao, ou
seja: k=1,2,... para t = t;, t,,...; respectivamente; i e um vetor
de dimensao m que representa o conjunto de observacoes referentes ao

instante t, ; H,_ e uma matriz mxn; Vi e um vetor de dimensao m que re

kK> Tk
presenta uma sequencia branca gaussiana com as seguintes estatisticas:

E[vk] =0,
(2.4)
cov[vk, vj] = Rk Sk , R >0,

2 k

Supoe-se gue o vetor de estado inicial do sistema € uma
variavel aleatoria que segue uma distribuicao gaussiana com:

E[x(tqs)] = x{to) ,
covlx(ty)] = P(to) ,
onde x{:) representa a melhor estimativa do estado no instante conside

rado; P e a matriz de covariancia doerro no estado do sistema. O pro

blema colocado sera tratado com o filtro de Kalman, que € um estimador



de estado que fornece como resultado o valor medio do estado condicio
nado as observacoes processadas,ee um estimador oOtimo no sentico de
minimizar as variancias dos erros de estimacao. A deducao do filtro de
Kalman esta, ainda, baseada nas seguintes hipoteses adicionais: o rui
do no estado, w(t), e nao-correlacionado tanto com o estado. inicial
guanto com o ruido nas observagoes, assim como este ultimo e nao-corre
lacionado com o estado. Essas hipOteses sao respectivamente expressas

matematicamente por:

covliw(t), vj] =0,

cov[w(t), x{ty)] =0 , (2.6)
cov[vk, x(t)] =0 .

As equacoes do filtro de Kalman, aplicado ao sistema di
namico modelado pela Equacdo 2.1 para a estimacdo, de maneira recursi
va e otima no sentido médio quadratico, do seu estado, sdo as seguin
tes:

R(t/t, )

1

FIOR(t/ty ) (2.7)

plt/t,_ ) = FIEIP(t/t,  F (£) + (1)) (t) (2.8)

com tk_l st s tk .

A Equacao 2.7 e utilizada para propaga¢ao do estado do
sistema entre instantes de amostragem de observacaes.rA Equacao 2.8 rea
1iza a mesma funcao com relacdo a matriz de covariancia do erro no es
tado, P. Note-se que a equacao para propagacao do estado nao leva em
conta a parcela estocastica, w(t), que representa incertezas na modela
gem matematica do sistema. Essa incerteza &, porém, levada em conta na
propagacao da matriz de covarianca, P, atraves da matriz densidade es
pectral de w(t}, Q{t), conforme pode ser verificado na Equacao 2.8. O
vetor X, resultante da propagacao do estado pela Equacio 2.7, & usual
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mente chamado de estado nominal, No momento em que for disponivel um
conjunto de observacoes com informacoes sobre o estado real do sistema,
esse conjunto dever3 ser processado no sentido de extrair dele es
sas informacoes. Com isso, o estado nominal do sistema correspondente
ao instante a que se referem as observacoes e corrigido, vindo a in
corporar as informacoes sobre o estado real no citado instante conti
das nas observacoes. Essa correcao, geralmente denominada atuali
zacdo, € aplicada tanto ao estado nominal quanto a@ matriz de covarian
c¢ia do erro no estado., Com o aumento do conhecimento sobre o esfado, 0s
elementos dessa matriz, que representam as incertezas no seu conheci
mento, devem decrescer. As equacoes do filtro de Kalman para a atua

lizacao das estimativas sao as sequintes:

a) Atualizacao do estado
x{k/k) = X(k/k-1) + Kk[yk - H x{k/k-1)7 . (2.9)

b) Atualizacao da matriz de covarianciado erro no estado

P{k/k) = [T - K_H 1 P{k/k-1) , (2.10)

onde I e a matriz identidade;

T T -1
K, = P(k/k-1) W [H P(k/k-1) W+ R/ ] (2.11)
e 0 ganho de Kalman e, para simplificar a notacao, utilizou-se

k/k-1 em Tugar de tk/tk_1 e k/k em lugar de tk/tk.

Resumindo, o processo de filtragem consta do  seguinte:
propaga-se o estado do sistema e a respectiva matriz de covariancia do
Com isso obtem-se X(k/k-1) e

errc do instante t para o instante t

k-1 k*
P(k/k-1), ou seja, as estimativas do estado e correspondente matriz de
covariancia do erro no instante te, 2 partir de observacces em ate o
instante tk . A seguir processam-se as observacoes relativas ao instan

te t

-1

" atraves das Equagoes 2.9, 2.10 e 2.11. Com issoobtem-se as esti
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mativas atualizadas x{k/k) e P(k/k}, ou seja, estimativas do estado e
sua matriz de covariancia do erro correspondentes ao instante t. ago
ra baseadas em observacoes ate o instante tk,inc1usive. Esse proce
dimento & repetido sequencialmente, processando-se sucessivamente  as
observacoes nos instantes consecutivos a medida que essas observacoes

se tornem disponiveis.

Para a resolucao das Equacoes Diferenciais 2.18 e 2.19,
pode-se recorrer a matriz de transicao de estado do Sistema Dinamico
2.1 no intervalo de tempo A t 1 definida por:

bty ) = F(thelt, £, ), (2.12)

k.

A

com condicao inicial ¢(t , t ) =1e k-1 <t
k-1 "k-1
Com o auxilio da matriz de transicao de estado do siste
ma as equacoes para propagacao do estado e sua covariancia do erro as
Equacoes 2.7 e 2.8, ficam dadas por:

g(k/k-n = ok, keD)X(k-1/k-1) , (2.13)
e
Plk/k-1) = ¢(k, k-1)P(k=1/k-1)8" (k, k-1) +
t
I k T T
+ j ok, 1)G(T)Q{T)G (1)¢ (k,T)dT . (2.14)
o .

k-1

2.3 - FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

A adaptacao do filtro de Kalman para aplicacac a siste
mas nao-lineares gera o chamado filtro estendido de Kalman. Para ini
ciar a apresentacao resumida do filtro estendido de Kalman, suponha

-se um sistema nao-linear cujo modelo matematico e dado por:
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fix(t), t] + G(t)w(t) , (2.15)

x(t)

onde x(t) e o vetor n-dimensional de estado do sistema; f & um vetor
n-dimensional no qual pelo menos uma de suas componentes & funcao n§9
-linear do estado; G(t) € uma matriz nxr com elemehtos continuos  no
tempo; w(t) € um vetor de dimensdo r que representa incertezas na mo
delagem do sistema. As propriedadés estatisticas de w(t) sao,tambem nes
te caso,aquelas expressas na Equacao 2.2. A condicac inicial x{t,) e
uma variavel aleatoria com estatstica N[X(to), P(t,)], supondo-se vali
das as hipdteses de n3o-correlagio expressas na Equacao 2.6.

Suponha-se agora qﬁe se gere uma trajetoria nominal x(t)

a partir de uma condigdo inicial x(t,) dada, a qual satisfaz:
(1) = FLR(L), t] . (2.16)
Pefina-se agora:
éx(t) & x(t) - x(t) - {2.17}

como o desvio da trajetdria nominal. Nota-se entdo que éx(t) e um pro

cesso estocastico que satisfaz a seguinte equacao diferencial:

dix (0T eryey, t] - fLR(E), t] + G(t)ult) | (2.18)
dt

com estatTstica N[x(tgs) - X{to), P{te)].

Se esse desvio for pequeno, no sentido medio quadratico,

uma expansao e série de Teylor de 12 ordem fornecera:
FIx(t), £ - fIx(t), t1 = FLts x(to)léx(t) , (2.19)

onde:



FLt, X(to)] A {_Efizéﬁli—il ] (2.20)
X

e a matriz de derivadas parciais de f[+] em relacao ao estado caicula

da ao longo da trajetoria de referencia.

Substituindo o resultade expresso na Equagao 2.19 na
Equacao 2.18, obtem-se:

ILOENT _ pre; g(ty)16x(t) + Glt)wlt) , (2.21)
dt

que € a equagao linearizada do Sistema 2.15.

Para enfatizar a dependencia de 6x(t) na escolha da tra
jetoria nominal, incluiu-se x{t,) no argumento da funcdo F. Deve ser en
tendido que F e fungao apenas do tempo, sendo avaliada nos valores de

x(t).
Discretizando a Equacao 2.21, obtem-se:
6x(tk+1) = ¢[tk+l, tk; x(t)]ﬁx(tk) + F(tk)m(tk) s (2.22)

onde ¢ € a matriz de transicao de estado do sistema linearizado, defi

nida na Equagao 2.12,

k+1 ,
= ¢[tk+1’ t]G(t)dT , (2.23)

k

e'm(tk) possui as seguintes propriedades estatisticas:

E[m(tk)] =0 »
' (2.24)

E[w(thmT(tj)] - QU6

sendo 6kj a funcao delta de Kronecker.
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Suponha-se agora que se disponha de observacoes, tambem
funcoes nao-lineares do estado do sistema dinamico, modeladas matema

ticamente por:

If

onde y(tk) ¢ 0 vetor de observacoes no instante t, com dimensdo m; h e
um vetor de funcoes nao-lineares do estado cuja dimensdo e m; Vi e um
vetor de dimensao m,cujas componentes representam ruidos nas respecti
vas componentes do vetor de observacao. As propriedades estatisticas

de v, sdo dadas por:

E[vk] =0,
(2.25)
Efv uT] =R
k'k- = "k °

Defina-se agora como medidas nominais §(tP) o vetor de
medidas calculados a partir da trajetoria nominal i(tk), ou seja:

yit ) & hix(t ), £, 1 . (2.27)

Defina-se, tambem, a variacao em torno das medidas nomi

nais por:
y(t,) & yit ) - ylt ) . (2.28)

Procedendo de modo analogoao que foi descrito por ocasiao

da linearizacao das equacoes do sistema dinamico,obtem-se:
Sy(t ) = Mlt,s X(t )Isx(t,) + v , {2.29)
onde:

Mt X(4)] A

{ ohixity), 1) 7

x 1
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Note-se que as equacoes linearizadas do Sistema, 2.22 e
2.29,530 equacoes de um sistema linear discreto, ao qual sao aplicaveis
as equacoes do filtro discretizadas apresentadas no final da secao an
terior. Neste caso,porém,ao inves de se trabalhar diretamente com esta
do e medida, trabalha-se com desvios de estado e desvios de medidas.

Visto que se quer uma trajetoria nominal proxima a traje
toria real, escolhe-se a trajetoria nominal com basena estimativa mais
recente do estado, ou seja:

%) = &t /t,) . (2.31)

Para dar partida ao processo escolhe-se entao:

X x{to) , (2.32)

b
—
+

o
Tt
0

sendo X(t,} a estimativa a priori do estado. Com essa escolha tem-se
que &x{ty) ~ N(O, P(ts}3. A melhor estimativa do estado do sistema en

tre observacao e dada por:

dx(t/t, )

£t st (2.33)

= fIx{t/t, ), t1, t, <

dt k1 ©
Para o Sistema linearizado, 2.22 e 2.29, a equacao para

correcao da estimativa fica dada por:

6X(tk+1/tk+1J = 6x(tk+l/th + K[tk+1; X(tk+l/tk)] .

. Loy, - Mt Jox(t,

+1

AT (2.34)

+1

Quando se processar umconjunto de observacoes em t = tk+
- N 1
obter-se-a um 6x(tk+1/tk+l),que representa a correcao que deve ser efg
tua?a em X(tk+1/t5J para que a estimativa do estado em tk+1 possa in
cluir as informacoes sobre o estado real em tk+1 contidas nessas obser

vacoes. Assim pode-se escrever:



- 16 -

i(tk+1/tk+1) = x(t k+1/t )+ 6§(tk+1/tk+1) i (2.35)

Antes do processamento desse conjunto de observacoes, a
melhor estimativa do estado € dada por E(tkél/tk)’ que € a propagacdo
de E(tk/tk) com auxilio da Equacao 2.33. Disso se conclui que:

sx(t, /t,) =0 . (2.36)

k+1

Substituindo 6x(tk+l/tk+1) da Equacio 2.35e 5x(tk+1/tk)=
=0e Gy(tk) da Equacao 2.28 na Equacao 2.34, obtem-se:

RS TAT N

~)

i(tk+1/tk+1) - x(tk+1/tk) * K[tk+1;

- Ay(g) - hix{t, ), t 1), (2.37)

K41 k+1

que €& a equacao para atualizacao do estado atraves do filtro estendido

de Kalman.

Condensando os resultados, tem-se as seguintes equacoes
para o filtro estendido de Kalman:

a) Equacoes para propagacao do estado entre instantes de amostra

gem:
t
- - ( K+1 _
Xt /h) = Xy /h) «o FIR(t/t, )1dt (2.38)
t
k

que € a egquacao para propagacao do estado,

Para a propagacao da matriz de covariancia do erro, a
equagdo e analoga ao filtro Tinear e dada por:

PCty, 7t ) = olty, s B3 X(4 /80T Pl /)

CoTTE, L b K(E /8T + D QeI (g,). (2.39)
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b) Fquagces para atualizagao:

A equacao para atualizagao do estado e a sequinte:
x(tk41/tk+1) = x(t k+1/t ) + K[tl-:+1. x(t I-<+1/t 7.
Para atualizacao da matriz de covarianciadoerro, tem-se:

P/t = 1L PR 8T

k+

LMLt s R(t, /t )13 . Ple . /t). (2.41)

k+1 k+1 k+1

Nas Equacoes 2.40 e 2.41, K[t 3 x(tk+l/tk)] € 0 ganho de Kal
man dado por: '

- T -
K[tl-:+1" ><(tl-<+1/t|-:):| - P(tk+1/tk)M [tk+1; x(t|<+1/tl-<):I )

LMty s R(ty, /6L /)

k+1° k+1

1

T . %(

. M [tk+1’ X (2.42)

tk+l/tk)] + Rk+1}‘

2.4 - PROCESSAMENTO SEQUENCIAL DO VETOR DE OBSERVACUES

Se 0s erros em todas as componentes do vetor de observa
cBes forem nio-correlacionados entre si, poder-se-a processar o vetor
de observacaés relativo a cada instante de amostragem componente a com
ponente, em lugar de processa-io de maneira simuitanea, como & feito
atraves da Equagao 2.9 no caso do filtro aplicado a sistemas lineares,
e da Equacao 2.40 no caso do filtro estendido de Kalman. Com isso con
segue-se evitar a inversao matricial que aparece nas Equagoes 2.11 e
2.42, transformando-a na inversao de um escalar. Isso acarreta, em ge
ral, lTucros, em termos de tempo de processamento e precisac de cé]cg
los. Para que isso seja possivel, deve-se ter todas as m  componentes
do erro de observagoes nao-correlacionadas, ou seja:
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—y(k+1)- HM(k+1)h‘ —-\J(k+1) 1
(1) (1) (1)
ylkety = | YU | MU gy o | VIR (5 a3y
(2) (2) (2}
ylk+1) M(k+1) vik+1)
L m) ] L m) L (m)

onde as notacﬁes:y(i) representa a i-€sima componente do vetor y; M(i)
a i-esima linha da matriz M; V(i) @ i-esima linha do vetor v,

comi:
“Ry; 0 ... 0]
Efv(ket)v (ke1)] = | O Raz von @ (2.44)
0 0 R )

Se essa condicao for satisfeita, cada componente do vetor
de observacOes podera ser tratada separadamente processando y(l)(k+1)
.em lugar do vetor y(k+1) para a primeira atualizacao do estado. Com is
so obtem-se uma estimativa preliminar x(k+1/k+1)que inclui informacoes
contidas apenas na primeira componente-do vetor y(k+1). Usando essa
estimativa como informacac a priori,processa-se a segunda componente
do vetor de observacoes atualizando. a  estimativa de modo que es
sa inclua as informacoes sobre o estado contidas nessa ccmponente  do
vetor de observacoes. Esse processo deve ser repetido  sucessivamente
até que a componente m do vetor de observacOes tenha sido processada,
obtendo-se com isso a estimativa final do vétor de estado, x{k+1, k+1}
(Sorenson, 1966)}. Note-se, atraves das Equacdes 2.11e 2.42, que a ma
triz que deve ser invertida torna-se um escalar em cada um dos passos

acima descritos.
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2.5 - TECNICA DE ESTIMACAO DO RUTDO DINAMICO POR PROCESSO ADAPTATIVO

Quando se aplica o processo de estimaciao de estado, atra
vés do filtro de Kalman,a sistemas nao-lineares, devido as hipoteses
simplificadoras efetuadas,& muito comum a ocorrencia do chamado fenome
no de divergencia do filtro. Esse fenomeno geralmente ocorre apds ¢S
instantes iniciais da aplicacao do fi1tr05caracterizando-se pela obten
cao de erros estimados, que na realidade sao menores que os  respecti
vOoS erros reais da estimacao. As estimativés dos erros no estado esti
mado sao caracterizadas pe1a matriz de covariancia do erro. Se essa ma
triz passa a apresentar seus elementos da diagonal principal {varian
cias) irrealisticamente pequenas para o filtro, tudo vai se passar co
mo se a estimativa do estado reaimente estivesse bastante proxima  ao
valor do estado real e, consequentemente, o processamento de uma obser
vacao quase nenhum efeito teria para corrigir a estimativa erronea. Is
s0 pode ser observado matematicamente pela equacao de atualizacao da
estimativa do estado (Equacao 2.4C). Note-se nessa equacao que o quan
to se ira retirar de 1nforméc50 sobre o estado de uma observacao depen
dera do valor de K, o ganho de Kalman. Pela Equacao 2,42 nota-se‘que 0
valor do ganho de Kalman num determinado instante depende diretamente
do valor da matriz de covariancia doerro nesse mesmo instante. Assim,
se a matriz de covariancia for irrealisticamente pequena, tambem o se
ra 0 ganho de Kalman é,consequentemente,o mesmo ocorrera com a corre.
cao na estimativa que, entao, divergira mais e mais do estado real do
sistema (Fitzgerald, 1971).

0 procedimento apfésentado nessa secdo visa evitar a di
vergéncia no filtro estendido de Kalman. Esse procedimento fundamental
mente visa a estimacao adaptativa do nivel de ruido no estado necessa
rio para evitar a divergencia do filtro, .que atraves da parcela
F(tk)o(tk)FT(th da Equacdo 2.39 € acrescentado a matriz de covari$ﬂ
cia. 0 metodo a ser descrito tem por requisito basico o mesmo do traba
Tho de Jazwinski (1970), porém, com a‘inc]usﬁo de hipoteses adicionais

que levam a um procedimento modificado (Rios Neto e Kuga, 1982).
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Para iniciar a descricac resumida doc procedimento, su
ponha-se o sistema dinamico modelado matematicamente pela fquacao 2.15,
com observacces modeladas pela Equacao 2.25 (supondo-se, sem perda de
generalidade,que elas sejam escalares), ja na forma linearizada e dis

cretizada, conforme as Equacoes 2.22 e 2.29, ou seja:

ax(k+1) = o(k+1,k)8x(k) + I'{k)w(k) , (2.45)

Sy(k) = M{)&x(k) + v(k) , (2.46)

onde, para simplificara notacéo,substitu?ram-setk,tk+l par k, k+1, res
pectivamente; T'(k) e dado pela Equagao 2.23 e M{k) pela Equacao 2.30.

Defina-se agora residuo “observado" por:
rikel) 4 ylk+1) - ytk+1/k) , (2.47)
onde y € a observacao e y € a observacao calculada atraves da parcela

deterministica do modelo das observacoes (Equacao 2.25) a partir do ve
tor de estado previsto, Xx(k+1/k). Portanto:

.Y(k+1) = hk+1[x(k+1/k)1 = E[yk+l/yk» yk_l, cray y;] . (2-48)
Por residuo verdadeiro defina-se:
r (k) = yike1) - Jlks1) (2.49)

onde yV e o valor real da grandeza fisica observada, isto &, o valor
que teria a observacac caso a instrumentacao de medida fosse perfeita.

Assim, o residuo observado e o verdadeiro possuem a  se

guinte relacao:
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rik+1) = rv(k+1) + vik+1) . (2.50)

A hipotese fundamental de consistéencia entre o residuo e

-

sua estatistica, dada por Jazwinski (1969), e obtida atribuindo ao
residuo uma distribuicdo gaussiana e determinando o vetordas varian
cias do ruido dinamico, g, que produz o valor mais provavel do ruido
verdadeiro: max( ] p[rv], onde p ¢ a densidade de probabilidade do re
siduo (Jazwinski, 1970). A maximizacao da probabilidade de ocorrencia

do residuo verdadeiro leva 2:

[r2(k+1)] o = E[rZ(k«en)] , (2.51)

onde [ri(k%T)]oc representa o valor ocorrido de ri(k%?).

Desenvolver-se-ao a sequir expressoes para o primeiro e

seqgundo membro da igqualdade acima.

Observa-se facilmente que a Equacao 2.47 pode ser coloca

da na forma:
r(k+1) = M(k+1){¢(k+1,k)[x(k} - Qkk/k)] +
+ F(k)w(kl} + v(k+1) (2.52)
Entao, pela Equacao 2.50 pode-se escrever:

rv(k+1) = M(k+1){o(k+1,k)[x(k) - x{(k/k)] + T{k)wlk)} . (2.53)

Com isso, obtem-se para E[rv(k+1)]2:

ELr (ke1)12 = MCkeT)o(ke1)P(k/K) ket kOM (ke) +

T

Kby (2.54)

+ Mk )T ()Q(K)TH
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Calcule-se agora o quadrado do residuo verdadeiro r@(k+1)
por intermédio da Equacdo 2.50. Feito isso, obtem-se:

rs(k+1) = r2{k+1) - 2r(k+1)v(k+1) + v=(k+1) . (2.55)
Chame-se:
n' (k+1) = vi{k+1)-2r{k+1)v{k+1) . (2.56)

Note-se que n'(k+1) possui as seguintes propriedades es

tatisticas:
E[n' (k+1}]=E[v2{k+1) - 2r(k+1)vik+1)] = R{k+1) , (2.57)

2r (ke1)u{k+1) - R(k+1)1%}=

1

ECny,, - E0n'(k+1)1)77 = E(L(v? (ke )

Elv*(k+1) - 4rik+1)v3{(k+1) - 2R{k+1)v23(k+1) +

Ar2{k+1)v2 (k+1) + dr(k+1)u(k+1)R(k+1) + R*(k+1)] .

+

Mas:

Elr(k+1}] = E[vik+1)] = 0

Efv?(k+1)] = R(k+1) ;
Efvi(k+1)1 =0 5 e
E[v*(k+1)] = 3R%{k+1) .

Assim tem-se que:

EL(n' (k+1) - E[n'(k+1)7)%7 = 4r?(k+1)R{k+1) + 2R%*(k+1). (2.58)
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Substituindo as Equacoes 2.54 e 2.55 na Equacdo 2.51 e
utilizando a Equacao 2.56, obtem-se:
P2 (k1) + ' (ke1) = MketJolket, KOPL/K )T (kT kM (k1) +
, T,
+ M(k+1)r{k)Q(k)Ir (k)M (k+1) . (2.59)
Defina-se agora:
ntk+1) = n'(k+1) - R(k+1) ,

e note-se que n & um ruido branco gaussiano e, portanto, com média nu

la e segundo momento dado por:

2 _ 2. 2
E[n2(k+1)] = 4r (k1—1)Rk+1 + 2Rk+1 . (2.60)

Substituindo r{k+1) na Equacdo 2.59 e efetuanda al

mas manipulacoes algebricas, obtem-se:
F2(ke1) + RIK) = M{k+1)p(ke,K)P(K/K)G (ke /KM (ke1) =
= M(k+1)T(IQUK)TT (KM (k) + nlkel) . (2.61)
Supondo que os ruidos dinamicos sejam  independentes
entre si, tem-se que a matriz Qk e diagonal. Chamem-se oselementos da
diagonal deq(”,q(z),---,q(ry Desenvolvendo o segundo membro da Equa

¢do 2.61 a partir dessa suposicao, obtem-se:

Mk+1) T )QK) T (KM (ka1)

(M(1)F11 + M(Z)le oo+
+ M(n)rm)zq(l) + ...t (M(l)rlr +
+ M(Z)F?.r' + ... t M(n)rnr)zq(r) =

r n )
=4 U MG g (2.62)
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onde M(j) representa o j-€simo elemento do vetor M(k+1) e Fii represen

ta o elemento da j-esima linha e i-ésima coluna da matriz TI'{k).
Pode-se escrever a Equacao 2.62 como:
M{k+1)QUIT (KOMT(k+1) = Hke1)q(ke1) , (2.63)
onde:

n

; --.;(JE1 Mijr)z} , (2.64)

I 15
=
—3
e
[

“w

n
H(k+1) & [( MLr )%
L

J J J

e g(k+1) e o vetor formado pelos elementos da diagonal da matriz Q(k}.

Define-se como pseudo-observacao, Z(k+1), o primeiro mem
bro da Equacao 2.61:

2(k+1) A r2(k+1) « R(k+1) -

MUkt o (ke KOP (/)0 T (ke kM7 (k) . (2.65)

Substituindo as Equacoes 2.65 e 2.63 na Equacao 2.61, ob

tem-se a chamada equacao de pseudo-observacao:
z{k+1) = H{k+1)q(k+1) + n(k+1) . (2.66)

Essa equacao, obtida a partir da hipotese de maxima pro
babilidade de ocorréncia do residuo verdadeiro, fornecera  informacoes
sobre o valor das variancias do ruido no estado q{k+1) que deverdo ser
adicionados a diagonal da matriz de covariancia do erro no estado, a
fim de obter consistencia do ruido, buscando-se evitar, desse modo,
que ocorra divergencia na filtragem. As pseudo-observacoes modeladas
matematicamente pé1a Equacdo 2.66 deverdo ser calculadas atraves da
Equacao 2.65. Com isso, elas poderao alimentar um filtro de Kalman se

cundario, que devera funcionar paralelamente ao que estima o estado do
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sistema dinamico. As equacoes do filtro de Kalman para processamento

das pseudo-observacoes sao as seguintes:

a) Propagacao da estimativa do ruido

q(k+1/k) = I . qlk/k) = gik/k). (2.67)

b) Propagacao da matriz de covariancia doerro da estimativa do rui

do
PA(k+1/k) = PY(k/K). (2.68)

c) Atualizacao da estimativa do ruido

qke1/ke1) = Glke1/k) + KIz(kel) - HCkeT)@(ke1/K)]. (2.69)

d) Atualizacao da matriz de covariancia do erro da estimativa do

ruido

PA(k+1/k+1) = [1 = KY(k+1)H(k+1)IPI(k+1/K) (2.70)
onde:
KI(ke1) = PACKe1/KOMT (keat ) TH{Kk+1 )P (ka1 ZKOH (k1) &
£ Ar?(k+1)R(k+1) + 2R*(k+1)17" . (2.71)
Para a escolha dos valores iniciais gq € pd pode-se, por
exemplo, supor q(0/0) =0 e ajustar Pq(O/U) atraves de testes por
tentativa e erro. Se em alguma aplicacao em particular algo que possa

ajudar na escolha de q(0/0) e P9(06/0) for conhecido, isso podera serle
vado em conta em tal escolha, de rnodnatorra-la mais criteriosa.



CAPITULO 3

APLICACAO DE TECNICA DE RUIDO ADAPTATIVO EM ESTIMACAO
DE ESTADO A SUAVIZACAO DE DADOS

3.1 - INTRODUCAO

Tecnicas de suavizacao de dados tem ampia faixa de apli
cacao no tratamento de dados obtidos atraves de medidas de caracteris’
ticas fisicas de sistemas dinamicos. Essas medidas sao afetadas por er
ros aleatorios impostos pela instrumentacao que as efetuam, bem  como
por ruidos de alta frequencia causados por perturbacoes externas, alem
de possiveis erros de carater tendencioso. Uma primeﬁra aplicacao de
tecnicas de suavizagao de dados consiste na obtencao de valores mais
provaveis das medidas a partir dos dados grosseiros, com  consequente
remocao de ruidos de alta frequencia, Outras aD]icacBesimportantescog
sistem na utilizacaoc de tecnicas de suavizacao para (Wertz, 1978):

a) Compressdao de dados, cujo objetivo € reduzir a quantidade de
dados a ser armazenada, processada ou transmitida.

b} Interpolacao para a estimacao de valores de dados em instantes
intermediarios aos de amostragem. E muito util para compressao
de dados, apresentacao de dados em terminal de video, sincroni
zacao no tempo de dados provenientes de varias fontes de medi

das, etc,

¢) Calcule de taxas de variacao,

As principais tecnicas empregadas para suavizacao de da
dos sao as chamadas tecnicas de ajuste de curvas e tecnicas de filtra
gem (Wertz, 1978). 0 procedimento desenvolvido a ser apresentado enqua
dra-se na categoria das tecnicas de ajuste de curvas. Essas  tecnicas
se baseiam fundamentalmente na consideracao de que os dados possuem uma
forma funcional dentro de um determinado intervalo de tempo, que pode
ser representada por uma combinacao linear de funcOes ou potencias do
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tempo. 0s coeficientes dessa combina¢ao linear sao entao calculados de
modo a minimizar algum tipo de Indice de desempenho,e seus valores pas
sam a representar os dados dentro do intervalo de tempo envolvido  no
ajuste, 0s metodos mais comumente utilizados sao os métodos y-quadrado
("Chi-square") e dos minimos quadrados (Meyer, 1975). No primeiro meto
do o critéerio de otimalidade para ajuste e cdemaxima verossimilhanca.
Supoe-se que oS valores da curva nos instantes de amostragem de dados se
jam os valores esperados da grandeza medida nesses instantes. Maximi
za-se entdao a funcao densidade de probabilidade conjunta de ocorrencia
desses va]okes em re]acio 20s coeficientes da curva a ser ajustada, su
pondo. que 0S erros sigam uma distribuicao gaussiana. Verifica-se que
maximizar a citada funcao e o mesmo que minimizar o expoente da expo
nencial envolvida, o qual segue uma distribuicao y-guadrada, de onde o
nome dado a essa tecnica de suavizacao (Bendat e Fiersol, 1971). No ca
so do ajuste de curvas por minimos quadrados,0s coeficientes sao calcu
lados de modo a minimizar uma soma ponderada gue envolve os quadrados
dos residuos entre os dados e correspondentes valores da curva ajusta
da. Essa tecnica de ajuste, ao contrario da técnica y-quadrado que sb
e aplicavel a dados cujos erros aleatorios possuem distribuicdo  gaus
siana, pode ser aplicada independentemente da distribuicao dos erros.
0 ajuste por minimos quadrados fornece estimativas nao-viciacas dos coe

ficientes e de minima variancia do erro.

Para que qualquer um dos metodos de ajuste de curvas pos
sa ser aplicado, ha necessidade de que ja se tenham coletado todos os pon
tos de dados aos quais o ajuste sera feito pois estes possuem caracte
risticas de processamento em lotes completos de observacoes ("batch").
Uma dificuldade imposta ao emprego desses metodos diz respeito a esco
lha da ordem da curva a ser ajustada. A escolha de um grau muito baixo
resulta em uma curva mais suave, porem pode eliminar componentes de fre
quencia mais alta que nao sejam ruido o que acarreta perda de informa
¢ao. Por outro lado,se o grau da curva ajustada for muito alto, embora
o0 ajuste aos valores dos dados seja melhor, componentes indesejaveis
de ruido podem ainda ficar presentes. Existe, assim, a necessidade de

fazer wuma escolha de compromisso.
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Qutro fator a ser considerado €& o de que as técni
cas de ajuste de curvas inserem correlacao entre distintos pontos de
dados. Por esse motivo torna-se importante o calculo da matriz de cova
riancia do erro dos valores estimados a partir da curva ajustada. Os ter
mos da diagonal principal da matriz de covariancia sdo somados de ma
neira ponderada aos respectivos valores da variancia a priori do erro
nos dados originais. Os valores dos dados de observacoes estimados pe
Ja curva ajustada e as respectivas variancias calculadas do modo aci
ma descrito sao os valores utilizados para a extracao de in
formacoes sobre o estado do sistema dinamico observado em estimacao
de estado via filtro de Kalman,

A seguir iniciar-se-a a descricao do metodo desenvolvido
para suavizacao de dados via ajuste de curva, no qual os coeficientes
sao calculados como auxilio do filtro de Kalman e de uma técnica de rui
do adaptativo, descrita resumidamente no capitulo anterior.

3.2 - DESCRICAD DO METODO DESENVOLVIDO

Suponha que se dispoe de um conjunto de observacoes pro
venientes de medidas de uma mesma grandeza fisica de interesse, efetua
das em um determinado sistema dinamico. Suponha-se que essas medidas
sejam tomadas em instantes discretos separados por intervalos de tempo
constantes, e estejam afetadas apenas por erros aleatorios, cujas pro
priedades estatisticas sao conhecidas. Chamando de y(k+t) o valor
da observacao no instante tk+1,_tem—se:

y(ke1) = yplkat) + vlks1) , k= 0,1,2,...,m , (3.1)

onde yR(k+1) representa o valor real da grandeza medida no  instante
t, © v(k+1) representa o erroaleatorio peloqual a observacao esta afe

tada. Suponha-se que esse erro seque uma distribuicao gaussiana com:
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Efv(k+1)] = 0,

E[vi(k+1)] = r , (3.2)

k+1
Efv(i)v(i)1 =0, i =]

Considere-se agora o problema de ajustar uma curva
a esses dados, representada por uma combinacao linear de funcoes do tem
po. linearmente independentes, dada por:

FOGE) = X162 (t) + x,y92(t) + .o+
X(j)gj(t) ) (3.3)

onde x(j), j=1,2,....,n sao constantes escalares; gj(t), j=1,2,...

n sao funcoes do tempo conhecidas e Tinearmente independentes.

Suponha-se que se deseja ajustar essa curva aos dados de
modo que ela forneca estimativas otimas do valor real da grandeza fisi
ca medida no decorrer do tempo no sentido de minimizar o desvio médio
quadratico., Uma vez que as funcoOes gj(t), j=1,2,...,n sdo conheci
das, para que a curva fique determinada € necessario estimar os
valores dos coeficientes x(j), J=12,...,n. 0 problema a ser resolvi
do a fim de estimar esses coeficientes sera colocado a seguir emuma
forma tal que o adeque a aplicacao do filtro de Kalman em sua solucao.
Estimando os coeficientes atraves do processo de filtragem de Kalman,
essas .estimativas serao otimas no sentido de minimizar uma funcao qua

dratica dos erros.

Seja x o vetor formado pelos coeficientes da curva a ser

ajustada definido por:

T
X g.[x(l), X(2)s voes X(n)] . (3.4)
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Considere-se esse vetor modelado dinamicamente pela  se

guinte equacao a diferencas:
X1 = Xp + Wo (3.5)

onde wo € um vetor de dimensao m, que se constitui de um ruido branco

gaussiano com:
Efwe] = 0
E[wo(i)UJO(j)] = Qofs]-j s

e expressa incertezas no conhecimento do modelo matematico, e os indi
ces 0 e 1,a principio nada tem a ver com os instantes de  amostragem
dos pontos de dados, como se tornara claro na sequencia deste trabalho.

Deseja-se que a curva ajustada ac conjunto de dados seja
uma aproximacao do valor esperado da grandeza fisica real, em funcdo do
tempo condicionado as observacoes que consistem nos pontos de dados
tomados para 0 ajuste. Deseja-se ainda que essa aproximacdao seja otima
num sentido médio quadratico. Considerem-se entao as observacoes expres

sas matematicamente pela seguinte equacao:
.V1(k+1) = f(xl,k'i"]) + \)1(k+1) > k = O,...,m—1 > (3.6)

onde a nota¢ao y,(k+1) representa a observacao referente ao instante k+1,
a qual contem informagoes sobre o vetor de coeficiente xi; féa curva
a ser ajustada cuja expressdo € dada na Equacdo 3.3; vi(k+1) € 0 rul
do na observacao cujas propriedades estatisticas estao dadas na  Equa
cao 3.2.

Definindo:

Yo 8 By (1), va(2}, oo yalm)1 (3.7)
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g,(1) g.(1) ... gn(l)
g1(2)  gz2) ... g,(2)

My = , (3.8)
_glim) g2(m) ... g,(m) )
e
Ve o= Ev(1) w(2) ..o w(m)], (3.9)
onde:
E[V,] =0,
(3.10)

ECV, ViD= Ry,
entao a Fquacao 3.6 pode ser expressa na seguinte forma vetorial:
Yo =My xp + V) . (3.11)

Resumindo, o problema do ajuste da curva 3.3 a um conjun
to de pontos correspondentes as medidas de uma determinada grandeza fi
sica de um sistema dinamico foi colocado numa forma adequada a aplica
cao do filtro de Kalman para a estimacao dos coeficientes que a deter
minam. Consideraram-se os coeficientes modeiados pela Equacdo 3.5 com ob
servacoes constituidas pelos pontos de dados, as quais foram modeladas
pela Equacao 3.11, ou seja:

X1 Xg + Wp o (3-12)

]

]

Yl M]_ Xy + Vl . (3.13)

As equacoes do filtro de Kalman aplicadas a esse sistema

tomam a forma de:
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a) Equacoes para propagacao:
X = HXO/O ’ (3.14)

TP, I'+Qo - (3.15)

o/ o

—
-
o
1

b) Equacoes para atualizacao:

R A AT (3.16)
Pryy = [L- K MJP (3.17)
onde:

Ki= Py MIIM P, M+ R (3.18)

Déduzir-se-a, a seguir, uma equacao para o calculo da ma
triz de covariancia do erro do vetor, cujos elementos constituem-se das
estimativas ca grandeza fisica observaca nos consecutivos instantes de
amostragem, calculadas a nartir da curva ajustada. Chame-se de ¥ esse

vetor e note-se que:
Y=Mx . (3.19)
A matriz de covariancia do erro em Y & definida por:

Po A ELIMy X, = My xI[My X, - M, x11} =

l/l 1/1

E(IM (R, ) - X)IM(R, /- x)1') =

EMLR, ,, - xR, ,, - xITMD) = My ELR, ,, - xI0%, , - x1Tm]

Mas:
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E{[il/1 - x][il/ - x]T} =P

/17

1
logo, a equacao procurada fica dada por:

Ps = Ml . P M]_ . (3.20)

Y 1/1

A resolucao do problema de suavizacao da maneira coloca
da acima supSe que todos os pontos de dados ja tenham sido coletados
por ocasido da aplicacao do filtro de Kalman para a determinacao dos
coeficientes. Durante o processo de filtragem os dados correspondentes
20S varios instantes de amostragem sao processados simultaneamente em
uma unica iteracao. Note-se entac qué tudo se passa como se cada obser
vacao disponTve1; ou seja, cada ponto de dado, contivesse informacoes
sobre os coeficientes da curva relativa a um unico instante generico,
que se representou pelo Tndice 1. [sso e valido uma vez que se  Supoe
que os coeficientes sac constantes. Desse modo, verifica-se que os TE
dices 0 e 1 foram introduzidos apenas com a finalidade de colocaro pro
blema numa notacao plausivel e compativel com a utilizada pelas equa
coes do filtro de Kalman, de modo a permitir a aplicacao deste na sua
resolucao. A passagem do "instante" representado pelo indice 0 para o
"instante" representado pelo indice 1 ndo implica variacdao de tempo com
relacao a dinamica do sistema fisico observado.

Devido a esse fatc e visto que RO/O (a estimativa a prio
ri do vetor de coeficientes) possui o mesmo valor que 21/0 (a estimati
va propagada do instante representado por 0 para o representadopor 1),
nio existe um intervalo de tempo determinado relacionando esses dois
instantes. 0 indice 0 pode representar qualquer instanie anterior ao
instante de processamento das observacoes, incluindo esse instante, en
quanto o indice 1 pode representar qualquer instante apos a disponibi
Tidade de todos os elementos do vetor de observacdes. 0 mais logico en
tao e encarar esses indices apenas do ponto de vista de compatibilida
de de notagao, e a passagem do instanle representado por 0 para o ins
tante representado por 1 como nao implicando nenhum intervalo de tempo,

uma vez que ambos 0s instantes se confundem,
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E importante notar que o calculo do ganho de Kalman, con
forme pode ser visto pela Equacao 3.18, envolve a inversao de uma matriz
mxm e, se o numero de pontos de dados for grande, esse calculo podera
se tornar extremamente complicado e impreciso. Esse problema e solucio
nado atraves do emprego do processamento sequencial das observacoes,
descrito no Capitulo 2, ja que se supoe que as observacoes sdo nao-cor
relacionadas, ou seja, que a matriz R, € diagonal. Com a aplicacao des
se procedimento a inversao matricial e evitada, sendo substituida por

inversoes de escalares, uma por observacao processada.

Para gque se possa dar partida ao processo de estimacdo e
necessario que se disponha de estimativas a priori dos coeficientes,
20/0 e da respectiva matriz de covariancia do erro, PG/O. A inclusao
do ruido aleatorio w, na equacdo com a gual se modelaram os coeficien
tes, Equacao 3.5, tem o objetivo de criar uma faixa de incertezaem tor
no do valor da estimativa a priori dos coeficientes com dispersao re’
presentada por Q,. Uma vez escolhida uma estimativa a priori dos coefi
cientes e da matriz de covariancia do erro, note-se pela Equacaoc 3.5
que o valor propagado da estimativa a priori dos coeficientes sera o
proprio valor escolhido; porem, pela Equacao 3.15 percebe-se que o mes
mo nao ocorre com relacac ao valor da matriz de covariancia doerropro
pagada. 0 valor propagado dessa matriz e o valor da estimativa a prio
adicionado ao valor da matriz de covariancia de wy, Qy, oOU

ri, PO/O,

seja:
Pl/O = po/o + Qo . (3.21)

Considere-se o problema de determinar a matriz J, de
modo que sua adicao a matriz de covariancia do erro a priori resulte
em uma matriz de covariancia F’l/0 compativel com o valor escolhido pa

ra a estimativa a priori X Tudo se passaria entao como se a par

=X
ojo " "1/0"
tir de uma estimativa a priori de qualidade duvidavel se passasse a ob

ter uma nova estimativa a priori estatisticamente compativel.



- 36 -

Para a resolucao desse problema, propoe-se para a deter
minacdao da matriz Q, o emprego da tecnica de ruido adaptativo em esti
macdo de estado descrita no Capitulo 2. Com o emprego dessa técnica a
matriz Q,, € em consequéncia Pl/o, e estimada no sentido de satisfa
zer a hipotese fundamental de consistencia entre o residuo das.observa
¢oes e sua estatistica. Para satisfazer a essa hipotese as variancias
do ruido dinamico, constituidas pela diagonal principal da matriz Qo,
que por supoSich e uma matriz diagonal, sao estimadas de modo a maxi
mizar a densidade de probabilidade de ocorrencia do valor verdadeiro
do resTduo de cada observacdo (Jazwinski, 1969). A adicao da Matriz Q,
assim determinada a matriz de covariancia do erro da estimativa a prio
ri dos coeficientes, PG/O, resulta em uma matriz propagada

P coerente com os residuos componentes do vetor:

1/0

RES]_ = Yl - Ml ;(-1 (3.22)

FA!

A aplicacdo do procedimento de ruido adaptativo descrito
no Capitulo 2 ao problema de ajuste fornece as seguintes equacoes:

a) Equacoes para propagacgao:

Merr/k = /K (3.23)
a9
Prar/k = Pryk o (3.24)

onde g € 0 vetor n dimensional cujos elementos sdo as estima
tivas dos elementos da'diagona1 principal da matriz Q; PY ¢ a
matriz de covariancia do erro na estimacdo do vetor g; o indi

‘ce k representa o instante genérico de amostragen tk.

b} Equacoes para atualizagao:

q - a q _ ~
qk+1/k+l - qk+1/k - Kk+1[zk+1 Hk+1 qk+l/k] ’ (3.25)
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q _ q Q.
pk+1/k+1 = [T - R Hk+1]Pk+1/k ’ (3.26)
Com observacoes modeladas por:
Zyer = My Qy © Mgy o (3.27)
onde:
2 2 2 .
Hk+1 = [Ml(k+1,1) Ml(k+1,2) v Ml(k+1,n)] s (3.28)

em gque o Indice (i,%) representa o elemento da i-esima linha e £-esima

coluna da matriz indexada,

E(nl~(+1) =0,
2 _ 2 5
Eln,,1 = 4r0k C Ty 2r‘k+1 , (3.29)
+1
com
r0k+1 = yy (k+1) - Miter) - X,/ k = 0,1,2,..., m-1, (3.30)

onde y,{k+1) representa a observacao correspondente ao instante tk+1 e
Ml(k+1) a k+1-esima Tinha da matriz M,,

o valor da observacao 2y e calculado por:

2 T

Ther T r0k+1 T Ml(k+1) Po/o Ml(k+1) ? (3.31)
e

q _oQ T q T 2 ) -1

Kk+1 - Pl/o Hk+1[Hk+1 P1/0 Hk+1 + 4r0 Prer * 2rk+1] - (3.32)
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0 processo de estimacao do vetor q, formado pelos elemen
tos da diagonal principal da matriz Q, e feita com o processamento se’
quencial de todas as m componentes do vetor de observacoes.

Atraves do emprego da técnica de ruido adaptativo, cria
-se¢ uma comodidade maior na escolha dos valores das estimativas a prio
ri necessarias a aplicacao do procedimento. E, porem, razoavel que se
faca essa escolha de modo consciente. Por exemplo, deve-se procurar efe
tua-la fundamentado em informacdes que se possam obter a partir do co
nhecimento do tipo de curva a ser ajustada, bem como do conjunto de ob
servagoes. Para exemplificar, suponha-se que a curva seja um polinomio
em t, bu seja, as funcﬁes gj, J =1,2,...,n que aparecem na representa
¢ao generica da curva dada na Equagdo 3.3 formam uma série de poten

cias em t. Tem-se, entdo:

f(x,t) =X(” +X(ﬂ(t-tﬂ +X(”(t-tuy + ee. +

L

+ Xy (t-t0)" 7, (3.33)

onde os Tndices (1), (2), ..., (n) se referem as componentes do vetor
de coeficientes, nao devendo ser confundidos com os indices sem paren
teses, usados a partir da Equacdao 3.5.

Se 0 instante de referenciat, for considerado ¢ instante
correspondente ao primeiro ponto do conjunto de dados ao qual o ajuste
deve ser feito, 0 que nao acarreta perda de genralidade, entao para
t = t, tem-se:

fx,to) = x(l).’ (3.34)

ou seja, o valor do primeiro coeficiente da curva ajustada sera a pro
pria estimativa do valor esperadodo primeiro ponto de dado Y(1)- Entao,
0s valores do primeiro pontode dados y(l)e da varianciada respectiva in
certeza v \ podem ser considerados as estimativas a priori do coeficiente
X, e sua variancia do erro, respectivamente. Como o polinomio ajustado



t
(Y]
o

1

deve constituir uma Série convergente, sugere-se tomar as  esti
mativas dos coeficientes subsequentes a partiy ca estimativa do primei
ro dividida por potencias de 10 e das respectivas variancias, a partir
da variancia da incerteza V(1) dividida por potencias de 100. 0s valo

res a priori seriam, entdo:

- -
Y(1)
~ Y{(1}/10.ut
io/o =X, = (3.35)
Y(137102.(ut)?
Yy )
e
0 0
)
P - 0 0 » (3.36)
°/0 : 03’(1)/1@2.(“)2 .
i 0 0 e Uy(l)/10(n_l)?(ut)(n'1)2_

onde ut representa a unidade de tempo utilizada.

- Dutro fator importante refere-se ao grau de curva a ser
ajustada. Como ja foi comentado anteriormente, nos métodos usualmente
utilizados existe uma escolha de compromisso. A escolha de um grau mui
to alto implica uma suavizacao pobre na qual componentes  indeseja
veis de ruido de alta frequencia podem estar presentes na curva ajusta
da. Por outro lado, se o grau for muito baixo poder-se-ao cortar compo
nentes de alta frequencia que ainda nao sejam ruido, acarretando  per
da de informacao. No caso do metodo apresentado, a escolha do grau se
torna automatica. Inicialmente, aplica-se a solucao descrita no ajuste
de uma curva de primeiro grau. Verifica-se entdo se:
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ly(t, ) - flt,, )] <3 /; , ko= 1,.0,m (3.37)

Se a desigualdade acima nao se verificar, incrementa-se
0 grau da curva de 1 unidade e repete-se o procedimento de estimagao
dos coeficientes, Repete-se o processo ate que pela primeira vez essa
desigualdade se verifique. Quando isso ocorrer, ter-se-a o residuo es
timado da mesma ordem do residuo verdadeiro e a curva ajustada devera,
desse modo, aproximar bem o valor real da grandeza medida.

3.3 - ADAPTACAO DO PROCEDIMENTO DESENVOLVIDO PARA PERMITIR AJUSTE DE
CURVA EM TEMPO REAL

Conforme foi descrito na Secdo 2.5 do capitulo anterior,
se as componentes do ruido nas observacdes forem nao-correlacionadas
entre si, entao cada componente do vetor de otservacoes pode ser pro
cessada separadamente. Considerou-se, entao, o problema de ajuste de
curva a um conjunto de dados, descrito na secao anterior, no qual se
fez a hipotese de nao-correlacao entre as componentes do vetor de  ob
servagoes e se supos que todos os dados, aos quais o ajuste seria fei
to, ji estivessem disponiveis por ocasiao da aplicacdo do procedimento
de suavizagao. Aqui, ao contrario, supohha-se que se deseja processar
. cada dado tao logo este se torne disponivel. Se isso for feito, a med1
da que cada dado e processado, os valores dos coeficientes sofrem va
riacoes a fim de que a curva ajustada passe a incluir mais um  ponto.
Durahte 0 processo de estimacao, neste caso, tudo se passa como se 0S
coeficientes variassem dinamicamente durante os intervalos entre  ins
tantes de amostragem de dados. Pode-se entao modelar matematicamente o

vetor de coeficientes, x, por:

= >

Xppy = Xt W o k=20, (3.38)
onde o indice k pode agora ser relacionado diretamente com os  instan
tes de amostragem de observacoes; por esse motivo substituiu-se a nota
c3o utilizada na secao anterior, x;{k+1), por gy Efetuando o mesmo
com a Equacao 3.11 de observagoes e lembrando que aqui as observagoes



sdo escalares, constituidas pelas sucessivas componentes do vetor de

observacoes, dado nessa equacag tem-se:

t ) o Vigs © M,

+1 k+1 o1 T Y ’ (3.39)

Yesr = 1C(xkﬂ’ +1

k+1

onde:

Mé+1 = [go{k+1) go(k+1) ... gn(k+1)] . , (3.40)

Deve ainda ser destacada que o termo forcante aleatorio,
we > que aparece na Equacao 3.38 visa criar uma faixa de incerteza em
torno do valor da Gltima atualizacdo dos coeficientes. Se sua disper
sao for calculada, como descrito ha secao anterior, de modoa criar uma
coerencia entre ik+1/k =7§k/k e a correspondente matriz de covariancia
propagada Pk+1/k = Pk/k + 0y entao ter-se-ao criado condicoes para gue
no processamento da observacao Vi, S€ retirem as informacoes necessa
rias a fim de acomodar os valores dos coeficientes a inclusaoc de mais
esse ponto no ajuste. Como aqui tambem valem todas as hipoteses efetua
das na secao anterior, a matriz de covariancia de By Qk e diagonal e
o vetor constituidc pelos ementos da diagonal principal dessa matriz
serdo estimados para cada instante de amostragem atraves do procedimen
to de ruido adaptativo descrito na Secao 2.6. Com isso a matriz Q@ e,
portantc, a matriz de covariancia do erro das estimativas Pk+1/k serao
calculadas de modo a satisfazer a hipotese fundamental de consistencia
entre o residuo das observacoes e sua estatistica. Assim, aos valores
dos elementos da matriz de covariancia do erro nac € permitido cair en
ganosamente, devido ao uso de modelo deterministico nao-exato. Como o
ganho de Kalman e diretamente proporcional a matriz de covariancia do
erro, esse ajuste adaptativo da matriz de covariancia ajusta tambem o
valor do ganho, o que permite quena atualizacao sejs retirado o maximo
possivel de informacoes contidas em cada observacao sobre as variaveis
estimadas, evitando a divergéncia do filtro.

As equagoes do filtro de Kalman para o processamento se

quencial dos pontos de dado tomam a seguinte forma:
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a) Equacoes para propagacac do valor dos coeficientes e respecti
va matriz de covariancia do erro entre instantes de amostragem

de dados:

Xerr/k = Xk/k 0 (3.41)
Prorzk = P + Q- (3.42)

b) Equacoes para atualizacao:

Year/ker T keak T M i T Moy X o (3.43)
Peaizken = D0 = Ky B TP (3.44)
onde:

Kegr = P (NI wl e 177 (3.45)
k+1 = "k+1/k Tk+1- k+1 k+1/k k+: k+1 . .

Procedendo de modo analogo ao descrito no caso ante
rior (processamento em lotes) chega-se a seguinte equagao para o calcu
1o da variancia do erro de cada ponto estimadoe pela curva ajustada:

P~

| T
yk+1 = Mk+1

Pm/m Mk+1 :

(3.46)

Com a aplicacao da tecnica de ruido adaptativo em estima
cao de estado para a estimagao da matriz Qk,obtém-se as seguintes equa

¢oes:
a) EquacOes para propagagao:

+r/k = Yksk (3.47)

q e
Pearsk = Pisk
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onde g € o vetor n dimensional cujos elementos sdo as estimati
vas dos elementos da diagonal principal da matriz Qk; Pie a
matriz de covariancia do erro na estimacdo do vetor q.

Equacoes para atualizacao:

- e Q i R
qk+’1/|<+1 - Q'k+1/k + Kk+1[Zk+1 Hk+1 qk+1/k:| 4 (3.49)
q _ _f q

Pk+1/[‘:+l - [:H Kk+1 Hk+ljpk+l/k b (3.50)
cam observagoes modeladas por:

Zk+1 - Hk+1 Qer ¥ Mg 2 (3.51)
onde:

H|(+1 = [M!2 [ 2 ce. M2 T, (3.52)

k+1(1) k+1(2) k+1(n)

]

onde o Tndice (i) representa a i-ésima componente de Mk+1'

En,,, ) =0,
(3.53)
2 _ 2 2.
E[nk+13 N 4rt:ik "M * 2rk+1 i
+1
com
"oy T Vier T Moy Mz (3.54)
0 valor da observacao Zk+1 e calculado por:
Z, =2 ey, <M P, MT (3.55)
k+1 01 k+1 k+1 "k/k k+1 '



9 _ 9 T q T .
Kk+1 - Pk+1/k h'r'.+1l—'Hk+1 Pki-l/k Hk+1 N
2 , 2 -1
+ 4r0k Preq ¥ 2rk+lj . (3.56)
+1

Na pratica, o numero de pontos, N, aos quais o ajuste se
ra feito ¢ fixado a priori. O procedimento de ajuste de curva € ent3o
aplicado sucessivamente a cada conjunto de N pontos de dados. E razoa
vel, pois, tomar estimativas a priori de ;k/k’ Pk/k"ak/k e PE/k’ com
base no que foi comentado por ocasiao da descricao do metodo de ajuste
com processamento de observacoes aos lotes ("batch"), por ocasiaoc do
ajuste ao primeiro conjunto de dados. Para os proximos ajustes o razo§
vel € tomar como estimativas a priori os valores obtidos como resulta
dos do ajuste efetuado aoc conjunto anterior, aiém de utilizar o mesmo
grau ali encontrado para a curva. A escolha desse grau e razoavel des
de que a variacdo dinamica da grandeza fisica representada pelos dados
nao se altere muito entre conjuntos de dados consecutivos. Se os suces
sivos conjuntos de dados puderem ser suavizados por uma curva de mesmo
grau, entao o ajuste podera ser feito em tempo real, visto que nao ha
vera necessidade de repeticao do processamento das observacoes para a
escolha de um novo grau. Eséa caracteristica de processamento em tempo
real na aplicagao do procedimento de ajuste e inedita entre os proceci
-mentos pesquisados na Titeratura para essa finalidade.

Deve ainda ser salientado que as supostas variacoes dos
coeficientes para que o ajuste acomode mais um ponto de dado a medida
que cada observacao € processada pode se constituir de variacoes de ca
rater tendencioso, nao consideradas no modelo matematico adotado paraos
coeficientes dado na Equacao 3.38. 0 modelo que inclui essas tendég
cias pode ser escrito por:

o= + + .5
K = Kkt Y Ty (3.57)
onde wk representa o erro tendencioso desconhecido que se comete com a
utilizacao do Modelo 3.38. Existe um corolario de um teorema de conver



- 45 -

gencia do filtro de Kalman apresentado em Jazwinski (197C), segundo o
qual: Se o modelo do sistema € uniforme e completamente observavel e
uniforme e completamente controlavel, e se wk e uniformemente Timitado
e P, & limitada, entao Pk/k e uniformemente limitada, ou seja, o fil

tro converge.

A fim de dar a condicao paraque o modelo seja uniforme e
completamente observavel, defina-se a matriz de informacdo por:

b E TomTrim g (3.58)
A L L S :
onde ¢1 K e a matriz de transicao de estado do sistema que leva o esta
do do instante k para o instante i. No caso do Sistema 3.38, essa ma

triz @ a matriz identidade.

Com base nessa definicao, o sistema sera uniforme e com
pletamente observavel se existirem um numero inteiro positivo N e duas
constantes positivasa e B, tal que:

0 <al <§ ¥ k>N, (3.59)

Kok = BL
0 modelo matematico para os coeficientes expressos na:
Equacao 3.29 possui essa propriedade, pois para ele tem-se:

K
by kN T E mel R M (3.60)

i=k-N "1 ™ 1

visto que M; dado na Equacdo 3.40 em geral e constituido por funcoes
do tempo positivas e limitadas, e Ri’ no caso, por um escalar positivo
tambem 1imitado.

A condicao de que o0 sistema seja uniforme e completamen
te controlivel e dada a partir da seguinte definicao da matriz de con
trolabilidade do sistema (Jazwinski, 1970):
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k-1

C(k,0) & ¥ ofk,i+1) T(i) Q

21 oy THE) Tk, 141) (3.61)
i=

0 sistema e unifcrme e completamente controlavel se exis
tem um inteiro positivo N e duas constantes positivas a e B, tal que:

0 < all € C(k, k-N) < pI.

No caso presente, a matriz de controlabiiidade C(k, k-N)

e dada por:

K
Clk, ko - i:E-N Q'i+1

Como Q1+1 e uma matriz de elementos positivos, essa con
dicao tambem e satisfeita.

Desse modo, visto que o modelo adotado para os coeficien
tes satisfaz as condicoes de uniforme e completamente observavel e uni
forme e completamente controlavel, desde que wk seja unifcrmemente 11
mitado, tambem o sera a matm‘z-Pk/k e o filtro convergira.

Tanto o procedimento para ajuste de curva com processa
mento dos dados em lotes quanto o sequencial foram testados na suaviza
¢ao de dados simulados de rastreamento de um satelite artificial. Para
a geracao desses dados simulou-se a orbita do satelite TD-1A {European
Space Agency (ESA)}. Considerando uma estacao de rastreamentofict?cim
calculou-se a cada sequndo de orbita, da orbita simulada, a distancia
entre essa estacao e o sateélite. A cada valor da distancia estacao sa
telite assim obtida somou-se um erro aleatorio de mddia nula e desvio
padrao de 50 metros, calculado a partir de uma rotina geradora de nﬂmg
ros aleatorios. Maiores detalhes sobre o procedimento de simulacao de
orbita e geracao de dados tipo distancia estacao-satelite sao dados no
proximo capitulo. Os resultados cbtidos nos testes efetuados serao apre

sentados na proxima secao.
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3.4 - APRESENTACAOD DOS RESULTADOS OBTIDOS

3.4.1 - RESULTADOS 0STIDOS COM A APLICACAO DO PROCEDIMENTO DE AJUSTE
COM PROCESSAMENTO DOS DADOS EM LOTE

Primeiramente sao apresentados os resultados obtidos com
a aplicacao descrita para o procedimento de ajuste com processamento
doé dados em lote. A curva ajustada foi uma serie polinomial de potéﬂ
cias do tempo, confcrme representado na Equacao 3.3. As'estimativas a
priori das matrizes de covariancia doerro nas estimativasdos coeficien
tes, PO/D, e do ruido aleatorio, ws, P?/o’ foram tomadas de acordo com
a Equacao 3.36, adotando-se para o primeiro elemento da diagonal  des
sas matrizes os valores 0,01 e 107°°, respectivamente. As estimativas
a priori tanto do vetor de coeficientes, RU/D, quanto do vetor formado
pelos elementos da diagonal principal da matriz Q, an/o foram conside
radas nulas. 0 procedimento foi aplicado primeiramente a 20 pontos de
dados. Para esse caso, 0 grau da curva ajustada que primeiro satisfez
a Condicao 3.37 foi o segundo, A Figura 3.1 apresenta os resuitados ob
tidos nessa aplicacdo. A Figura 3.1a mostra a curva real da distancia
estacao-satelite e a curva obtida no procedimento de ajuste  tracadas
sobrepostas em um unido grafico. Devido a ordem de grandeza dessa dis
tancia em relacao a ordem de grandeza dos erros nao se consegue distin
guir no grafico essas curvas. Na Figura 3.1b foram plotados o0s erros
aleatorios com os gquais foram contaminados os valores reais das obser
vacoes simuladas da distancia estacao-satelite. Como ja foi dito, es
ses valores foram obtidos através de uma rotina geradora de  numeros
aleatorios, considerando um desvio padréo de 50 metros. Note-se gue os
picos da curva apresentada, correspondentes aos valores discretos dos
erros aleatorios utilizados, mantem-se na faixa <30, ou seja, no inter
valo [-150, +150m]. A Figura 3.1c apresenta a curva obtida para os des
vios entre a curva real da grandeza medida e a curva de grau?2 ajustada
aos pontos de dados. Note-se que agora 0s erros ja nao apresentam a ca
racteristica de um erro aleatorio, isto e, os pontos calculados pela
curva, correspondentes aos instantes de amostragem dos dados, apresen
tam desvios em rela¢ao a curva real alinhados segundo uma curva suave

que mantem, na maior parte do intervalo, valoresmenores que 25 metros.
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Para a estimativa do vetor de coeficientes e respectiva

matriz de covariancia do erro, obtiveram-se 0s sequintes resultados:

513479.948 m

21/1 = 103.149635 m/s .
51.6501758 m/s?
e
926.859127 m?  -189.889623 m?/s 8.11424315 m?/s?
P1/1= -189.889623 m?/s 55,1479525 m2/s? -2.70461015 m?/s?

8.11424315 m?/s? -2.70461015 m?/s® 0.142345747 m?/s"

Finalmente, os resultados obtidos para a variancia do er
ro dos pontos estimados pela curva, correspondentes aos instantes de
émostragem dos dados, isto e, para t = 1,2,...,20 segundos, estdo apre
sentados na Tabela 3.1.

TABELA 3.1

VARTANCIAS DO ERPC NOS PONTOS DE DADOS ESTIMADOS PELA CURVA
AJUSTADA A 20 PONTOS, COM PROCESSAMENTO EM LOTE

IEZS? VARIANCIA (metros?) IEES? VARIANCIA (metros?)

: 926.85912674 1 280.94770906

73 613.18944417 12 270248370038

3 411.810157802 13 252 264085057

a 295390392758 14 233.82658549

5 240.015572079 15 225185392837

6 225187416741 16 240.004088187

7 233.823945659 17 295 364042576

8 252.259475626 18 411.762552346

9 270.244621405 19 613.11321114
10 280.946295677 20 926.71591126 |
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Comparando os valores das variancias apresentados na ta
bela acima com os erros reais dos pontos correspondentes, calculados
pela curva ajustada, apresentados graficamente na Figura 3.1c, nota-se
que existem coeréncias estatTsticas entre os erros e respectivas varian
cias. Note-se, ainda, que os valores dessas variancias sdo bem menores
que os da variancia do erro dos dados iniciais (2500 m?), que era cons
tante para todds 0s pontos. Isso era de se esperar, visto que a curva
foi ajustada a partir das informacoes contidas em todas as observacoes
da grandeza medida, ou seja, em todos os pontos de dados tomados para
0 ajuste.

A sequir, o procedimento foi aplicado a conjuntos de 40,
60, 80 e 100 pontos de dados. Como os resultados foram em todos os ca
sos satisfatorios, so serao apresentadas as curvas analogas as apresen
tadas na Figura 3.1, bem como os valores do grau da curva gue primeiro

satisfez a Condicao 3.37 e das estimativas dos coeficientes.

A Figura 3.2 apresenta os resultados da aplicacao a 40
pontos de dados. Valem aqui 0S5 mesmos comentarios efetuadus acima por
ocasiao da apresentacao dos resultados obtidos na aplicagao do procedi
mento a 20 pontos de dados, visto que, também no caso presente, 0s re
sultados sao igualmente satisfatorios. Deve ser aqui destacado, porem,
que a curva ajustada & de terceiro grau, pois foi este o menor grau que
satisfez a Condicao 3.37.

0s valores encontrados para a estimativa do vetor de coe

ficientes foram 0s segquintes:

513526.670 m

_ 68.3072583 m/s

1/1 56.4228497 m/s>
| -0.169241391 m/s’ J
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Na Figura 3.3 apresentamn-se oS resultados obtidos para o
ajuste de curva a 60 pontos de dados. Tambem nesse caso o menor  grau
que satisfez a Condigao 3.37 foi 3.

Foram os seguintes os valores encontrados para a estima
tiva do vetor de coeficientes;

I~ -
513605.785 m
44.2710223 m/s
Y17 | 58.1817114 m/s?

_ -0.198756530 m/s? |

Para 0 ajsute a 80 pontos de dados o grau da curva ajus
tada foi 4, e os resultados encontram-se apresentados na Figura 3.4.

Neste caso oS valores obtidos para a estimativa do vetor

de coeficientes foil o sequinte:

513620.115 m
35.2379715 n/s
— 2
X /1 = 58.6489415 m/s
-0.210126444 /s’

| 0.000082903 m/s* |

Finaimente, no ajuste a 100 pontos de dados, a curva ajus
tada fol de 59 grau, apresentando-se os resultados na Figura 3.5.
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Encontrou-se neste ultimo teste a sequinte estimativa pa.

ra o0 vetor de coeficientes da curva:

513570.033
56.62248006
56.6442602
-0.139296052
-0.0009697764
0.0000055545

3.4.2 - RESULTADOS OBTIDOS COM A APLICACKO DO PROCEDIMENTO DE AJUSTE
COM PROCESSAMENTO SEQUENCIAL DOS DADOS

0s resultados obtidos com a apiicacao do procedimento de
senvolvido aos mesmos dados simulados de rastreamento de satelite do
caso anterior, procedimento este que se utiliza de processamento se
guencial dos dados, foram praticamente os mesmos obtidos a partir da
tecnica com processamento em lotes dos dados para ajuste de curva via
filtro de KaTman. Esses resultados serao agqui apresentados a titulo de
comparacao, confirmando a validade do procedimento sequencial de ajus
te e mostrando que se pode efetuar ajuste de curva em tempo real com a
mesma eficiencia do ajuste com processamento de dados em lotes.

A Figura 3.6 apresenta os resultados obtidoes na  aplica
¢ao da tecnica a 20 pontos de dados. Como no caso anterior, a curva de
menor grau que satisfez a Condicao 3.37 foi a de 29 grau. Comparando
as curvas apresentadas nessa figura com as analogas apresentadas na Fi
gura 3,1, percebe-se gue os resultados sac praticamente os mesmos.
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A estimativa do vetor de coeficientes e correspondente

matriz de covariancia apos o processamento do ultimo ponto foi a  se

guinte:
-1
513479.948 m |
X = 103.149634 m/s s
20/20
51.6501758 m/s?
g
926.859132 m? -189.889623 m?/s 8.11424313 m?/s?
P20/20= -189.889623 m?/s 55.1479525 m%/s? ~2.70461015 m?/s?

8.11424313 m?/s? -2.70461015 m?/s® 0.142345747 m?/s*

Para a variancia do erro dos pontos estimados pela curva
obtiveram-se neste casc 0§ seguintes valores, apresentados na  Tabela
3.2.

TABELA 3.2

VARIANCIAS DO ERRO NOS PONTOS DE DADOS ESTIMADGS PELA CURVA AJUSTADA
A 20 PONTOS, COM PROCESSAMENTO SEQUENCIAL

TEMPC

ooy | VARIANCIA (metros) {Egg? VARIANCIA (metros)
: 926.85913197 1 280.94771387
2 613.18944969 12 270.248374367
3 411.810163572 13 252 264088915
4 295390398708 14 233.8269618
5 240.01557814 15 225185395529
6 225.187422824 16 240.004090185
7 233.82395165 17 295364044063
8 252259481472 18 411.762553186
9 270. 24462699 19 613.11321174
10 260.946300935 | 20 926.74591165
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Deve ser notadc que todos os valores acima apresentados
sao praticamente iguais aos valores correspondnetes apresentados para
0 processamento en lotes, a menos de algumas variacoes nas 4ltimas Ca
sas decimais.

Foram tambem efetuados testes com 40, 60, 80 e 100 pon
tos de dados, obtendo-se resultados equivalentes aos que se apresentam
para esses numeros de pontos, obtidos com a aplicacao da técnica  com
processamento em lotes. Na Figura 3.7 apresentam-se os resultados cor
respondentes a aplicacaoc a 40 pontos. A curva ajustada nesse caso foi
de 39 grau. |

Para a estimativa do vetor de coeficientes foram encon
trados, neste caso, os valores:

513526.670 m
68.3072584 m/s
wo/vo 56.4228097 m/s?

| -0.169241391 m/s*® |

A segufr, na Figura 3.8 sao apresentados os resultados
obtidos no ajuste a 60 pontos de dados, onde a curva ajustada foi  de
32 grau.
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As estimativas dos coeficientes no ajuste a 60 pontos fo

ram as seguintes:

I 513G05.785 m
47.2710224 m/s
60/60 58.1817114 m/s?

| -0.198756530 m/s? |

Com a aplicacao do ajuste sequencial a 80 pontos obtive
ram-se os resultados apresentados na Figura 3.9. Neste caso a curva
ajustada foi de 49 grau.

Neste ajuste a estimativa do vetor de coeficientes apre
sentou 0s seguintes valores:

513620.115 m
35.2379722 w/s
- 53.6489415 m/s?

80/30

-0.21012644 m/s*

0.000082903 m/s" |

Finalmente para o ajuste a 100 pontos o grau da curva
ajustada foi de 5 e os resultados sao apresentados na Figura 3.10.
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Fig. 3.9 - Resultados obtidos no ajuste de curva a oitenta
pontos de dados, com processamento Sequencial:

a) curvas ajustada e real sobrepostas; b) erro
aleatorio nos dados; c) erro real no ajuste.
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Para a estimativa do vetor de coeficientes  obteve

-5e.

513570.003 m
56.6224778 m/s?
56.6442605 m/s°

X100/
100/100 -0.139296062 m/s"
-0.000969776 m/s°®

0.0000055545 m/s® |

Comparando todos os resultados apresentados provenientes
da aplicacao da técnica sequencial de ajuste via filtro de Kalman com
0s 0s obtidos na aplicacao da técnica com processamento em Tote, perce
be-se que realmente, a menos de pequenas diferencas nao-significativas,

ambos 05 procedimentos apresentaram a mesma eficiencia.



CAPITULO 4

TRATAMENTO AUTOMATICO DE TENDENCIOSIDADES EM OBSERVACCES

4.1 - INTRODUCAD

Conforme ja foi mencionado no capitulo antericr, dados
resultantes de medidas de grandezas fisicas de interesse em  sistemas
dinamicos sdo afetados tanto por erros aleatorios de media nula, impos
tos pela instrumentacdo e por ruidos provocados por fenomenos externos,
como por erros de caracteristica tendenciosa, impostos pelas mesmas fon
tes. 0s erros tendenciosos devidos a instrumentacao sao na maioria dos
casos constantes. Geralmente eles sao estimados por procedimentos  de
calibracao do equipamento de medicdo em uma fase anterior a de  opera
cao conjunta desse equipamento com o sistema dinamico com o qual ceve
ra trabalhar. Quando em operacao do sistema aos dades gerados por su
cessivas medidas sio efetuadas as chamadas correcoes de calibracao. Es
sas correcoes consistem em subtrair do valor de cada ponto de dado o
valor do erro tendencioso estimado atraves do processo de  calibracao
do equipamento. Essas correcoes sao geralmente efetuadas na fase de pre

-pracessamento dos dados,

Quanto aos erros tendenciosos impostos aos dados por fe
nomenos externos, sao geralmente exigidos procedimentos computacianais
para as correcoes, em geral de relativa complexidade. Esses erros ge
ralmente néo_sao constantes, em consequencia de variacoes temporais de
parametros dos quais depende o fenomeno que os provocou. Por esse moti
vo, 0s procedimentos normalmente utilizadas para corrigir esse tipo de
tendenciosidades avaliam o valor do erro em um dado instante, com o au
x11i0 de modelagem matematica, desenvolvida a partir de estudos do e
nomeno fisico externo envolvido. Em alqguns casos os modelos mateméti
cos podem possuir razoavel grau de complexidade e depender de grande
zas fisicas gue necessitem ser constantemente monitoradas. Esse &, por
exemplo, 0 caso dos erros tendenciosos impostos pelo efeito de refra
¢ao atmosferica em medidas da distancia entre um satélite e uma deter
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minada estacao de rastreamento e medidas da variacao temporal dessa dis
tancia. As primeiras, geralmente, se baseiam na computacao do tempo ga§
to por uma onda eletromagnetica em sua propagacao pelo percurso esta
cao-satélite e volta a estacao ou apenas satelite - estacao  (Orlando,
1982). Na sua propagagao por esse percurso, essa onda sofre atrasos em
relacao ao tempo que gastaria para cocbrir a mesma distancia, caso se
propagasse no vacuo, devido ao efeito de refracao causado pela atmosfe
ra. 0 erro causado nas medidas por esse efeito depende do angulode ele
vacao do satelite e respectiva derivada temporal; da densidade de ele
trons em funcao da altitude na regiao que compreende a estacao de ras
treamento e na epoca em que esta sendo feita a medicao; da refrativida
de superficial nessa regiac e epcca; do fluxo solar; da refratividade
troposferica e ijonosferica; da altura de escala da ionosfera e tropos
fera; da frequencia da cnda eletromagnetica entre outros parametros
(Cappellari et alii, 1976; Oriando, 1982). No caso da medida da varia
cao temporal da distancia, a qual € geralmente efetuada por  técnicas
baseadas no desvio Doppler de frequéncia, a cOrregdo para erros devi
dos ao efeito de refracdo e de complexidade analoga. Maiores detalhes
sobre essa tecnica de medida sao encontradas em Cappellari et alii
(1976), Orlando (1982).

A seguir iniciar-se-a a descricdo de um método parao tra
tamento automafico dos erros tendenciosos em dados de observacao de
sistemas dinamicos. O objetivo do metodo & tornar possivel autilizacao
de observacoes ainda afetadas por tendenciosidades diretamente em pro
cessos de estimacao de estado de sistemas dinamicos via filtro de Kal
man. Isso permite'qde se contorne a necessidade de modelos matemiticos
complexos para correcdo de dados afetados por esse tipo de erro, como
tambem ajuda a evitar divergencia do filtro devido a presenca de erros
tendenciosos residuaic, que ainda permanecem nos dados mesmo apds A

aplicacao de procedimentos usuais de correcac.
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4.2 - DESCRIGCAC DG METODO

Considere-se um sistema dinamicc generico, cujo modelo
matematico € dado pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais esto
casticas:

x(t) = fIx{t), t] + G(t) wl(t) , (4.1)

onde x(t) & o vetor de estado do sistema cuja dimensao e n; f e um ve
tor n dimensional cujas componentes sao funcoes Tineares ou nao do es
tado do sistema; G(t) euma matrix nxr continua no tempo; w(t) & um ve
tor r dimencional que expressa incertezas no conhecimento da dinamica
do sistema, constituindo-se, por hipotese, de um ruido branco gaussia

no, com:

E[w(t)] =0,
(4.2)

Efw(t), o ()7 = Q(t) &(t-1) ,

onde &(t-1) e a funcdo & de Dirac, e Q(t) e a matriz de densidade es
pectral de w(t). '

Suponha-se que se dispoe de observacoes da dinamica do
sistema, funcoes de seu estado, que sao coletadas discretamente a taxa
constante e modeiadas matematicamente por:

y(k+1) = h[x(k+1), ke1] + e(k+1) + v(k+1) , (4.3)

onde y(k+1) e o vetor m dimensional de observacoes; a notacao k+1 refe

re-se ao instante t ;: h & um vetor m dimensional de funcoes lineares

k+1
ou nao do estado do sistema; e(k+1) € um vetor de dimensao m, cujas com
ponentes representam erros tendenciosos do vetor de observacoss relati
vo ao instante tk+1; v(k+1) representa erros aleatorios nas observa

coes, cujas propriedades estatisticas s3ao:
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Flv(k+1)] =0 ,
(4.4)
E[v(k+1)vT(k+1)] = R(k+1) .

Suponha-se ainda ser valido que:

e que o vetor de estado inicial e uma variavel aleatoria gaussiana,

com:

E{Ix(to) - x(to)I[x{ts) - X(te)1'} = P(t,)

Uma das hipoteses basicas que deve ser satisfeita para
que as equagoes do filtro de Kalman possam ser aplicadas a  estimacao
sequencial do estado do sistema acima nao esta sendo valida neste caso.
Conforme pode-se notar atraves das EquagOes 2.14 e 2.36, as  equagoes
do filtro de Kalman foram deduzidas a partir da supositéo de nao-exis
tencia de erros tendenciosos nas observacoes, ao contrario do que ocor
ré com as observacoes do sistema em estudo, cujo modelo, dado pela Equa
cao 4.3, apresenta tendenciosidades por supcsi¢ao. 0 que se procurara
fazer a seguir e colocar o problema de estimacao numa forma tal que pa
ra o filtro tudo venha a se passar como se as observacoes so estives
sem afetadas por erros aleatorios. Isso sera feito atraves da inclusaa
das tendenciosidades entre as variaveis de estado do sistema a  serem
estimadas, estimando-se, entao, conjuntamente; variaveis de estado do
sistema e erros tendenciosos de observacao. Porem, para que iSs0 possa
ser feito, torna-se necessario que se tenha posse de equacOes diferen
ciais que modelem dinamicamente as tendenciosidades. Esse problema se
ra solucionado via estimacao de parametros da seguinte maneira:
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Supoe-se inicialmente que as tendenciosidades estao mode
ladas dinamicamente pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais es
tocasticas lineares:

é(t) = B(t) e(t) + w,(t) (4.5)

€

onde e(t) € um vetor m dimensional, cujos elementos representam conti
nuamente no tempo os erros tendenciosos que afetam as respectivas com
ponentes do vetor de observacdes, B(t) e uma matriz diagonal mxm de
funcoes de tempo; we(t) e um Vetor m dimensional gque representauma fqi
xa de incerteza criada em torno do modelo matematico adotado para a di
namica dos erros. Suponha-se que me(t) possui distribuicaoc normal com:

E[me(t)] =0,
Elw, () w ()7 = Q. &(t - 1)
e e e ’
onde Q e uma matriz mx m positiva semidefinida.

Seja b(t) o vetor formado pelos elementos da  diagonal
principal da matriz B(t} e suporha-se que esse vetor & modelado dinami
camente por:

b(t) = w (t) , (4.7)
onde wb(t) e um ruido branco gaussiano com:
Efw,(t)] =0,

Eopy (£) wp (1)1 = Qg 6(t - 1),

sendo Qb uma matriz mxm positiva semidefinida.
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Os valores iniciais de e(t) e b(t) :e(ty) e b(t,), res
pectivamente, serao considerados variaveis aleatorias com distribuicao

gaussiana e com;

Efe(to)] = & , Efle(ty) - &odle(to) - 801'1 =P (to) ;

il

(4.9)

ECb(to)] = Bo »  E{ID(te) - Bollb(te) - Bo1 ) =P (to) ;
onde &, e b, sao estimativas a priori do vetor de erros tendensiosos e
do vetor de parametros b, no instante t,.

Suponha-se ainda serem validas as seguintes hipoteses de

nag-correlacao:

Elw, wl-0,

Ele(ty) v

] =0 ]
. (4.10)
E[wb \)-|J =0,

Elb(te) v'] =0 .

Observando a Equacao 4.5, percebe-se que cada componente
do vetor de erros tendenciosos nas observacoes foi modetado COomo um pro
cesso estocastico de Gauss-Markov, vistoque para um dado conjunto de

instantes. discretos {tk’ i=1,2,...} com tk

wr tk para qua]quer Ay

» € R, & valido que:

1Ay

Pr.{e(tk) = A/e(tl)s e(tz): . sy e(tk—l)} =

|
~
—
n
—
-+
-~
~—
178
=t
—
]
—
-+
~
—
—
-

ou seja, a lei de probabilidade do processo no futuro, quando se esta
em um dado estado, nao depende ce como o processo atingiu esse estado,

que € a propriedade que define o processo de Markov.
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Adicionando as Equacoes 4.5 e 4.7 as equac¢oes diferen
cjais estocasticas do sistema dinamico dadas na Equagao 4.1, tem-se:

x(t) = fIx(t), t1 + G(t) w(t) ,
§(t) = b (t) elt) + u(t) (4.11)
b(t) = wb(t)
Defina-se agora ¢ vetor xA(t), de dimensao n+2m, por:
" x(t) ]
*plth &) elth )= xg,) *(n) * () ©(n)
(t) |
by) b = % Xy ix
(1) (n) (n+1)
: Dol 1, (4.12)
XA(n+m) XA(n+m+1) XA(n+2m)
onde x(i), e(j)e b(j); i=1,...,n; J = 1,...,m representam, respecti

vamente, as compeonentes dos vetores x(t), e(t) e b(t); XA() io= 1,
.., n+2m representa a componente i do vetor Xp-

Defina-se ainda f,(t), Gy(t) e wy(t) por:

fIx(t),t]
T
Falxa(£),81 4 | b (tle(t) | = [F )y s fn) * P()(s)
mx1
b ()®m) * 017 - [f, STV A
my-im (1) (n) (n+1)
: f : fA el fA . ]T , (4.13)
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G(t) Onxm nxm
GA(t) 4 mxr Imxm mxm |’ (4.14)
- Dmxr mxm mxm |
[ w(t)
wp(t) & | w(t) | = [uw Wy bW W W
A ° ) (M 7e ) ®m " °0)
[ wy{t)
T
w 1 = [w : w w
“(m) Ar) Ay e
: T '
Doy wy ‘ Do Ty 1, {4.15)
{r+m) (r+m+1) {r+zm)
onde f(i)’ i=1,...,n ¢ fA(p)’ £ = 1,..., n+2m representam as  compo
nentes do vetor f e fA’ respectivamente; w(i), T = 1,...,r, we(j) e

wb(j)’ J=1,...,m, wA(k)’ k = 1,..., r<2m representam as componentes
dos vetores w(t), me(t), wb(t) e mA(t), respectivamente; a notacao Oixj
representa a matriz nula de dimensao ixj e a notagao Hixi representa a
matriz unitaria cde dimensao ixi; 0rrlxl representa o vetor nulo de dimen

S30 m.

Tendo em vista as definicoes acima, o Sistema 4.i1 pode

ser reescrito como:
xA(t) = fA[xA(t),t] + GA(t) mA(t) ; (4.16)
Note-se, ainda por essas definicoes, que:

(t) = [ : PR 7. (4.17)
° A nen) x“(nﬂ_) A )

A Equacao de Observacoes 4.3 pode entao ser colocada na
forma:
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y(ke1) = hyIxaket), ket] + viks1) (4.18)
onde:

h .

g & nix(ke1), k1] + e(ket) . (4.19)

Note-se ainda pelas Equactes 4.2, 4.6 e 4.8 que:

Ly (t) wy(1)] =y 8(t - 7) (4.20)
onde:
Q rXm rxm
QA mxr Qe mxm (4.21)
- 0mxr mxm Qb

Em resumo, transformou-se o sistema de n eguacoes dife
renciais estocasticas, que modelam a dinamica do sistema fisico, em um
sistema aumentado de n+2m equacoes, com a inclusao de m equagoes para
modelar a dinamica das tendenciosidades presentes nas observacoes e
mais m para modelar parametros desconhecidos dessas eguagoes. Cada er
ro tendencioso foi modelado por um processo estocasticode.Gauss-Markov:
de primeira ordem. Com isso definiu-se um vetor de estadoaumentadoxA,
cujas componentes incluem as tendenciosidades. Em vista disso, ja que
0s erros tendenciosos fazem parte do estado aumentado para o sistema
dinEmico definido por esse estado, as observacoes podem ser considera
das afetadas apenas por erros aleatorios gaussianos de méedia nula e co
variancia R{k+1), conforme colocado na Equacao 4.4. Desse modo as equa
¢coes de observacOes tomaram, para o sistema aumentado, uma forma compa
tivel com a exigﬁda no emprego do filtro de Kalman na estimacao sequen
cial do estado. As tendenciosidades das observacoes serao entao estima
das conjuntamente com o estado do sistema dinamico original, o mesmo
ocorrendo com os parametros desconhecidos utilizados no modelamento da
sua dinamica. Com isso conseque-se um tratamento automatico de  erros
tendenciosos presentes nas observacoes.
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As equacoes do filtro de Kalman aplicadas as equagoes di
ferenciais estocasticas do Sistema aumentado 4.16, com observacoes mo
deladas pela Equacao 4.18, sao analogas as equacoes do filtro apresen
tadas no Capitulo 2, a menos de pequenas diferencas de notacao, sendo
por isso desnecessario repeti-las aqui. Se a funcao fA[xA(t),t] for 17
near, entao deverao ser aplicadas as equag¢oes do filtro deduzidas para
sistemas lineares;-caso contrario deve ser aplicado o filtro estendido

de Kalman.

4.3 - APLICACAD SIMULADA DO METODO EM ESTIMACAO DE DRBITA DE SATELITES
ARTIFICIAIS

0 procedimento foi testado atraves da simulacao em comou
tador digital de sua aplicacdo ao problema de estima¢ao de orbita de
satelites artificiais, com observacﬁes da distancia estacao de rastrea
mento-satelite ("range") e variacao temporal dessa distancia ("range
-rate"), afetadas por erros tendenciosos devido a refracdoatmosferica.
As observacoes szo geradas a partir da simulagdo da orbita de um sate
lite artificial com a utilizacac de um modelo sofisticado, que inelui
efeitos perturbadores tais como perturbacoes devidas ao geopotencial,
ao arrasto atmosferico e perturbacoes lunissolares (Negreiros de Paiva,
1980; Kuga, 1982), e a partir da simulacao de 3 estacoes de rastreamen
to ficticias dispostas numa geometria tal que possui uma regiao de in
terseccao entre os respectivos cones de visibilidade de suas antenras
de rastreamento. Para o estimador ¢ adotado um modelo dinamico simpli
ficado de orbita do satelite, que leva em conta apenas o movimento ke
pleriano e a influencia do achatamento terrestre atraves do coeficien

te zonal Jz.

A orbita mais precisa simulada e considerada como a orbi
ta real do satelite para efeito de testes, com o que e permitido ava
liar o desempenho do procedimetno atraves do calculo do erro real das
estimativas. As condi¢oes iniciais para o estimador sao calculadas a
partir das condicoes iniciais utilizadas na simulacdo dessa orbita, as

quais se somam valores de erros calculados a partir de rotina computa
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cional geradora de nimeros aleatorios gaussiaznos com media nula e va
riancia predeterminada (Negreiros de Paiva, 1980)}. Consideram-se entao,
os valores assim calculados comu as estimativas a priori do vetor de
estado da orbita do satelite para o estimador, x(0}, cuja matriz de co
variancia do erro, P,, constitui-se da matriz diagonal, cuja diagonal
principal & formada pelas variancias utilizadas na geracao dos ndmeros
aleatorios que foram somados a cada componente do vetor de estado real,

respectivamente.

Para 0 modelo matematico do movimento orbital do satéli
te utilizado na geracac da orbita, considerada real para efeito de tes
tes, utilizaram-se as equacoes do movimento na forma:

x{t) = fm(x,t) + fnm(x,t) , (4.22)

e para o mocdelo simplificade empregado no estimador adotou-se:

x(t) = f_(x,t) , (4.23)

onde x{t) = [x(l): X(2) 5 X () P X () P X(s) ! x(é)] e o vetor de  estado

do satelite no qual le), x(z), x(a) 550 coordenadas de posicao do cen
tro de massa do satelite e x(“), x(s), x(e) sao coordenadas de veloci
dade do centro de massa; fm(x,t) e um vetor de dimensao 6 que <caracte
riza o movimento modelado empregado no estimador e fnm(x,t) e um vetor
de dimensao 6 que caracleriza os efeitos modelados apenas para a gera

cao da orbita real.
0 modelo simplificado utilizado, que Teva em conta ape
na o movimento kepleriano e o coeficiente zonal J,, e dado rela Equa

cao 4.23 com (Kuga, 1982):

i(l) = T = %) >



- 78 -

*(5) = s = X(e) (4.24)
X(6) = T 7 er(;) [1 + % J:f’i [ 5’1(23) ﬂ :
Xﬂzmwzzg'ﬂn’

onde p € a constante gravitacionaly J, € o coeficiente do 20 harmonico
zonal; r & o modulo do vetor posicao do satelite; R € oraio equatorial

da Terra.

Os valores das observacoes da orbita do satelite censide
rados reais, calculados a partir da orbita adotada como real, possuem

as seguintes expressoes:

o = /(x —x_ )2 4+ {x, .y -x )2+ {%, .y~ X )2', (4.25)
() ey T T eyt ) ey
STy -x, Mgy -x, ) oy -x, Mk -x, )
P Ly e g e ) By e sy e
+ {x,,y-x Jx, y-x Ji/0
()7 () ) ey

onde p & a distancia entre estacio de rastreamento-satélite; o e a va
r1acao'tfmpora1 desia distancia; Xe(l)’ Xe(z) e xe(a) sao co?rdenadas
de posicao da estacac de rastreamento; xe(q), xe(s) e xe(e) sao coorde
nadas de velocidade dessa estacao.

Para gerar as obervacoes para o estimador, colocadas na
forma da Equacao 4.3, somou-se a cada valor real, cselculado para elas
atraves da Equacao 4.25, um numero aleatorio gaussiano de media nula e
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variancia conhecida, do modo descrito para o calculo do estado inicial
da orbita do satélite. O desvio padrao desse ruido aleatorio adiciona
do foi tomado compativel com a precisac dos equipamentos que fazem es
se tipo de medida, da ordem de 3 metros para a distancia e 1 ¢m/s para
medidas da variacao temporal da distancia. Para a inclusdo dos erros
tendenciosos devidos ao efeito de refracao atmosferica, utilizou-se um
modelo baseado no Perfil Modificado de Chapman (Wagner e Velez. ed.,
1972; 0Orlando, 1982) normalmente utilizado para correcao desses erros
nesses tipos de medida. Os valores desses erros, avaliados atraves do
citado modelo, sao somados as observacoes correspondentes nos sucessi
vos instantes de'integracéo das equacoes do movimento e considerados,
para efeito de testes do procedimento de estimacao, como valores reais
desses erros. As condicoes iniciais para esses erros, relatives ao es
timador, sao calculadas da mesma forma descrita para o calculo das con
dicoes iniéiais do satelite. Para os parametros descorhecidos dos mode
los adotados para esses erros, a fim de estima-los conjuntamente com o
estado, adotaram-se condicoes iniciais nulas com variancias calibradas
por tentativo e erro, Uti]ﬁzou—se ainda, nesses testes do procedimento,
o metodo de estimacao do ruido dinamico do estado, descrito no Capitu
1o 2. Tendo em vista que o modelo do sistema dinamico constitui~sé de
um sistema de equacces diferenciais nac-lineares, o processo de estima

cao foi efetuado a partir da aplicacao do filtro estendido de Kalman.

4.4 - DEFINICOES DE PARAMETROS A SEREM USADOS PARA ANALISE DOS  RESULTADOS
OBTIDOS NA APLICACAO DO PROCECIMENTO

0s resultados obtidos na aplicacao do procedimento  des
crito acima serao apresentados e discutidos na proxima secao, reserva
da para essa finalidade. Com o intuito de facilitar a anilise desses
resultados, serac agora definidos alguns parametros utilizados na sua
avaliacao. O comportamento desses parﬁmetros-em funcao do tempo dao mos
tra do desempenho do procedimento descrito nos testes efetuados.

Inicialmente seraoc definidos dois parametros, utilizados
para analise do erro no modulo do vetor posicdo do satélite gerado pe
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las estimativas efetuadas para seu estads. Um deles, que sera represen
tado por ar, € o proprio erro real do modulo do vetor posic¢ao; ooutro,
representado por ar, € o modulo do erro em posicao estimado, calculado
a partir da matriz de covariancia do erro das estimativas das componen
tes de posicao do vetor de estado. Esses parametros sao definidos por:

{ E [ (k) - X (k/k)1? }1/2
X - X \ ’
i=1 A( Al

i) (1)

I~

Ar 4

(4.26)
3 T/
AFA[ D Ptk [

i1

onde xA(i)(k), i =1,2,3 representam as 3 primeiras componentes do ve
tor de estado orbital do satelite, obtidos atraves da simulacdo efetua
da com modelo mais sofisticado, considerada nos testes como oOrbita
real; QA(i)(k/k) sao as treés primeiras componcntes do vetor de estado
aumentado estimado relativas ao instante tk, as quais se constituem das
componentes de posicao do vetor de estado do satelite; Pij(k/k), i=1,
2,3 sao os 3 primeiros elementos da diagonal da matriz de covariancia
do erro de estimacao relativa ao instante tk.

Serao apresentados graficos que mostram resultados obti
dos nos testes, nos quais ambos os parametros definidos serao tracados
en funcao do tempo de maneira superposta. Um bom desempenho do procedi
mento € caracterizado quando ambos os parametros convergem para  valo

res proximos e pequenos e se mantem assim indefinidamente.

Analogamente 2s defini¢des dos parametros acima, definem

-se dois outros parametros para avaliagac do erro em velocidade por:

6 1 fﬁ
AV A [(x (k) - (k/k)17% ¢
*{ 124 Aty A J

>

(4.27)

ot J
i=4
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onde Av € 0 modulo do erro real em velocidade cometida pelo estimador;
XA(i)’ i =4,5,6 representamn as componentes de velocidade do vetor de
estado orbital real do satelite; EA(i)(k/k), i=4,5,6 representam as
componentes de velocidade do vetor de estado estimado, relativas ao
A{k/k); 1 = 4,5,6 sao a quarta, quinta e sexta com

;
ponentes da matriz de covariancia do erro das estimativas das componen

instante tk e Pi/
tes de velocidade do vetor de estado nesse mesmo instante.

A avaliacdo dos resultados & feita de maneira analoga a

descrita para os erros em posicao.

Finalmente os parametros para analise do erro nas estima

tivas das tendenciosidades da observacao serdo definidos por:

>

4»]
—
-y

1

X {(k/k) - e,. s
le 6+1) (1)|

(4.28)
1/ A
(k/k)172 1 =1,...,m,

3

- [P

>
[
——
—r.
——
|

6+1,6+1

onde Ae(i) representa 0 valor do erro real cometido na estimativa do
erro tendencioso presente na componente i do vetor de observagoes re]g
tivo ao instante t; Eﬂ(6+i)(k/k) representa o valor da estimativa des
se erro no citado instante; &é(i) e o desvio padrao dessa estimativa; P
€ a respectiva matriz de covariancia do erro.

A analise dos resultados atraves desses dois parametros
e também analcga aos casos anteriores.

Defina-se,. agora, o residuo normalizado das observacoes
da distancia estagdo-satelite e das observacoes da variacao  temporal
dessa distancia por:

\

[ N -
k P - ,
rp( ) A L 21 lyp(i)(k) yD(i)(k)|J/Op , (4.29)

—



- 82 -

onde yp(i)(k) & o valor da cbservacao da distancia estacdode rastrea
mento 1 ao satélite no instante ts gﬁ(i)(k) e o valor calculado pa
ra a observagao dessa distEncia no instante t, a partir do estado esti
mado o, e o desvio padrao da observacao y0(1)5_N e o numero de  esta

¢coes que eTetuam as observacgoes.

Note-se que o calculo de 90(1)(k) deve ser feito a par
tir do valor estimado para o estado, atraves da Equacao 4.25, coma adi
¢ao do erro tendencioso presente na observagao e estimado conjuntamen

te com o estado, ou seja:

3 v
; (k):{ TRk -x 01V 48,0,  (4.30)
onde o indice i indica que os calculos se referem a estacao de rastrea

mento 1.

Note-se ainda que os calculos de residuos  normalizados
da distancia pela Equagao 4.29 fornecem valores em unidades o Isso
facilita a visualizacao por ocasizo da analise dos resultados, visto
que se deseja que o residuo permaneca na faixa de :3uv, 0 que & um ind

cio da convergencia do estimador,

0 residuo normalizado de observagbes da variacao da dis
tancia estacaon de rastreamento satelite & definido por:

N ‘
XOFEESS RO 75,0 bos (4.31)

onde yé(i)(k) e o valor da observacao da variagao temporal da  distan
cia entre a estacao de rastreamento i e o satelite, no instante tk;
§¢(1)(k) e o valor calculado para essa observacao a partir do  estado
estimado; o € o desvio padrao da observacao Yé(iys N & o nimero de

estacoes que efetuam as observagoes.
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Para o calculo de yb(j)(k)’ que deve ser feito atraves
da Equacdo 4.25 a partir do estado estimado, tem-se aqui tambem de adi

cionar o valor estimado.do erro tendencicso presente na observacao.

Analogamente ao caso anterior, o valor do residuo norma
lizado da Equacao 4.317 e dado em unidade o O que facilita a visuali

zacao grafica da faixa 30, por ocasiao da analise dos resultados.

p

4.5 - APRESENTACAO DOS RESULTADDS OBTIDOS

0s testes do procedimento foram efetuados a partir da si
mulacao da orbita do satelite TD-1A, cuja altitude e de aproximadamen
te 550 km, caracterizada pelos seguintes elementos keplerianos ini
ciais: semi-eixo maior a = 6909600 m; excentricidade e = 0,0027, inc11
nacao i = 0,0027 rd; ascencao reta do nodo descendente o = 5,5484 rd;
argumento do perigeu w = 1,5813 rd; anomalia media M = 0,267 rd
(European Space Agency (ESA)). No sistema geocentrico inercial a orbi
ta e caracterizada pelo seguinte vetor de estado: X(y) =- 2016084,7043
metros; x( ) = 642597,5905 m; x(a) = 6558737,84 m; x(H) =~ k237,77 m/s;

)

x(s) = 5111,122 m/s; x(c) = -2104,99 m/s. Esse vetor de estado e utili
zado como condicao inicial no procedimento de simulacdo da orbita . do
satelite, As condiCBes iniciais para o estimador foram obtidas a par
tir das condicoes iniciais da orbita real simulada, ou seja, dos vale
res dados acima, aos quais foram adicionados erros aleatorios do modo
descrito anteriormente, a partir de uma sub-rotina geradora de numeros
aleatorios gaussianos, com desvio padrao de 1000 m para as componentes
de posicao do vetor de estado e de 1 m/s para as componenfes de veloci
dade. Esses valores para a incerteza no conhecimento do estado inicial
estao superdimensionados, como medida de seguranga, pois metodos clas
sicos para determinacao de orbita podem fornecer esses valores com pre
cisao de 100 metros e 0,7 m/s para coordenadas de posicao e velocida
de, respectivamente. A matriz de covariancia inicial foi considerada
diagonal e formada pelos quadrados dos desvios padroes em posicao e
velocidade, respectivamente. As observagoes calculadas a
partir da orbita real simuladas, foram somados erros aleato
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rios com desvio padrao de 3 m para as.observacoes da distancia estacao
satélite e de 0,01 m/s para as observacoes da variacao tempora1 dessa
distancia. Esses valores sao compativeis com a precisao dos equipamen
tos normalmente usados para a efetuacao desses tipos de medidas
(Jazwinski and Hipkins, 1975). Os erros tendencioscs adicionados as ob
servacoes foram calculados, como ja foi dito, a partir de um procedi
mento para calculo dos erros impostos pelo efeito de refracao atmosf§
rica nesses tipos de medidas, baseado no perfil de Chapman Modificadc.
Como valores iniciais para esses erros consideraram-se os valores cal
culados, que foram adicionados as observacoes correspondentes ao ini
tante t,, aos quais se scmaram erros aleatorios com desvios padroes de
30 metros e 1 m/s para erros tendenciosos em distancia e variacao tem

poral da distancia, respectivamente,

A Figura 4,1 apresenta as curvas dos erros tendenciosos
correspondentes ao efeito de refracao atmosferica, calculados do modo
descrito na secao anterior, adicionados as observacoes da orbita do 53
telite. Na Figura 4.7a e apresentada a curva do erro de refracao  que
afeta as medidas da distancia estacao-satelite relativas a uma das es
tacoes ficticias geradas; na Figura‘4.2a mostra-se a curva desse tipo
de erro introduzido nas medidas da variacao temporal da distancia devi
~das a mesma estacao de rastreamento. |

Nas Figuras 4.2 e 4.3 mostram-se oS resultados obtidos
com a utilizacao do filtro de Kalman na forma original (sem a inciusao
do procedimentb de estimacao das tendenciosidades presentes nas obser
vacoes), para a estimacao do estado do satélite a partir de observacoes
afetadas pelos citados erros tendenciosos. A Figura 4.2aapresenta, tra
cadas em um unico grafico, as curvas dos erros estimado e real em posi
cao, Ar e Ar, respectivamente, definidos na Equacao 4.26, em fungdo do
témpo,-para um arco de orbita percorrido em 4 minutos pelo  satelite.
Note-se nessa figura que o erro real em posigao, inicialmente da ordem
de 1000 metros, cai rapidamente no inicio para valores da ordem de 300
metros, crescendo novamente depois disso, atingindo valores proximos a

1000 metros decorridos 4 minutos. Por outro lado, o erro estimado cai
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irreaiisticamente para valores menores que 10 metros. Isso ocorre devi
do ao fato de estarem presentes nas observacoes erros tendenciosos que

nao estao incluidos na faixa de incerteza representada pelo ruido alea

torio na observacao, cujo desvio padrdao e de 3 m para as  observacoes

da distancia estacao-satelite e de 0,01 m/s para as observacdes da sua
variacdo temporal. Como para o estimador s0 ¢ prevista a existéncia da
faixa de incerteza aleatoria em torno do valor de cada observacao, es
te interpreta cada observacao como o valor verdadeiro da grandeza ob
servada a menos da citada faixa. Visto no caso presente isto nao  ser
verdadeiro, o filtro de Kalman extrai informacoes erroneas das observa

coes sobre o estado orbital do satelite.
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Fig. 4.1 - Erros devidos ao efeito de refracao atmosferica:

a} nas_medidas da distancia estacdode rastreamen
to-satelite; b) nas medidas da variacao temporaTl
da distancia estacao de rastreamento-satelite.
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Para o filtro, a medida que cada observacao € processa
da, tudo se passa como se © conhecimento sobre o estado do satdlite es
tivesse aumentando, Como as informacoes sobre o estado (contidas  nas
observacoes) sao erroneas, o estimador converge paraumestado errado e
0 erro estimadd se tbrna irrealisticamente pequeno. Por outro lado, o
erro real tende a aumentar visto gue as estimativas estao  realmente
divergindo cada vez mais do estade verdadeiro. '

A Figura 4.2b apresenta a sobreposicao das curvas dos er
ros estimado e real em velocidade, AV e av, respectivamente, definidos
na Equacao 4.27. A analise dessas curvas @ analoga a efetuada para as
curvas dos erros em posicao, Nota-se gue agui tambéh o  comportamento
das curvas € analogo ao do case anterior, visto que a curva do erro es
timado em valocidade cai rapidamente para um valor pequeno, da  ordem
de 0,03 m/s, enquante a do erro real atinge um valor minimo proxino de
1 m/s a aproximadamerte 2,4 minutoé, atingindo valores proximos a
10 wm/s aos & minutos de simulacao, o que peles mesmos motivos citados
com relacac a estimacdc das componentes de posicao do vetor de estado

atesta a divergencia do estimador,

Nas Figuras 4.3a e 4.3b estdo tracadas as curvas do resi
duo normalizado das ohservacoes da distancia estacdo de rastreamento
-satelite ("range") e da variacao tempofa] dessa distancia, rooe s
respectivamente, definidos nas Equacoes 4.29 ¢ 4.31, em fungao do tem
po. Note-se que em ambos 0s casos 0s residuos apresentam valores com
pletamente fora da faixa de 3u, a qual corresponde a 9 m para observa
coes de distincia e 0,03 m/s para observacoes de variacao da distancia.
Isso reforca-o mau desempenho do estimador verificado pela Figura 4.2.

A seguir aplicou-se ao mesmo conjunto de observacoes o
procedimento desenvolvido para a estimacao conjunta do estado orbital
do satelite e tendenciosidades presentes nas observagoes. 0s  resulta
dos obtidos estao apresentados nas Figuras 4.4 e 4.5. Na Figura 4.4a
sao apresentadas, em um unico grafico, as curvas de ar e ar. Note-se
que tanto o erro real guanto o erro estimado caem para valores da or

dem de 6,5 m e mantem-se nessa ordem de grandeza,
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Fxiste agora uma coerencia estatistica entre as estimati
vas que atesta a convergencia do estimador. A Figura 4.4b apresenta so
brepostas as curvas do erro real e erro estimado em velocidade, Av e
Av, respectivamente, as quais apresentam um comportamento  semelhante
ac das apresentadas na Figura 4.4a. Os erros estimado e real caem para
valores proximos a 0,025 m/s e mantem-se nessa ordem de grandeza, 0
que confirma a convergencia do estimador de estado. 0 mesmo ocorre com
relacdo as curvas apreéentadas na Figura 4.4c, relativas ao erro real
e estimado das estimativas de tendenciosidades em uma das observacoes
da distancia.

Nas Figuras 4.5a e 4.5b sao apresentados os residuos nor
malizados das observacbes da distdncia estacio-satélite e variacao tem
poral dessa distancia, respectivamente. Note-se que em anbos 0s  €asos
0 residuos permahece na faixa de 3¢, 0 que confirma o bom  desempenho
do preccedimentc desenvolvido.



CAPTTULO 5

PROCEDIMENTO PARA AUMENTAR A& VELOCIDADE DE PROCESSAMENTC EM
ESTIMACAD DE ESTADO VIA FILTRO DE KALMAN

5.1 - INTRODUGAD

Existem situacoes nas quais 0s dados de observacoes de
um sistema dinamico destinados a alimentacao do filtro de Kalman, para
a estimacao do estado do sistema, sdao colhidos a uma taxa tal que nao
permite ao estimador o processamento desses dados em tempo real. O pro
cedimento a ser descrito, aplicavel dentro de certas condicoes, visa a
obtencao de um algoritmo numerico para o estimador que consuma  menos
tempo de processamento que o algoritmo usual do Filtro de Kalman, pos
suindo porém praticamente a mesma eficiencia deste altimo. A aplicacdo
do algoritmo pode permitir, através do ganho em velocidade de processa
mento, que o procedimento de estimacao de estado seja feito em  tempo
real em casos que isso nao e possivel com a aplicacao do filtro de Kal
man original. Procedimentos com essa finalidade sao classificados como

procedimentos de compressao de dados.

5.2 - DESCRICAQ DO METQDO

Suponha-se um sistema dinamico modelado matematicamente

por:

x(t) = f{x(t),t] + 6(t) w(t) , (5.1)

onde x(t) e o vetor de estado do sistema; f & um vetor de dimensdo n,
funcﬁd nao-linear do estado; G € uma matriz nxr continua no tempo;
w(t) € umvetor r dimensional que representa incertezas na modelagem do
sistema com as seguintes propriedades estatisticas:

Elw(t)] = 0 ,

5.2
Efw(t) w'(£)] = Q(t) &(t-1) , (5:2)

- 93 -
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onde §(t- 1) & a funcdo delta de Dirac e Q(t) € uma matriz positiva se

midefinida, rxr.

Suponha-se que se dispoe de observactes do estado do sis

tema dinamico modeladas por:
yk = h[)((tk), tk] + \’k s (5.3)

onde‘yk representa o vetor m dimensional de observagoes no instante tk;
h & uma funcao vetorial m dimensional do estado do sistema; vy e um
vetor de dimensao m que representa o erro aleatorio das medidas, cujas

propriedades estatisticas sao:

onde R, e uma matriz mxm positiva definida.

Suponha-se ainda que o vetor de estado inicial e uma va
riavel aleatoria com estatistica N[x(ty), P(t,)] e que sejam validas

as hipoteses de nao-correlacdo expressas na Equacao 2.17.

As equagoes do filtro estendido de Kalman aplicadas ao
sistema acima, conforme as Equacoes 2.49 a 2.53, sao dadas por:

a) Equacoes para propagacdo do estado e respectiva matriz de cova
riancia do erro entre instantes de amostragem:

[tk+l

_i(tkﬂ/tk) = i(tk/tk) + | f[i(t/tk)]dt , (5.5)

Ly



T

Pty /t) = o(t, . b} P(t /1) ¢

k+1 tk{l’ tk) *

+ T(t) Qlt,) rT(tk) , (5.6).

onde ¢ € a matriz de transicao de estado do sistema lineariza
do,rconforme descrito na Secao 2.4, definida na Equacao 2.23,
e r(tk) esta definida pela Equacao 2.34.

b} Equacoes para atualizacao do estado e matriz de covariancia do

erro:

X(t,, 1t ) = KOG /)« Ky My, - hIx(e /) b 0

k+1’ "k+1
(5.7}
p(tk+1/tk+1) = [I- K(tk+1) M(tk+1) P(t k+1/t )
onde:
T

K(tk+1) - p(tk+1/t|<)M (tk+1)[M(tk+1) P(t k+l/t ).

Mige, )+ R 17 (5.8)

. K+1 k+1 ’ '
M(tk+1) = ﬂﬂLﬁiEliEl _ . (5.9)
3 (eIt by,

Particione-se agora o vetor de estado do sistema do se

guinte modo:

. T
x] = [x(l): cel X(u): X(ggr) F oo x(n)] , {5.10)

onde Yx & a particac do vetor de estado x(t) com suas primeiras u com
ponentes; Vv & a particéo do vetor de estado com suas Ultimas v compo
nentes; X(i)’ i=1,...,0 representa a i-esima componehte do vetor
de estado.



Suponha-se que 0 vetor de observacoes & funcao apenas das

primeiras u componentes do vetor de estado, ou seja:
h{x(t), t] = h["x(t), t1 , (5.11)

0 que implica que:

F?E(?)W ahﬁ)_ 0 ... 0
8)((1) aX(u)
oh 3h
Mt ) = SLE) R €2 B ArC(t,,):01, (5.12)
ax(z) aX(u)
SOV B
ax X
- ) x(t YDt

onde h(i)’ i=1,...,m representa a i-esima componente do vetor m di
mensional h[x(t), t1; C(tk+l) e a particao de M(tk+1) definida por es

$a equacao, cuja dimensao ¢ mxu; 0 € a matriz nula mxv.

Particione-se ainda a matriz de covariancia do erro na

estimacao do estado, P, de modo a se obter:

uug  uvp
P = . (5.13)
uvPT vvP

Supondo ser valida a suposicao representada na Equa
¢ao 5.11 e considerande- a matriz de covariancia do erro na estimati
va particionada como mostrado na Equacao 5.13, obtem-se para cada par
ticao, atraves da aplicacac das Equacoes 5.7 e 5.8, apos algumas mani

pulagoes algebricas:
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YRl /) = (- TR o/t T T, )M, /t,)
cl(t,,,) +R(t, 17c(e, Wp(e, /1), (5.14)
Wp(t,, /t, ) = (- MR e e (g OTC(e )MRE, L /t,)
et )+ ROy, DTNt IVR(E, L /), (5,15)

() = TR - T et )
et P(t, /e et DRt 1T L (5.16)

Definindo:
alt,, ) & et st )PT 7y ) (5.17)
D(t,, ) a "PT (t,, /)L - Glt,, )], (5.18)
pode-se provar atraves de manipulacoes algebricas nas Equacoes 5.14 a
5.16 (Bar-ltzhack, 1980) que as particoes “YP(t te,, /b, ) e YWpit o/
tk+1) podem ser reescritas, em termos da particao Udp (¢ k+l/tk 1), por:
UVP(tl-'.+1/tk+1) = - Gt k+1)uv (t k+1/tk)" (5.19)
Pt ) = P /) )

LDl )R(E L /) (5.20)

Ohservando as duas equacoes acima conjuntamente com
as Equacoes 5.17 e 5.18, nota-se que para o calculo da matriz P(tk+1/

tk+1) corpleta, basta que se conhecam sua particio YUp(t Ity ) e @

k+1
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matriz P(tk /ty) completa propagada para o instante ty,,. Entao, den

+ - * - . . -
tro das condicoes impostas, verifica-se que se forem conhecidas a par
ticdo da matriz de covariancia do erro propagadae atualizada,YUp(t

L
k41
delas e com auxilio das Eguacoes 5.19 e 5.20 calcular a matriz de

).

k+ 1
he a matriz completa apenas propagada, P(t k+1/tk), pode-se atraves

covariancia atualizada completa relativa a esse instante,P(tk+1/tk+1

Considere-se agora o desdobramento da equacao para atua
lizacao do estado, Equagao 5.7, para as duas particoes do vetor de es
tado do sistema definidas na Equagao 5.10:

L~ -~
Xt /) = Xt

/t, ) + TRt Iy, - b, b (5.21)

"’+1 +1

R, It v

k+1/ k+1) = h

Vﬁ Y
x(ty /v ) e RO, My - R, ) (5.22)

onde a notacao hk+l represcnta a fungao h[x(tk+1/tk)’ tk] e as  parti

coes Mk e YK 530 as particoes do ganho de Kalman representadas na
equagao:
Cooum -
K(t, )
k+1
K(t,, ) = . (5.23)
v
- K(t|-<+1) J
Defina—sé'agora:
E(t, ) oami(r, )Mt Ip(t, /e M (t, )+ R 1. (5.28)
K+t1’ = k+1 k+1° k+1" "k k+1 K+1 ’ )

Note-se que, desde que seja valida a Hipotese 5.17, ten
do em vista a Definicao 5,12, pode-se escrever:

| T .
By, = Ty Tl D)Wy, ry e (e ) 4 R, T (5.25)
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e, a partir da Equacdao 5.8,considerando as definicoes das particoes
do ganho de Kalman dadas pela Eguacdo 5.23, tais particoes podem  ser

escritas como:

um uu
(tk-{"l) = P(tk+1/tk)E(tk+1) 3 (5.26)

v

K(t,, ) = "pT(t, /tOE(E, ) (5.27)

K41

Substituindo a Equacao 5.26 na Equacao .5.21, obtem

-se:

u- U~ uu
x(tk+1/tk+1) - X{tk+1/tk) * P(tk+i/tk) :
R Iy ) (5.28)

de onde vem que:

Uy, ~1 U=
E(tk+1)(yk-t~1 ) hk+1) = F (tk+1/tk)[ x(tk+1/t ) -

k+1

u.‘.
- x(tk+1/tk)] . (5.29)

A Equacao 5.22, com a substituicao da Equacao 5.27, fica
dada por:

V- T

_ vz uv
x(tk+1/tk+1) = k(b /) e TP /)

. E(tk+1)(yk+1 - hk+1) . {5.30}

Substituindo agora - hP+1) pela sua expres

E, .. {y
~ ~ Cktr ke
sao dada pela Equacao 5.29 na Equacao 5.30, obtem-se finalmente:
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_ Vo uv, T VUU -1
tk+1) B x(tk-t-l/tk) P (tk-l.-l/tk; P (tk+1/tk)

U=~ e U= ,
[ X(tk+1’tk+1) - X(tk+1’tk)l , (5.31)

de onde se nota que para atualizar a particac Yx da estimativa do ve

tor de estado no instante t , 50 se necessita da estimativa atualiza

k+1
da da outra particao nesse instante, Ui(t},h/tkﬂ), g da estimativa do
vetor de estado completa propagada para esse instante.

Os resuitados acima, tande no que concerne a matriz de
covariancia do erro de estimaciao quanio ao vetor de estado estimado,
foram provados por Bar-Itzhack (1980} para sistemas lineares. A partir
destes resultados, o citado autor desenvolveu um método de compressao
de dados, aplicavel apenas a sistemas lineares, cujo objetivo e compa
tibiizar a velocidade de processamento do estimador de estado com re
quisitos de tempo impostos ao processamento em tempo real. Esse método
desenvolvido utiliza um filtro de Kalman de ordem reduzida que opera
a partir de um modelo dinamico de ordem reduzida do sistema, a  mesmz
taxa com a qual as observécaes sao amostradas. Paralelamente um filtro

de ordem total opera a uma taxa menor.

Baseados nos resultados demonstrados sera apresentada a
seguir a descricao de um procedimento de compressao, cuja aplicabilida
de sc estende a sistemas ndo-lineares e evita a necessidade de utilize
¢dc de um modelo matematice de ordem reduzida do sistema dinamico.

Foi demonstrado que:

a} Se forem conhecidas a particao UUprt /tk+1) de dimensaou x u,

definida na Equacao 5,13, e a matrizkgztk+1/tk) compieta pode
-se calcular o restante dos elementos da matriz de covariancia
do erro de estimativa atualizada P(tk+1/tk+1)' Isso se verifi
ca pelas Equacoes 5.12 e 5.20 e e valido desde que as observa
cdes sejam fungdes apenas da particdo do estado “x, ou seja, a

funcao h seja da forma apresentada na Equagao 5.11.
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b) Se forem conhecidas a estimativa do vetor de estado completo
~ . e e . U~
x(tk+1/tk) e a particdo da estimativa atualizada xEtk+1/tk+1)
definida na Equagao 5,10, pode-se calcular a particao restante
da estimativa atualizada do estado, conforme se verifica peia
Equacao 5.37, desde que a citada condicao imposta as observa

¢oes seja valida.

Suponha-se que se dispoe de estimativas atualizadas do
estado e respectiva matriz de covariancia do erra correspondentes ac
instante t, s ou seja, de i(tk/tk) e ﬁ(tk/tk). Considere-se o instante
tk + NT, sendo N um nimero inteiro predeterminado e T o periodo de amos
tragem de observacoes. A fim de compatibilizar a notacao representar
-se-a esse instante por tk+N' Supcnha-se agora que se dispoe das esti
mativas atualizadas correspondentes a esse instante da particao do ve
tor de estado ui(tkm/tk_i_N)_e da particao da matriz de covariancia do
erro uup(tk+N/tk+N)’ alem das estimativas propagadas para esse instan
te tanto do vetor de estado compieto quanto da matriz de  covariancia
completa, i(tk+N/tk) e P(tk+N/tk)’ respectivamente. Entao, aplicando
as Fquagoes 5.19, 5,20 e 5.31 a esse caso, obtem-se:

UV . uv
Pt v/ Eeen) = -6l ) T PUE /) s (5.32)
vy vy uv,T
PO/ band = P /8P (e
uv
LIS O R S S A (5.33)

onde se verifica pelas Equacoes 5.17 e 5.18 que:

6( = Yp(t TN W) s (5.34)

Y RTATRY

uu -1 L _
D(t’k+N) = P (tk+N/Lk)[H - G(tk+N}] s (535)



V= T

/b)) = X/t = TP
Uz - -

X ) - T (5.36)

Nota-se que se pode, a partir das suposicoes efetuadas acima, atuali
zar tanto o restante da estimativa do estado, quanto o da  respectiva
matriz de covariancia do errc. Com base nisso, propoe-se o seguinte pro
cedimento para reduzir © numero de calculos envolvidos na aplicagao do
filtro de Kalman a estimacao do estado de sistemas nao-lineares que sa

tisfacam as hipoteses efetuadas:

a) Propagar a estimativa do estado x(k/k) a cada pericdo de amos
tragem durante N periodos; porem, a cada pericdo atualizar ape
nas a particao Us{k/k). Com relacio a matriz de covariancia do
erro, propagér e atualizar a cada pericdo de amostragem apenas

a particao uuP(tk/tk) durante N periodos.

b) Propagar de uma Unica vez do instante tk ao instante tk+N todo
o vetor X(tk/tk) e a matriz P(tk/tk)’ obtendo-se x(tk+N/tk)
e P(tk+N/tk)’ respectivamente.

) . U=~ u
c) yma vez obtidos os valores de’ X(tk+N/ tk+N)’ P(tk+N/tk+N)’
, ) . ~
;(tk+N/tk) e {(tk+N/tk) atraves das Equacoes 5.32 a 5.36, cal
cular todos o0s elemetnos restantes das estimativas do estadeo e

matriz de covariancia do erro atualizadas.

d) Rcpetir o procedimento para os proximos N periodos de amostra
gem sequintes ao instante tk+N e, depois, para os N periodos

seguintes a t e, assim, sucessivamente.

k+2N

Para seguir a denominacao dada por Bar-Itzack (1980),cha
mar-se-ao instantes de renovacao os instantes de atualizacao das parti
coes do estado ¢ da matriz de covariancia do erro. Para ilustrar e fa
cilitar a compreensaoc do procedimento, este e esquemalizado na Figura
5.1.
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Fig. 5.1 - Esguematizacao do procedimento de compressao.

Para que as propagacOes e atualizacoes de apenas  parti
coes do vetor de estado e matriz de covariancia do erro a cada periodo
de amostragem possam ser efetuadas, e necessario fazer algumas aproxi
macoes. Serao apresentadas a seguir as equacoes envolvidas nessa -tare

fa, destacando-se as aproximacoes efetuadas:

a) EquacOes para propagacao da estimativa do vetor de estado com
pleto e para atualizacao da estimativa da particao formada pe

los primeiros u elementos desse vetor.

- A propagacac da estimativa do vetor de estado entre ins
tantes de amostragem ¢ feita diretamente pela Equacao 5.5, ou seja:
_ (tk+1 .
) = X (tk/tk) + j f[x (t/tk)] dt , (5.37)
t

X(tk+1/t

k
k

onde i'(tP/tk) representa o vetor de estimativas do estado relativo ao

. .- - - .- U
instante tk’ que leva em conta atualizacoes £0 na particao x.
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A atualizacio apenas da particio "X da estimativa do ve
tor de estado deve ser feita atraves da Eguacao 5.21, reescrita abai

X0:

U~

R(t o /t,,) = UK./t + (e, )y, - h ) . (5.38)

b} Equagoes para propagacao e atualizacao apenas da particao da

. .~ . u
matriz de covariancia do erro u P.

A fim de deduzir uma eguagac para propagacac, entre ins
tantes de amostragem de observacoes, da particao Up da matriz de cova
riancia do erro, considere-se inicialmente a matriz de transicaodo sis
tema linearizado particionada como a matriz de covariancia. Pode-se,

entao, reescrever a Equacao 5.6 como:

uu uv [ uu uv _
Pt k+1/t ) P(tk+1/tk) m(Lk+1 tk) ¢(tk+1’tk)
uv T vV vu vV
Pr{t k+1/t ) P(tk+1/tk) . q)(tkﬂ’ 1:I() Cb(tkﬂ k)
Wi st) Wee,st,) | ug T ) T, Lt
k! "k k' "k k+1° 'k k+1* 7k
+
uv.T vV uv, T vv . T
L P (tk/tk) P(tk/tk) L (tk+1’tk) § (tk+1’tk)
Ur‘l-.(tk) ur T(t )
+ ' . Q(tk) . (5.39)
vr vr T
LT () (t,) ]

Calculando apenas a particao uuP(tk+1/tk) atraves da equa

cao acima, chtem-se:
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uu

_ _uu , Ul uu,T
/tk) = ¢(tk+1’tk) P(tkltk) ¢ (t t

+
k+1

ka? k)

- Luu uv uv . T _ T
Doty Lt )P /) e (st )] 4

©uu

+ ot

uv uv,1 ,

K+1°

Sy vV uv, T

+1

+

“rie ) att) Yt (5.40)

Mas, vistoque se pretende atualizar a cada periodo de
amostragem apenas a particao uuP, renovando o restante dessa matriz SO
mente a cada N perfodos, percebe-se que s6 se dispord das estimativas
atualizadas UVP(tk/tk) e WP(tk/tk) correspondentes aos instantes de

t1+N’ t1+?N '
o calculo de uuP(t /t,) seja feito diretamente atraves da  Equacao
k+1° 7k

renovacao, ou seja, aos instantes ti, . Isso impede que

5.40. Esse probiema € sojucionado atraves do emprego de uma  aproxima
¢ao da Equacao 5.40. A fim de escrever essa equacao aproximada  chame
-se de ti’ i =1, t+N, 142N, ... os instanles de renovacao. Propoe-se,
entdo, 0 calculo de UUP(tkH/tk), através da sequinte aproximacao da
Fquacao 5.40:

uu

G0 A C IS 0 bt J LN

uu T
i) (tk+1’t

W

k+1

t.)]T +

k+1° 77

L uyv Coauv T
0l ) P /E) e (t

T 5 L TCVE 90 P TR O I

k+1° "1

uv vy uv,T,,
+ ¢(tk+l,t.) P(ti/ti) ¢ (L

i t.) +

k+1° 71

it aly) U, (5.41)

-+
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onde a notagao P* indica tratar-se de um valor proveniente de um célcg

lo aproximado.

A atualizacao apenas da citada particao a cada  perjodo
de amostragem € feita atraves da Equacao 5.14, porem, utilizando-se do
valor aproximado calculado pela Equacao 5.41, em lugarde uuP(tk+1/tk),

ou seja:
L , B uu , T, uu
P7.((1:I~<+1/t[»<+1) = - ID1"(t|-<+1/tk)[: (tk-*r;)[c(tkﬂ) P*(tk-n/tk)'
T -1
- L (tk+1) * R(tk+1)] C(tk+1)
uu
P*(tk+l/tk) . (5.42)

Suponha-se, agora, um instante de renovagapn generico t.
¢ que ja se dispoe da estimativa atualizada completa do vetor de esta
do e matriz de covariancia do erro dessa estimativa, i(ti/ti) e P(tj/
ti)’ respectivamente, Entao pode-se, com o auxilio das Equagdes 5.37,

5.38, 5.41 e 5.42, propagar 2 estimativa completa do estado e atuali

| . -
Y% a cada pericdo de amostragem, bem  como

zar apenas Sua particao
propagar e atualizar, a cada periodo, apenas a particao UUp da ma
triz de covariancia do erro na estimativa. Quando se chegar ao proxi
mo instante de renovacao, ti+N’ se dispora desse modo das estimativas
REIIRTANRO R A OWWLIINE
rer as Equacoes 5.32, 5.33, 5.34, 5.35 e 5.36 para executar a  renova

Para que se possa neste ponto  recor

cao das estimativas completas, verifica-se ainda a necessidade de
obter a estimativa completa de vetor de estado e matriz de covariancia
do erro propagada do instante ti ao instante t1+N’ ou seja, i(t1+N/t1}
e P(ti+N/ti); A estimativa x(t1+N/ti) e obtida atraves da  integracap
da funcao f[x(t/ti)] do instante ti ao instante ti+N’ ou seja:
- - tj N .~
At /e =Rt « [N R ot (5.43)
J _

t.
1

1+N
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e a matriz P(t /ti) € calculada a partir do calculodamatriz de tran

i+N
sicao de estado ¢(ti+N’ti) e do empredo da Equacao 5.6, ou seja:

T |
Pt /) = 00t e b PLE /B0 (T By) +

+ F(ti) Q(t]-) I‘T(ti) . (5.44)

Com isso fica concluida a descricao do procedimento de
compressao, ressaltando tratar-se de um procedimento de estimacao sub
otimo, visto que utiliza equacoes aproximadas para a propagacao da ma
triz de covariancia do erro de estimacao entre instantes de amostragem.

Se o sistema dinamico for tal que a matriz de derivadas
parciais da funcao f(x(t),t) do modelo dinamico representado na  Equa
cac 5.1, em re]aéﬁo ao estado, puder ser considerada  aproximadamente
constante durante N periodos de amostragem, entao a matriz ¢(tk+l,tk)
podera tambem ser considerada constante por esses N periodos. Com isso
consegue-se uma melhoria em termos de ganho em velocidade de processa
mento com a aplicacao do algoritmo, visto que se evita a necessidade
de calculo da matriz de transicao a cada periodo de amostragem.

0 procedimento foi testada atraves de simulagdo numerica
na estimacao da orbita de um satelite artificial, utilizando os mesmos .
modelos de orbita citados no capitulo anterior, bem como os mesmos da
dos ali citados para essa finalidade, Foram efetuados testes, conside
rando varios valores de N, para.matriz de transicao calcuiada a cada
periodo de ambstragem e ﬁara matriz de transicao constante durante N
periodos. 0s resultados sdo apresentados e discutidos na proxima secao.

5.3 - APRESENTACAQ DOS RESULTADOS 08TIDOS

Inicialmente, a titulo de comparacdao, aplicou-se o proce
dimento usual do filtro de Kalman, incluindo tecnica de compensacao de
erros na modelagem matematica (Kuga, 1982), o que eleva a dimensao do
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estado de 6 para 9 variaveis. Os dados da orbita simulada sdc os  mes
mos utilizados nos testes do procedimento apresentado no capituio ante
rior, devendo ser, porem destacado que aqui consideraram-se observa
¢oes apenas da distancia estacac-satelite, afetadas por erros aleato
rios com media nu]a; considerando 3 esta¢oes de rastreamento efetuando
medidas simultaneamente. Note-se que desse modo, ja que a distancia es
tacao-satélite so depende das tres primeiras componentes do vetor de
estado orbital do sateélite, conforme a Equacao 4.25, a funcao de obser
vactes ¢ da forma h(x(l), X(2)s x(s)) e, portantc, da forma exigida pa
ra que o método de compressac seja aplicavel.

Na Figura 5.2 sac apresentadas as curvas dos erros em po
sicao e velocidade, veal e estimado, resultantes da'aplicacac do  fil
tro de Kalman sem compress3o. A Figura 5.2a msotra as curvas dos erros
estimados e real em posicde, tracadas em um Unico grafico, e a Figura
5.2b refere-se analogamente ans erros em velocidade. Note-se, pela Fi
gura 5.2a, que o erro real em posicéo'cai de velores iniciais da ordem
de 1000 metros para valcres da ordem de 1 metro, assim permanecendo,
enquanto o erro estimadc cai para valores aa crdem de 10 m, mantendo
-se coerentemente acima dos valores do errc real, dandc mostras da con
vergencia do estimador do estado. Como se pode ver pela Figura  5.2b,
tainbem as curvas relativas ao erro em velocidade atestam o bom desempe
nho do estimador, Nessa estimacac do estado, relativa a 4 minutes de
orbita simulada, atraves do procedimento que emprega o filtro de Kal
man na forma criginal, foram gastos 44,6 sequndos de processamento.
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Fig. 5.2 - Resultados obtidos com a aplicacaoc do filtro de Kalman
a estimacao de orbita de satelite artificial sem empre

go do procedimento de compressao:

a) erros estimado e real em posicac; b) erros estimado
e real em velocicade,
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A seguir aplicou-se ac mesmo problema o procedimento de
compressao desenvolvido, utilizando varios valores de N. Primeiramente
foram efetuados testes considerando a matriz de transigcao de estado do
sistema linearizado como variavel de periodo a periodo de amostragem.
Nesse caso, a matriz de transicao € calculada a cada periodo. Depois
efetuaram-se testes'considerando a matriz de transicao de estado cons
tante durante N periodos sucessivos, s0 calculando essa matriz para os
primeiros periodos de amostragem dos sucessivos intervalos de N perio
dos. A Figura 5.3 apresenta os resuitados da aplicacao do procedinento,
considerando-se a matriz de transicao como variavel de periodo a perio
do de amostragem e efetuando-se a renovacao do estado a cada 6  perio
dos, ou seja, N = 6, 0 que signi?ica que a renovagao foi feita a cada
6 segundos, visto ser de 1 segundo o periodo de amostragem de observa
¢oes. Na Figura 5.3a sao apresentadas as curvas obtidas para os erros
real e estimado em posi¢ao, enquanto na Figura 5.3b o esmo e feito com
relacao aos erros em velocidade, Comparando essas curvas com as  apre
sentadas n2 Figura 5.2, percebe-se que praticamente nada foi  perdido
em termos de precisao das estimativas a partir da aplicacao do procedi

mento de compressao.

Por outro lado conseguiu-se reduzir o tempo gasto no pro
cessamento, que foi de 44,6 scgundos com a aplicacao do filtro de Kal
man usual para 36,4 segundos com a aplicacao do procedimentode compres

530.

A seguir apresentam-se na Figura 5.4 os resultados ooti
dos também para N = 6 porem considerando a amtriz de transicdo constan
te. Nota-se novamente que pouco se perdeu em termos de precisao das es
timativas, comparando essa fiqura com as Figuras 5.2 e 5.3. Conseguiu
-se, porem, reduzir o tempo de processamento para 22,6 segundos, o que
significa um ganho de 2¢ sequndos em relacao ao procedimento sem  com
pressao e 13,8 segundos em relacao a0 procedimento com compressao, con
siderando a matriz de transicio variavel.
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0 procedimento foi testado para valores de N, que vao de
2 a 15, e notou-se que na aplicacdo especifica para N > 12 as estimati
vas comecam a se deteriorar, e o estimador passa a apresentar tendég
cias a divergir. Na Tabela 5.1 apresentam-se resultados da aplicacao
do procedimento em termos de tempo de processamento para 4 minutos de
orbita simulada, para valores de N variando de 2 a 10. Os resultados,
em termos de desempenho do estimador, foram constatados como semelhan
tes aos apresentados paraN = & nas Figuras 5.3 e 5.4, nao sendo por es

se motivo apresentadas as curvas correspondentes.
TABELA 5.1

RESULTADOS EM TERMOS DE TEMPO DE PROCESSAMENTO
PARA N VARIANDO DE 2 A 10

N TEMPO DE PROCESSAMENTO) o TEMPO DE PROCESSAMENTO
(matriz de transicao varijavel {matrizde transicao constante)

2 50,3 segq. 41 seg.

'—5_“ 45,4 seq. 31 seq.

Aﬁh 7 41,9 seq. B __;26,3 seq.
5 39,0 seq. 23,2 seq. ]
6 36,4 seq. 22,6 seq.

T§_4 36,1 seq. 21,4 seq. _

g 37,8 seq. | 19,7 seq.
9 37,3 seq. : 17,9 seq. |
10 34,1 seq. Tg,4 seg.




CAPTTULO 6

COMENTARIOS £ CONCLUSOES

fntre os tres procedimentos apresentados, o primeiro, des
crito no Capitulo 3, e diretamente aplicavel na fase de  pre-processa
mento de dados. Por se tratar de uma teécnica de suavizacdo por ajuste
de curvas, possui ampla margem de aplicacao, conforme evidenciado du
rante sua descricao. 0 fato de se utilizar de um estimador sequencial,
o filtro de Kalman, permitiu o desenvolvimento de duas versoes de pro
cedimentos de suavizacao empregando essa técnica. A primeira delas pa
ra o processamento de dados em lotes; a outra para o seu processamento
sequencial.ponto a ponto, a medida que vao ficando disponiveis. A ver
$ao para o processamento em lotes, embora necessite que todo o conjun
to de dados ao qual a curva sera ajustada ja tenha sido coletado para
que possa ser aplicada, permite que os dados sejam processados um a uim
desde que as seus erros sejam nao-correlacicnados no tempo. Com isso e
evitada a inversdo matricial necessiria ao c3lculo do ganho de Kalman,
transformando-a em uma série de inversoes escalares. Essa caracteristi
ca de ausencia de inversoes matriciais nao existe nos procedimentos
usuais de ajuste de curvés por minimos quadrados e y-quadrado, cujas
aplicacoes requerem a inversao de uma matriz de dimensao uma  unidade
maior que o grau da curva ajustada (Meyer, 1975). No caso da  tecnica
com processamentd sequencial dos dades, existe uma vantagem adicional,
Visto que ela permite que cada dado seja processado tao logo se encon
tre disponivel, ao ajuste e emprestada a caracteristica de poder ser
efetuado em tempo real, desde que se conheca 2 priori o grau da curva
a ser ajustada. Conforme ficou evidenciado pelos resultados obtidos nos
testes efetuados, apresentados na Secao 3.4, ambos o0s procedimentos se
equivalem em termos de precisao, visto que os correspondentes resulta

dos se mostraram analogos,
A tecnica, apresentada no Capitulo 4, para tratamento au

tomatico de tendenciosidades existentes nas observacées, embora nao se
ja diretametne aplicavel na fase de pré-processamento de dados, visa
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evitar uma de suas etapas, referente a eliminacao de erros tendencio
sos dos dados. Com o emprego desta tecnica podem ser utilizados dados
afetados por erros tendenciosos diretamente na alimentacac do filtro
de Kalman, estimando-se esses erros conjuntamente com o estado do sis
tema dinamico com o qual se trabalhe. Mesmo em casos nos quais as ten
denciosidades das observacdes ja foram subtraidas no prée-processamento,
essa técnica e de utiTidadé, pois refina o processo de estimacao de es
tado, evitando que o filtro possa divergir em consequencia de possiveis
tendenciosidades residuais que ainda possam estar presentes nas obser
vacoes, em funcao de imprecisoes dos procedimentos de correcao aplica
dos no citado pFE—processamenfo. 0 procedimento foi testado sob condi
cGes rigorosas em que o0s erros tendenciosos adicionados ds observacoes
simuladas eram muitas ordens de grandeza maiores que as precisces con
sideradas para essas observacoes. Apesar dessas condigoes severas de
testes, os resultados obtidos, apresentados na Secao 4.4 mostraram-se
bastante satisfatorios.

Finalmente o terceiro procedimento desenvolvido, apresen
tado no Capitulo 5, visa eliminar a necessidade, em certos casos, do
emprego de procedimentos de compressac de dados ainda na fase de pre
-processamento para a eliminacao de dados redundantes, de modo a serem
fornecidas ao estimador de estado observacces a uma taxa menor gue a
taxa de amostragem original, o que permite a satisfacao de requisitos
de tempc impostos ao processamento. Esse procedimento, ao contrario, em
vez de adequar a taxa de alimentacao de dados do estimador a sua velo
cidade de processamento para que este consiga acompanha-la, procura ade
quar a velocidade de processamento do estimador de estado 3 taxa origi
nal de amostragem de dados. 0 algoritmo desenvolvido para essa finali
dade, aplicavel a sistemas nao-lineares, por utilizar certas aproxima
coes evidenciadas durante a descricao e um procedimento subotimo. Po
rem, atraves dos resultados obtidos‘nos testes efetuados, apresentados
na Secao 5.3, percebe-se que na aplicacao em questao, ele apresentou
praticamente a mesma eficiencia que o algoritmo original do filtro de

Kalman,



- 117 -

Como desenvolvimentos futuros, sugere-se para o procedi
mento apresentado no Capitulo 4 a sua aplicacao a determinacao de ati
tude de satelites artificiais com cbservacoes afetadas por erros  ten
denciosos. Com relacao ao procedimento de compressao do Capitulob, tam
bem se sugere a sua aplicacao a determinacido de atitude de satélites
artificiais.

Sugere-se ainda o emprego conjunto dos tres procedimen
tos em determinacdo de orbita de salteélites artificiais do sequinte mo
do:

a) Considerar para a orbita deumdeterminado satelite observacoes
nao-sincronizadas no tempo (referentes a estacoes de rastrea
mento distintas que observam simultaneamente o satélite) afeta
das por erros tendenciosos impostos pelo efeito de refracao at
mosferica.

b) Aplicar aos dados referentes a cada estacao em particularopro
cedimento de suavizacao .apresentado no Capitulo 3 e, atraves
de interpolacdes por intermedio da curva ajustada, sincronizar
as observacoes de todas as fontes.

c) Finalmente, com o emprego do procedimento de estimagac (Capitu
To 4) que trata automaticamente as tendenciosidades presentes
na observacao, porem modificado pela inclusao do procedimento
de compressao do Capitulo 5, estimar o estado orbital do sate
lite.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANDREWS, C.A.; DAVIES, J.M.; SCHWARZ, G.R. Adaptive data compression.
Proceedings of the IEEE, 5(3):267-277, Mar. 1967,

BAR-ITZHACK, I.Y. Novel method for data compression in recursive INS
error estimation. Journal of Guidance and Control, §(3):245—250,
May-June 1980.

BAR-SHALOM, Y. Redundancy and data compression in recursive

estimation. IEEE Transactions on Automatic Control, AC-17(5):684-
-689, Oct. 1972,

BENDAT, J.S.; PIERSOL, A.G. Randon data: analysis and measurements
precedures.  New York, Wiley-Interscience, 1971,

CAPPELLARI, J.0.; VELEZ, C.E.; FUCHS, A.J. ed. Mathematical theory of
the goddard trajectory determination system. Greenbeit, MD,
Goddard Space Flight Center, 1976.

DRESSLER, R.M.; ROSS, D.W. A simplified algorithm for suboptimal
non-linear state estimation, Automatica, 6:477-480, May 1970.

EURCPEAM SPACE AGENCY (ESA). 7TD-1A. In: 6. Report presented by the
Luropean Space Agency to the 20th COSPAR meeting, Tel Aviv, Israel,
June, 1977. Paris, 1977. p. 44. {(ESA SP-1002).

EUROPEAN SPACE RESEARCH ORGANIZATION {(ESRQ). bData preprocessing
systenmz, Roma, Telespazio, 1973. Vol. 1.

FITZGERALD, R.J. Divergence of the Kalman filter. IERE Transaciions
on Automatic Control, AC-16(6):736-747, Dec. 1971.

GELB, A.; KASPER, J.F.; NASH JR., R.A.; PRICE, C.r.; SUTHERLAND JR.,
AA. Applied optimal estimatzon. Cambridge, MA, MIT, 1874,

HAMMING, E.W. Digital filters, Englewood Cliffs, NJ, Prentice-Hall,
1977.

JAZVUINSKL, A.H. Adaptive filtering. Automatica, 5:475-485, 1969.

Stochastic processes and filtering theory. New York, Academic,

1970. (Mathematics in Science and Engineering, 64).

- 119 -



- 120 -

JAZWINSKI, A.H.; HIPKINS, C. J-adaptive estimation with estimated
noise estatistics. In. COSPAR-TAU-IUTAM. Sateliite Dynamics;
Proceeding of the Symposium held in Sao Paulo, June 10-21, 1974,
New York, Springer-Verlag, 1975, Session II, p. 98-110.

KUGA, H.K. Estimacac adaptativa de orbitas oplicada a saiélitea baiza
altitude, Dissertacao de Mestrado em Ciencia Espacial. Sao  Jose
dos Campos, INPE, 1982. (INPE-2316-TDL/079}.

LIEBELT, P.B. An Zntroduction to optimal estimalion. Menlo Park, CA,
Addison-Wesley, 1967.

MEYER, S.L. Data analysis for scientistis and engineers, New York,
John Wiley & Sons Inc., 1975.

NEGREIROS DE PAIVA, R. Determinacac de orbitade satelites artificiais
atraves de um estimador, na presenga de aceleragoes ndo-nodeladas,
usando a transformagao KS. [Dissertacao de Mestrado em Ciéncia Espa
cial. Sao Jose dos Campos., INPE, 1980. {INPE.1998-TDL/GAD).

ORLANDO, V. Simulocao de dados de rastreamento de savelites ariifi
ciais do tipo "range" e "range-rate'. Sao Jose dos Campos, INPE,
maio, 1982. (INPE-2405-RPI/070}.

——— fecnicas de pre-processamento e validagao de dodos em  deiernl
nagae de orbita e atitude de sutélites avtij<ciais. Sao Jose dos
Campos, INPE, fev. 1983. ({INPE-2652-RPI1/078).

RIOS NETG, A.: KUGA, H.K. Estimegio adapteiiva do rutdo no estade pa
ra estimadores sequenciais. Sao José dos Campos, INPE, abril 1982.
( INPE-2385-PRI/069).

SOREMSON, H.W. Kalman filtering techniques. Advances in Control
Systems, (3)}:219-292, 1966.

WAGNER, W.E., VELEZ, C.E. ed. Goddard trajectory determination
subsysiem mathematical specifications. Greenbelt, MD, Goddard
Space Flight Center, 1972,

WERTZ, J.R. OSpacecraft atiitude determination and control. London,

D. Reidel, 1978. ({Astrophysics and Space Science Library).



APENDICE A

FQUACDOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS

Este apéndice visa apresentar e conceituar o sentido com
0 qual devem ser encaradas as equacOes diferenciais estocasticas oue
seryem de modelo matematico a sistemas dinamicos. A descricac e resumi

da e maiores detalhes podem ser encontrados em Jazwinski (1970).

Considere-se a sequencia aleatoria escalar {xn, n=1, 2,
3, ...}. Diz-se que essa sequencia converge para x em media quadratica
se E{|xn|2} < Para todo n; E{[x|?} <= e:

Tim E{[x - x_[?} = 0 . (A1)
N ->oca

Pode-se, entao, escrever:
T.i.m. % = x , {A.2)

e x & chamado limite na media ou limite medio quadratico. Diz-se, en

tao, que {x,} converge para x no sentido medio quadratico.

Diz-se que uma funcao aleatoria xt e diferenciavel emt € R
no sentido medio quadratico, se o seguinte Timite que define a deriva

da no sentido medio quadratico existe:

/h A dx,/dt & x

1.i.m. (x - X,) .
h > 6 t+h t t

para t + h € P+ .

Considerem-se agora a, b € R, a £ b e particione-se o in

tervalo [a,b] da seguinte maneira:

a:tg(t]_(tz(-.--(tn:b.
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Seja p = max.(t. - t.), t.
_ - ARSES! i i _
funcao aleatoria Xy e integravel segundo Riemann no sentido medio qua

s t! < t. . Diz-se qu
£ t1 i1 Diz-se que a

dratico sobre 0 intervalo [a,b], se existe o limite:

n-j1 b

rlty, - 6 8 Ja x, dt . (A.3)

Um processo estacastico continuc x> t 20 e um proces

so do tipo movimento browniano se:

a) {x¢s t 2 0} possui incrementos estacionarios independentes;

b) para tedo t = 0, x, € normalmente distribuido;

t

c) E[x,] = 0 para tedo t 2 0;
d) Prixg = 0] = 1
Una sequencia de Markov (Jazwinski, 1470), {xn, n =1,
2, ...}, e cramada de sequencia aleatoria branca se:

ou seja, se todos os xk's forem mutualmente independentes.

Um processo gaussiano branco {xt} e formalmente definido
COMO um processo gaussiang para o qual:
x

El0x, - E())0x, - E()T') = 0(t) alt - o) (A.5)

T
onde Q(t) e uma matriz positiva semidefinida e &{t - 1) e a fungao ¢
de Dirac. Por essa razao, esse processo ¢ frequentemente chamado de pro
cesso delta-correlacionado. 0 processo branco gaussiano ou ruido bran
co pode ser interpretadc como a derivada do movimento browniano. No en
tanto, deve ser salientado que o movimento browniano nao & diferencia

vel em nenhum sentido matematico ou estatistice (Jazwinski, 1970).
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Sistemas dinamicos continuos sujeitosa perturbacdes alea
torias podem ser frequentemente representados por equacoes diferenciais

nao-lineares do tipo:

dxt
- = f(xt: wt! t) ] 't' z tU ] (A-ﬁ)
dt

onde Xy ¢ o vetor n dimensional de estado do sistema: W, e um ruido
aleatorio que reflete incertezas no conhecimento do modelo e possui di

mensao m; f € uma funcao vetorial nao-linear de dimensdo n.

Essa equacao e chamada equacao diferencial estocastica e

w, € chamado funcao aleatoria forcante. A condicao inicial de tal equa

t

cao x, pode ser uma constante ou uma variaveil aleatoria com uma  dis

to
tribuicao especifica. Considera-se que a lei de probabilidade de {mt,

t > 0} e especificada.

Se 'a funcao f e o processo {wt} forem tais quea integral
J flx_y w_, 7) dr (A.7)

seja bem definida no sentido medio quadratico, e a derivada dxt/dt 5
ja entendida no mesmo sentido, entao:

X = fi{x_, w, 1) dr . (A.8)

Um caso especial da Equacao A.6 e quando a funcizo aleato
ria forcante, w,, & uma funcdo aleatdria gaussiana branca, e & adicio

nada a equacao como exemplificado abaixo:

dx
Ul f(x

dt

t 2z te

t L& » (A.g)

£ t) + G(xt, t) w
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onde G € uma matriz nxm, e a condicac inicial x. € uma variavel alea

to
toria gaussiana independente do processo [wt, t = 0}. A equacao acima

e, as vezes, chamada de Equacao de Lavegin,

Se o processo {uw} € delta-correlacionade, nao & integra
vel no sentido de Riemann e nem com probabiiidade 1; a Equacao A.9 nao
possui entao um sentido matematico, A fim de dar um sentidoa essa equa
cdo, recorre-se ao fato de que o ruido brancc gaussiano €@ interpretado
como & derivada do movimento brownianc. Assim, seja {Bt, t 2 tgl um

processo vetorial de movimentos brownianos independentes. Entao:
we ~ dB /dt .

Nesse contexto, a Equacao A.2 pode ser considerada for
malmente como eguivalente a equacao:

dx, = f{ t

t

n

t) dt + G(xt,t) dp ta . (A.10)

Aea t

Se a integral da Equacao A.10 for definida, essa equacao
passa a ter significacdo matematica. Integrando-a, obtém-se:

& ) [t )

Xy - Xto = J f(XT,T, dt + | G(xI,T) ds {A.11)
to ty

A primeira 1nte§ra1 ¢ definida como uma integral media

quadratica de Riemann, enquanto a segunda integral foi definida no sen
tido médio quadratico por I1t0 (Jazwinski, 1970) e e chamada de integral
estocastica de Ito.

Assim, embora a Equacao A.9 nao possua sentido matem&ti
co, e formalmente equivalente a Eguacao A.10, cuja integral deve ser
entendida no sentido medio quadratico, a qual desse modo possui senti
do matematico. do entanto, neste trabalho, na Equacao A.9 sera utiliza

do apenas o caso em que no termo de perturbacdo aleatoria tem-se ape
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nas -G{t). Como consequéencia a correspondente integral de It0 na Equa
¢cao A.11 pode ser tratada formalmente como uma integral de Riemann no
sentido médio quadratico {Jazwinski, 1970).
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