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SUMARIO

Aevores binarias sao bons métodos para organizacao de arquivos dinamicos. Se uma arvo
re biniria for armazenada numa memoria de acesso pseudo-aleatoria como disco, pode-se
usar a técnica de Arvores Binirias com Enderecos Ordenados (ABEQ) para diminuir o nume
ro médio de acessos e transferencias. Sao apresentados os algoritmos de insercac e eli
minac3o para manipulacdes de ABEO. Os resultados, obtidos por simulacao, mostram  que
o niimero médio de acessos a uma ABEO em disco pode ser reduzido até a metade em rela
¢3o a arvores binarias comuns. Para manter o balanceamento, foi usada a técnica de arve
res virtuais.

ABSTRACT

Binary trees are good methods for dynamic file organization. If a binary tree is
stored on a pseudo random access store as a disk, it is possible to use the Ordered
Address Binary Trees (OABT) technique for optimizing the mean number of accesses and
transfers. The insertion and deletion algorithms to manipulate the OABT technique are
presented. Simulation results have shown that the mean access number 1o OABT on disk
can be reduced down to its half, compared to common binary trees. The virtual tree
technique was used to maintain the balancing.
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1 - INTRODUCAQ

Apesar do grande aumento da capacidade de processamento e armazenamento
dos computadores, e muito importante que os dados estejam bem organizados nos  equipa
mentos de memoria. O grande problema € armazenar € manipular arquivos com altas taxas
de atualizacdo. Um tipo de estrutura de dados apropriadc para isto € a organizacao em
arvores.

Se o acesso ao endereco fisico, onde as chaves serao armazenadas, for pos
sivel, podem-se construir arvores bindrias onde todos os caminhos de procura sejam Or
denados com respeito a estes enderecos fisicos. A técnica de Arvores Binarias de Ende
recos Ordenados (ABEQ) faz com que o tempo medio de acesso seja reduzido.

Serao apresentados nas Secoes seguintes os algoritmos de uma ABEO, mos
trando-se tamb&m como a taxa média de transferéncia & diminuida.

1.1 - Definicoes

Uma arvore biniaria A consiste em um conjunto finito de nos que e vazio

ou consiste em uma raiz r e duas arvores binarias disjuntas Ae(r) e Ad(r), chamadas
subarvores esquerda e direita da raiz r, respectivamente. As raizes de Ae(r) e Ad(r)
30 chamadas sucessoras de r. O numero de sucessores de um no x e chamado o grau de x.
Um no de grau zero e chamado folha.

Uma sequencia de nos (X1, Xaseess xi+1) & um caminho de  comprimento i,

onde X541 g sucessor de X3 j=1,... i. 0 comprimento do caminho de r ate umnd x &€
chamado nivel de x. A raiz r tem nivel zero.

1.2 - Krvores Binarias com Chaves

Um registro de dados e o conjunto de todas as informacdes a respeito de

um dado do arquivo de dados que deve ser organizado, neste caso, em arvores binarias.
Cada reqistro & armazenado em um nd, que & identificado univocamente pelo dado, ou por
parte dele, denominado chave,

Uma arvore binaria com chaves & construida segundo as seguintes regras,
onde A={X1, X2seens xn} & o0 conjunto de nos a ser estruturado e C(x) & a chave do no x:

(a) r ¢ A& a raiz da arvore, escolhida;
(b) xj £ Ae(r) se C(xj) < C(r);
{c) X; € Ad(r) se C(xj) > C(r). (1.1)

A tdcnica de procura que usa a estrutura de arvores binarias com chaves
chama-se procura binaria.
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A procura de uma chave C(x) numa arvore A € feita da sequinte maneira:
PROCURA (C(x), A):

1. Se A for vazia entao a procura termina sem sucesso;
2. Se C(r) = C{x) entao a chave foi encontrada;

3. Se C(r) > C{x) ent3o PROCURA (C(x), Ae(r));

4. Se C{r) < C(x) entdo PROCURA (C(x), Ad(r)).

1.2.1 - Algoritmo de Insercao Simples

Para a insercao de uma nova chave C(x), deve-se executar o algoritmo de
procura para C{x) acima. Como a procura termina sem sucesso, a nova chave &8 inserida
como folha. Assim, o Passo 1 & modificado para:

1. Se A for vazia entao A e substituida por x.

Esse algoritmo sera referenciado pelo nome de Insercdao Simples. O caminho

processado durante a procura € chamado caminho de procura.

Exemplo {1 - Construir uma arvore binaria com as chaves: (500, 200, 800,
900, 350), usando o algoritmo de Insercdo Simples e representando a arvore por meio de

"!II!\\“k 800
aD

Fig. 1.1 - Arvore binaria com chaves.

um grafo direcionado.

1.2.2 - Algoritmo de Eliminacao Simples

Seja x o no a ser eliminado. Se x for de grau zero, nenhuma mudanca e fei
ta; se o grau for 1, entd3o x e substituido por seu sucessor. Se o grau for 2, realizar
as seguintes operacoes:

1. Substituir x por um de seus sucessores (por exemplo a raiz da subarvore esquer
da {*);

2. Colocar a outra subarvore como sucessora do no que contiver a maior chave da
subarvore esquerda.

(*) Se for escolhida a raiz da subdrvore direita, o procedimento ¢ inteiramente  simg
trico,



3. Pd(x) < Pd(yi) - troca dos ponteiros que apontam para as raizes das subar
vores direitas de x e de Y

Algoritmo INS(x)

Passo 1: Inicializagdo: Pe(x): = Pd(x}: = "."; C{x): = nova chave; i = 0;
Passo 2: Examinar CP(x): i:=1+135ei>k entdo x @ sucessorde_yke fim do proces

503
Passo 3: Verificar a necessidade de troca: Se E(C(x)):>E(C(yi))1rpara()pa5502;

Passo 4: Realizacdo da troca: Troca (x, yi) ir para o passo 2.

Se o passo 4 for omitido (troca de ngs), o algoritmo resultante e o de
insercao simples da Se¢do 1.

0 algoritmo INS pode ser adaptado para usar a técnica de Arvores Vir
tuais na realizacdo do balanceamento da arvore. Esta adaptacido & simples  pelo
fato de ser possivel mudar uma chave de um lugar para outro. 0 algoritmo, de
forma recursiva, e:

INS{x, r);

1. Balanceamento: Se |C(x) - C'(r)| < [c(r) - C'{r)| entdo C{x) < C(r);

2. Ordenacao dos Enderecos: Se E(C(x)) < E(C(r)) entdo troca (x, r);

3. Andar no Caminho de Insercao: Se CP(x) ja tiver sido percorrido, entao inse

rir x como folha e terminar O processo SEenao:
se ¢{r) < C(r), entdo INS(x, Ae(r)), senao:
INS(x, Ad(r)).

2.2 - Algoritmo de Eliminacao - (EL)

Com a possibilidade de mudar a informacao de um lugar para outro,
o algoritmo de eliminacao poder ser descrito recursivamente como abaixo, onde
MA(x) e ME(x) s3o os nds que contem a maior e a menor chave da subarvore es
querda e direita de x, respectivamente.

Algoritmo EL(x)

Passo 1: Se x for folha, desconecta-la da arvore e terminar o algoritmo;
Passo 2: Procurar M(x) = MA(x) ou M(x) = ME(X)(*);

Passo 3: C(x): = C{M(x));

Passo 4: EL(M(x)).

(*) 4 escolha de MA(x) ouw ME(x), para x de grau 2, néo afeta a eficténcia de
acesso da arvore [3]. Se x for de grau 1, deve-se procurar o no  correspon
dente a subarvore existlente.
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1.3 - Tempo Médio de Acesso em uma Arvore Binaria com Chaves

Supondo que cada sequéncia de insercao tenha a mesma probabilidade de
ocorrer e que as chaves sejam procuradas com a mesma frequencia, calcula-se o tempo me
dio de acesso (T) a uma arvore binaria com chaves por:

. nl n |cp(xi)[
T =(1/n!) E (1/n) Z E t(xi, x1+1) . (1.2)
k=1 j=1 i=1
] —d
um caminho
uma arvore
L |

todas as sequéncias de insergao

onde n = numero de nos da arvore;
|cp(x)| & o comprimento do caminho para o no X;
t{x, y) € o tempo para ir do no x ate y.

Se o tempo médio de deslocamento de um nd até o seu sucessor for constan
te e igual a c', a equacao (1.2) pode ser aproximada por:

Ac = = 1.39 log,n - 1.85, para n>>11[3], (1.3)
Cl

Bl

onde Ac & chamado o nUmero médio de acessos.

0 valor maximo de Ac & Acpax = n/2, que ocorre quando for obtida uma 1is
ta na construcio da arvore. 0 valor minimo & Acpin = logen - 1[3]para n >> 1.

1.4 - Balanceamento

Se a sequéncia de insercdo for aleatoria, pode ser obtida uma arvore na
qual o nimero medio de acessos em uma sub3rvore seja muito maior que na outra. Podem-
_se,entdo,adicionar condicbes aos algoritmos de insercao e eliminagcao simples para que
sejam obtidas sempre arvores balanceadas.

Existem varias teécnicas de balanceamento. Cada uma delas realiza umesfor
co razoavel para manter a arvore eficiente ap0s uma insercao ou eliminacao. Entre ou
tras técnicas citam-se "AVL-Trees" [1] e Arvores Virtuais [6,7].

WAVL-Trees" & um metodo de construcdo e manutencdo de arvores binarias
em que nenhuma subarvores tem altura (comprimento do maior caminho) com diferenga maior
que 1 em relacao a outra.

Um modelo aproximado para avaliacao dos custos de balanceamento com essa
técnica e apresentado por C.C.Foster [2].
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Krvores Virtuais [7] & uma tecnica de comstrucdo e manutencdo de arvores
balanceadas, cujo balanceamento, com uso da distribuicao das chaves, & feitoda seguin
te maneira:

sejam: X - um no de uma arvore A;
C(x) - a chave real do ndo x;
C'(x) - a chave virtual do no x.

Se as chaves reais forem uniformemente distribuidas no intervalo (1,
Cmax]’ as chaves virtuais podem ser calculadas por:

C'{x) =E__E_R§£‘_)J_l . Cmax , (1.4)
2n1ve1(x)+1

onde pos(x) & a posicdo do nd x no conjunto de nos de um mesmo nivel contando-se da

esquerda para a direita, de 1 ate pnivel(x)

, ou seja, deve-se levar em conta as
posicoes nao usadas;
Crax g o valor maximo para as chaves.

A chave virtual ndo precisa estar armazenada, pois pos{x) e nivel  (x)
sao conhecidos.

0 balanceamento & obtido quando uma chave real & armazenada em um no X
tal que |C(x) - ¢'(x)| seja minimo, considerando todas as chaves virtuais existentes
nas subarvores de X.

Exemplo 2 - Cansiderar a sequencia de insercao (200, 350, 550, 800, 900).

A Arvore obtida estd representada na figura 1.2 com c{x)/C'(x) e Coax = 1000.

500

[we]
<o
Lo

=l
(83}
Lo

€D

Fig. 1.2 - Arvores balanceadas com a técnica de arvores virtuais.
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2 - BRVORES BINARIAS COM ENDEREGOS ORDENADOS

Na Secado anterior falou-se de estruturas construidas com base na chave
escolhida para raiz e de uma relagao binaria.

Introduzir-se-a mais um critério para essa construgao, o qual definira
uma ordenacao nos caminhos de procura [5].

Supoe-se que cada chave C(x) de um no x de uma arvore binaria A possui
um enderco E(C{x)). Assim, A, com respeito aos enderecos de chaves, e de Enderecos Or
denados, se para cada caminho (X1, X2,...» xk) em A for valida, alem das condicoes
apresentadas na Equacao (1.1), a seguinte relagdo: E(C{x;)) = E(C{x;,4))

D

Fig. 2.1 - Arvore Binaria com Enderecos Ordenados.

2.1 - Algoritmo de Insercao {INS)

Para realizar uma insercao, procede-se de tal maneira gue os enderecos
livres mais proximos da raiz sejam ocupados em primeiro lugar. A nova chave & inseri
da sempre num no folha, mas durante o processo de insercao sao feitas trocas para que
seja mantida a estrutura da Irvore e a ordenacao dos caminhos. Sejam:

CP(x)
E(x)
Troca (x, yi) = troca do no X por um no Yis dada por:

(Y1> Yase-es yk) o caminho de procura para 0 no X;
o endereco de x:

1. C{x) =+ C(yi) - troca de chaves;
2. Pe(x} < Pe(yi) - troca dos ponteiros que apontam para as rajzes das  subar
vores esquerdas de x e de Yy



Esse algoritmo faz com que sejam 1iberados os nos de enderecos maiores
(no nivel das folhas).

Para que EL seja usado na aplicacdo da técnica de Arvores Virtuais, de
ve sofrer as seguintes modificacoes:

Passo 2: Procura-se MA(x) e ME(x):

Passo 3: Transferir para x a chave de MA(x) ou de ME(x) que estiver mais proxima
do valor de C'(x);
se |CMA(X)) -C'(x)] < |C(ME(x)) - €' (x)] entdo C(x): = C(MA(X)) e EL(
MA(x)); caso contrario C{x): = C(ME(x)), EL(ME(x)).

Nesse caso, o passo 2 fica mais caro, pois deve processar os dois cami
nhos para MA(x) e ME(x) e entdo escolher o no para substituicao.

3 - KRVORES BINARIAS COM ENDERECOS ORDENADOS ARMAZENADAS EM DISCO

Quando grandes arvores binarias estio armazenadas em disco, o principal
custo de acesso aos nos e causado pela transferéncia de dados do disco para a memoria
principal. Esta transferencia & geralmente feita em blocos de tamanho de 100 e 10000
"bytes" [8].

3.1 - Taxa Média de Transferencia de Blocos por Ervores Binarias

Seja (X1s Xoseees xr) o caminho de pesquisa para o no X, na arvore bina
ria A. O numeroc de blocos a ser transferido & dado por:

_ r-1
bA(xr) =1+ 121 e(xi, Xi+1) , (3.1)

onde

0 se x, e X341 estiverem no mesmo bloco,

Bx;s Xj,q) = { 1

1 caso contrario.

Considerando n nos e que todos eles sao processados com a mesma frequen
cia, a taxa media de transferencia dos blocos da arvore e definida como:



A taxa media de transferencia dos blocos na Equacao (3.2) depende ainda
da estrutura da arvore A, Considerando que a Zrvore binaria A seja criada atraves da
insercio de n nos aleatorios, a taxa de transferencia dos blocos € obtida atraves da
soma sobre todas as arvores A obtidas pelas n! sequéncia de insercoes [3,6], dada por:

n!
[ 1@1 by, (3.3)
n! 1
Estando os nos distribuidos aleatoriamente sobre os blocos, o custo de
um caminho de pesquisa & proporcional a0 seu comprimento. Portanto, b & proporcional
ao numero medio de acesso,‘ﬁc, conforme a equacao:

b = ea AC ’

—

onde ﬁé 5 o custo medio da taxa de transferencia dos blocos correspondentes a um  no
e seu sucessor, ou seja, a probabilidade de um no e seu sucessor em blocos diferentes.

Se n for o numero de nos, m o numero de nos por bloco e considerando que
todos os blocos estejam completamente ocupados por m nos, entao:

o =1 -— - (3.5)

3.1 - Taxa Media de Transferencia de Blocos para ABEQ

Se ABEQ forem usadas, & impossivel construir-se todas as n! arvores pa
ra uma exata determinacao da Equagao (3.3), portanto b foi obtida por simuiagao:

Passo 1: criar n chaves e enderecos aleatorios e construir uma arvore inicial;
Passo 2: executar & jnsercoes e % eliminacoes aleatorias;
Passo 3: medir b .

0s passos ¢ e 3 devem ser repetidos k = 20 vezes a fim de obter um va
Tor aproximado do erro padrdao. 0s dois parametros k e % 530 escolhidos de modo que O
erro padrao seja menor que 59. 0 valor de % escolhido foi de n/2 [4].

0s resultados da taxa media de transferencia de b]ocos,-g,paran = 5000
n6s em funcio do tamanho do bloco, sao mostrados na Figura 3.1.

Este exemplo demonstra que as ABEQ diminuem a taxa média de transferen
cia de blocos pela metade em comparacao 3s arvores comuns. O custo de transferencia
pouco se altera com O numero de nos por bloco. Como pode ser visto, b]ocosgrandesséo
pouco mais economicos que blocos pequenos.
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0 custo para manter uma ABEO com a técnica de Arvores Virtuais e de
aproximadamente 2.5 atualizagoes de blocos no caso de insercao e de 0.6 no casodeeli

minacao.

/10!
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TAXA DE TRANSFERENCIA

- - Q.20

L k ] | ] 0.00
0.00 0.20 040 0.60 0.80 LOO 1.20 .

NUMEROS / BLOGO / 10°

Fig. 3.1 - Taxa media de transferencia (B) em funcao do nimero de ndos por bioco (m)
para arvores comuns {1inha continua) e ABEO (linha trajetoria), com nu
mero de nos n = 5000.
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Fig. 3.2 - Taxa media de transferencia (b) em funcao do numero de nos (n) para
- arvores comuns (+) e ABEO (.), com nimero de nos por bloco m = 21,
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Fig. 3.3 - Taxa média de transferéncia (b) na funcao do numero de nos {n} para
arvores comuns (+) e ABEO (.), com niimero de nos por bloco m = 42.

As figuras 3.2 e 3.3 mostram a variacdo da taxa media de transferencia
dos blocos em fungdo do numero de nos para blocos com 21 e 42 nos respectivamente.

No primeiro caso, 0 quociente entre o valor de b para ABEQ e o valor de
b para arvores -comuns e de aproximadamente 60% e no segundo caso e de aproximadamente
50%. Nos dois casos o aumento do quociente e lento quando o numero de nos aumenta. O

custo de manutencdo das ABEQ com a técnica de Arvores Virtuais €& aproximadamente igual
ao mostrado acima.

4 - CONCLUSAQ

Quando grandes arvores binarias estdo armazenadas emmemoria secundaria,
como disco, a ABEO e uma tecnica simples e eficiente para diminuir a taxa de transfe
rencia de blocos. 0 custo de atualiza¢do € pequenc e em casos realisticos a taxa de
transferencia e diminuida pela metade.

0 estudo esta sendo prolongado para medir o tempo de transferéncia dire
tamente nos varios tipos de memdria secundaria, como por exemplo disco "floppy". Serdo

computados os resultados com os casos de ABEO sem a tecnica de Arvores Virtuais

e de
ABEO como arvores AYL.
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