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RESUMO

A teoria hodografica, desenvolvida inicial-
mente por Hamilton/Mobius, em meados do séculc XIX, e rein-
treduzida nos ancs 60 por Altman, & apresentada neste tra-
balhc comoc uma base para o modelo unificade de estados uti-
lizadce na determinacidc de orbita de satélites artificiais.
0 modelc completc define a dinamica de atitude e de érbita
de um corpo em o6rbita e habilita eficiéncla e rapidez com-
putacional na ahdlise de missdes, determinagdc de orbita e
previsdes. Neste trabalho, a parte orbital dc mcdelo unifi-
cadc, junto com o filtro de Kalman, & implementado no pro-
blema de determinacdc de orbita, e os resultados sdc compa-

rados com as formulagdes convenciocnais.



ORBIT SEQUENTIAL ESTIMATION USING THE UNIFIED STATE MODEL

ABSTRACT

The hodographic theory, developed firstly by
Hamilton/M&bius, 1in the middle of the nineteenth century
and reintroduced by Altman in the 1960, 1s presented 1in
this work as the basis for the orbital unified state model
in the orbit determination of artificial satellites. The
full model defines the trajectory and attitude dynamics of
an orbital spacecraft and enables efficlent and rapid
machine computaticn for mission analysis, orbit
determination and predicticn. In this work, the orbital
part of the model, tocgether with the Kalman filter, is
implemented for the orbit determination problem and the

results are compared with ccnventicnal formulations.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

A dinamica de atitude & normalmente estudada
separadamente da dindmica de &rbita, apesar de existir uma
interrelacdc entre estas duas classes de movimentos. 0 aco-
plamento dindmice entre os dois movimento & aparente em
satélites de érbitas consideradas baixas, onde o arrasto
atmosférice se torna notdric provocandc perturbagdes tanto
na atitude quanto na &érbita. Também forcgas devido ao gradi-
ente de gravidade influenciam a atitude e a &rbita dos sa-
télites. Além das forgas fisicas naturais, alinda existem
aquelas artificials, prcduzidas pelo homem em mancbras de
atitude ou de Orbita, onde ha uma mudanca do centro de mas-—
sa do satélite, provocando também perturba¢des que influen-

ciam a dindmica de atitude ou de &rbita.

Em certos tipos de missées, come em reentra-
da por exemplo, © acoplamentc dinamico fica ainda mais cri-
tico, obrigandc a crilacdo de varios tipos de modelos, porém
nenhum de forma geral gue pudesse atender aos varlos tipos

de observacdes gue se dispde dc satélite.

Na decada de 60 Samuel P. Altman comegou a
fazer uma série de estudos scbre a teoria hodografica na
solucaoc de problemas da mecanlica celeste gue culminou com a
criacao de um modele dinamico gue acoplou de forma genérica
os dols tipes de movimentos. Este modelc, chamadoc por ele
de modelo unificade de estados ("unified state meodel"), foi
desenvolvide para usar variavels de estado e de coocrde-
nadas, cujas equacgdes definem vinculos dinamicos que pos-—
suem propriedades atraentes para eficiéncia computacicnal.
As variliavels de estado sdaoc momentes (uma forma direta para
a atitude e de forma paramétrica para a &rbita) e as varia-

vels de coordenadas sao 0s parametros de Euler, due repre-



sentam as transformagdes de rotacao dos eixos de referén-
cla. As variavels de estado e de coordenadas definem a di-
ndmica de trajetdria e de atitude de forma simples, comum e
bem comportada, possibilitando o processamento separado de
dois conjuntos de dados, um para a atitude e outro para a

érbita, com o uso comum de varias fungdes ldégicas.

Neste primeirc estudo do modelo unificado de
estados & analisada somente a parte orbital do modelo, em-
pregadc num processo de estimagac seguencial de orbkita, que
utiliza o filtro de Kalman. Utiliza-se o gque ha& de melhor
no modelo: sua estabilidade numérica, propriedades de regu-
larizacdo e capacidade de incorporar as aceleracOes pertur-
badoras na matriz de transigde, poessibilitandc uma melhor

estimativa na propagacgdo da matriz de covariancia.

No Capitulo 2 é apresentadc um estudeo da
teoria hodografica desde sua criagdoc por Hamilton/M8bius,
até sua utilizacdoc e reformulagcdoc por Altman, na década de
60. Com © desenvolvimento da teoria hodografica, muitas das
qualidades do medelo unificado ficam claros, como &€ o caso
da regularizacdoc. Também & dada uma ncgao do compertamento
geométrice da orbita no espago hodografico através da vi-
sualizacado da orbkita neste espago. O Capitule apresenta a
definigcdo dos parametros de Euler para a oérbita, e termilna
com © equaclonamento dinadmico da parte crbital de medelo,
cnde fica evidente a relagao com as aceleragdes perturba-
doras. © desenvolvimento das equagdes sac apresentadas en

Apéndices.

Para comprovar a precisdc do modelo unifica-
do de estados, & apresentade no Caplitule 3 uma comparagaoc
entre o modelo unificado e ¢ modelo newtoniano convencional
em propagacdes de orbita de curtc perlodo (12 horas) e de

longo periocde (30 dias).
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A formulaci&o do probklema & apresentada noc
Capitulo 4, onde se esclarece ¢ gue fol felto para a deter-
minacdc de orbita, mostrando o egquacionamento do problema e
apresentando as equacbes do filtro estendido de Kalman, na
forma de Joseph. Ainda had uma pequena discussio sobre o
problema da singularidade da matriz de covaridncia corres-

pondente aos pardmetros de Euler.

Finalmente, no Caplituloc 5, sdc apresentados
0os resultados da estimacdo sequencial de orbita, iniciando-
se com uma andlise das precisdes do modelo na estimacdo de
odrbita com varias estag¢des de rastreio. Em segulda sdo mos-
tradcs os probklemas devido & singularidade da matriz de
covaridncia dos parametros de Euler. E apresentado tambén,
um teste que mostra o comportamento dos desvios padrdes das
variaveis do modelc unificado, comparandc com os desvics
cometidos pelo estimador em relagdac a uma érblita de refe-
réncia. Por Udltimo, é apresentado um teste com medidas re-
ais do sCD-1, cedidas pelo Centro de Controle de Satélites

da MECEB.



CAPITULO 2
0 MODELO UNIFICADO DE ESTADOS
2.1 - INTRODUGAO

Existem diversas formas de se determinar a
trajetéria orbital de um corpo, na auséncia de perturba-
cbes. Por exemplo, pode-se utilizar a forca de atracido gra-
vitacicnal de Newton, gue & integrada analiticamente obten-
do-se uma trajetdéria perfeita denominada solugdo analitica
de movimento kepleriano. Se hcouver perturbag¢des (come do
geopotencial, arrasto atmosférico, etc.), o modelo newtoni-
anorpode ser incrementado chegandc a um modele mais real.
Mas ao incorporar as perturba¢des no modelc newtonlano, naoc
& mals possivel integra-lo analiticamente e €& necessario
que se utilizem processos numéricos ou semi-numéricos para
produzir as sclugdes do problema. Por exemplo, Gomes (1987)
demostrou gque existem métcdos de transformacdes de tempo,
de establlizacado do sistema de equacdes diferencilals ou de

regularizagac, gue melhoraram os resultados numéricos.

Além de expressar os elementos crbitais em
coordenadas retangulares, é possivel utilizar outrocs con-
juntos de elementos, como por exemplo os elementos kepleri-
anos (ou elementos orbitais cléassices), dentre outros. Um
dos mals recentes conjuntos de elementos utilizados em di-
nadmica orbital & o modelo unificado de estados, desenvolvi-
do por Altman (1972) em seu artigo "A unified state model
of orkital trajectory and attitude dynamics", cujc vetor de
estados é composto por parametros de velocidade e pelos
pardmetros de Euler. Este CapiItulc apresenta um estudo da
teoria hodografica gque forma a base para o desenvolvimento
das variavels utilizadas no modelo, e demonstra gue os pa-
rametros utilizados sdo regularizadoes, proporclionando van-—

tagens em relag¢dc aos modelos usuals. Também pretende-se



apresentar uma pequena introducdo sobre os pardmetros de
Euler de forma a completar o entendimentoe scbre o modelo

unificado de estados.

2.2 - A TEORIA HODOGRAFICA

A teoria hodogrdfica da mecdnica newtoniana,
fol inicialmente ccncebida 1ndependentemente por Hamilton e
M&bhius nos idos de 1840 (Goldstein, 1976; Szebehely, 1967).
Basicamente, a hoddgrafa de um vetor é a trajetdria produ-
zida por sua derivada primeira, por exemplo, a trajetdria
produzida pela velocidade (Figura 2.1) € a hoddgrafa dos
vetores de posicdo. No espago de velocidades a hoddgrafa é

um instrumento que facilita a visualizacdo da aceleracdo.

- = ""-—r.-,___:z 1
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e
Flg. 2.1 - Trajetdria e sua velocidade hodografica.

FONTE: Altman (1966), p. 47.

Para facilidade de compreensiao a teoria ho-

dografica serd dividida em <classica, desenvelvida por



Hamilton/Mdbius, e em moderna, desenvolvida por Altman.
2.2.1 -~ TEORIA HODOGRAFICA CLASSICA

C movimento de um corpo num campo de forga
gravitacional ocorre num plano e, para energias negativas
(E < 0), a orbita deste corpo é periddica e fechada (Landau
e Lifshitz, 1960; Goldstein, 1980). Devido ac principio de
conservacdo do momento angular & possivel dar para o plano
da érbita, uma orientagdo constante e fixa no espag¢o. Pode-
se entdo definir dois vetores neste plano, tendo intensida-
des e diregbes arbitradrias. Estes dols vetores, Juntos com
o vetor momento angular orbital (L}, podem ser escolhidos
de forma a serem ortogonals entre si. Um destes vetores,
apontado na direcdo da periléapise, & chamadc de vetor de
Runge-Lenz e designado pocr A (Goldstein, 1980; Heintz,
1274} . O vetor de Runge-Lenz também é& conhecido como vetor
de Laplace, ou ainda, como vetor excentricidade (Goldstein,
1976). Este vetor pode ser determinado por argumentacdes
fisicas, como feito por Heilntz (1974}, ou de forma mals
genérica, a exemplo de Goldstein (1980) comoe sera demons-

trade a seguir.

Para um campc central, a segunda lei de

Newton vetorial é:
r = f(r) r/r, (2.1)

onde r & o vetor posicdo e f(r) & a magnitude de uma forga
central. Fazende o produto vetorial com o vetor momento
angular especifico 1 (1 = r % ), a Eguagado 2.1 pode ser

desenvolvida como

a

<

—
It

1/r f(r) {r x (r x £ )} =

1/r £(r) [r(r-¥) - Er?j, (2.2)



que pode ser simplificada para

i;xl:r-zf(r)%*;, (2.3)
I

[

lembrando que

Depolis de uma manipulagdo algébrica, chega-se a

d r

d . s
gr (Ex1)=-r2r(r) = Iz (2.5)
Utilizando a forca especifica de Kepler f(r) = - u/r2, sen-

doc £ a constante gravitacional dc corpo massivo, tem-se:

d . _d r

E(rxl)—ﬁ UF ‘ {2.6)
au

- 1 - E:A 2.7

r X Hr t ( M )

onde A & um vetor constante gque, como fol dito anteriormen-

te, & chamado de vetcr de Runge-Lenz.

Como o vetor de Runge-Lenz e uma integral do
movimento, ele tem a propriedade de derivar a equacdo da
6rbita de maneira simples, sem necessidade da utilizacioc da
equacac de Binet. Se £ for usado para indicar o angulc en-
tre r e a direcdoc fixa de A, entdao o produtc escalar entre

r e A &:



r A = Ar cosf = r-(tr x 1) - ur. (2.83)

Agora, fazendo a permutacdo do produtc misto, e lembrando

que 1 = r x £, Lem-se

Ar cosf = 12 - ur (2.9)
ou

% = f% (1 + f cosf )}, (2.10)

que & a eguacdo da conica, com

e = A/u (2.11)

p = 12/u, (2.12)

onde e & a excentricidade e p o semilatus rectum.

Foram identificados dois vetores constantes
(1 e A) para o problema de Kepler, além disso existe uma
constante de movimento escalar, que & a energia E. Como ©s
vetores no espago possuem trés componentes independentes,
isto corresponde a sete guantidades que se conservam. Mas,
um sistema com trés graus de liberdade, como este do pro-
blema de Kepler, possul sels constantes independentes do
movimento, trés correspondentes & posicdo inicial e trés a
velocidade inicial. Pode-se concluir entdc gue as guantida-
des 1, A e E ndc sao independentes. De fato existem duas
relagdes ligando-as, uma delas & a ortogonalidade entre A e
l (A1l = 0), e a cutra vem da eguacdc 2.11. Expressando a

excentricidade na forma {Gecldstein, 1980)
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(2.13)

, (2.14)

demcnstrando gque o vetor de Runge-Lenz mesmoe sendo uma
constante do movimento, ndo estd ligado a nenhum novo prin-
cipic de conservacdo e sim a uma combinacdo dc principio de

conservagac do momento angular e de conservacdo da energia.

0 wvetor de Runge-Lenz pode ser utilizado
para calgular a o6rbita do problema de Kepler no espacge de
velocidades. Para 1sto, toma-se o produto vetorial do mo-

mento angular 1 com o vetor de Runge-Lenz A (Goldstein,

1976)
1l x A =1 x(r x1) - pu/rlxr-=
=7l - u/r'l1 % r, {2.15)
ou
f=%—;‘i—2rxl, (2.16)

onde B & 0 vetor constante 1 x A normal ac semi-eixo mailor.
Se o eixoc ¥ for tomade ac longo do semi-eixo malor e o0 elixo
v ao longc do semilatus rectum, a egquagdo 2.16 fica

Xt + yj = 4/1 j - wu/1 (senf i - cosf j). (2.17)

Em termos das componentes, tem-se:



11

¥ = - u/1 senf, (2.18)

vy - 4/1 = u/1 cosf. (2.19)
Elevando ao quadrado, e somando, tem—-se:

X5+ (y - A/L1)E = (u/l)2, (2.20)

ou, utilizando as eguacdes 2.11 & 2.12 , e alnda fazendo

u=k2, obtém-se
¥e o+ = -, 2.21
IS 5 ( )

gque & uma circunferéncia de raio jk2/p com centro distante
ke/Ig do eixe V.

Através do método acima, também é possivel
transformar as o6rpbitas parapbdlicas e hiperbdlicas de espaco
de posicdo em hoddgrafas de velocidade, e todas estas
transformacdes levardo a circulos, cujos lUnicos pardmetros
que diferem, s&o o seu ralo e sua distancia do eixo y. No
caso da elipse, onde o valor da excentricidade esta entre 0
e 1, a sua hodégrafa mostra que o ralo & malor gque sua dis-
tancia do eixoc y. Para a parabola, a excentricidade é& 1,
entdo o ralo da hoddgrafa & igual a sua distdncla & origem,
no eixo y. Finalmente, para a hipérbole, a excentricidade é
malor que 1, e o raio da sua hoddégrafa & menor gue sua dis-

tancla a crigem.

0 carater circular da hodografa esta ligado
ac fato da natureza constante dc vetor de Runge-Lenz. Na
segunda metade do século 19 a hoddgrafa era um tépico sem-
pre discutido nos tratados britdnicos de dindmica

(Goldstein, 1976). Maxwell, Thomsen e Talt, e Routh, todes
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provaram a circularidade da hoddgrafa para a lei do inverso
do guadrado e todos, de fato, utilizaram de alguma forma o
fatoc da constdncia do vetor de Runge-Lenz nas demostracées

de sua prova.
2.2.2 - TEORIA HODOGRAFICA MODERNA

Ironicamente, as implicagdes fundamentais da
tecria hodogrdfica foram igneradas ou perdidas nc desenvol-
vimento da teoria da mecdnica crbital, enguanto gue a ana-
lise hodografica de mecédnica de fluidos tem sido um campo
vital desde a mudanca do século, onde 0 seu pricipal crédi-
to foi o estudc bem sucedido do fluxc supersénico na década
de 30 (Courant e Friedrichs, 1948; cCarafclii, 1956). Na
década de 60, Altman retornou ao estudo da teoria hodogra-
fica e de sua utilizacgdoc nos problemas de dinamica orbital
onde desenvolveu a hoddgrafa polar basica a partir da egua-
cdo de energia para a orbita (no vacuo) de um velculo num

campo de forg¢a central (Altman, 1962):
E = m(v,? + v,°)/2 - um/r (2.22)

onde v, e v,, sdo as velocldades radial e tangencial, res-

pectivamente. A equagao 2.22 pode ser reescrita da forma

RZ = v_2 + (v, - C)° (2.23)

el

onde

C = um/L = W'rv., , (2.24)

J2E/m + c? (2.25)

]
it

onde L é& o médulo do vetcer meomentc angular. A Eguagaoc 2.23
@ a equacdo de uma circunferéncia conde os parametros R e C

representam, respectivamente, © raio e a distdncia & ori-
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gem. O significado fisice dos pardmetros C e R também estio
associados com © momento angular e com a energia do siste-~

ma, como indicam as Equacdes 2.24 e 2.25,.

Uma oOrbita pode ser descrita unicamente pe-
las componentes das velocidades radial e tangencial, como
desenvolvido e é mostrado esgquematicamente na Figura 2.2.
Note que a hodégrafa mostrada na Figura 2.2 apresenta a
magnitude verdadeira do vetor velocidade, embora a direcdo
esteja deslocada do elxo de ordenadas pelo dngulo de visada
8. Mas, para o casc de construcdes graficas a direcdo do
vetor na hoddgrafa pode ser relacionada com a do espacgo. J&a
que as direc¢des dos vetores hoddgrafos no espago podem ser
estabelecidos, & interessante definir as relacdes entre as
coordenadas peclar e retangular. As relacées seguilntes sao

obtidas a partir da Figqura 2.3:
X =v,6 =v, senf - v, cosf, (2.26)
y = v, = v, cosf + v, senrl; (2.27)

onde f estad definidc na Figura 2.2, mas

v., = R senf, {2.28)

v., = C + R cosf, (2.29)
entdo

x = C senf, (2.30)

¥y = R + C cosf. {(2.31)

Consequentemente, a hodégrafa modificada mantém a diregdo
do vetor nao espacgo como mostrado na Flgura 2.4. Esta hodo-
grafa modificada pode ser identificada como uma forma al-

ternativa da hodégrafa classica mostrada na secgdo anterior
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com

p=a(l-e?) =u/c?, (2.32)

onde a & o0 semi-eixo maior, e

e = R/C, (2.23)

de tal forma que

(2.34)

chit

(2.35)

Sla

Consequentemente, a hoddégrafa classica & idéntica & hodé~-

grafa modificada, representada por

X2 + (y - R)2 = C2. (2.36)

Os pardmetros hodogrdficos € e R podem ser
representados por vetores a partir da decomposigdoc do vetoer
velocidade em duas componentes ndo ortogonais, como mestra-
do na Figura 2.5. A direcdo do vetor R & sempre perpendicu-
lar & linha das apsides, enguanto gue o vetcor C sempre a-
ponta n/2 & frente de r. Consequentemente, a hodégrafa da
velocidade orbital é sempre um circulo, independente do
tipo de coordenadas da orbita, se polar ou retangular, como

mostra a Figura 2.6.



Fig. 2.2 - Orbita plana e sua hoddégrafa.
FONTE: Altman (1062), p. 1109.

v
Vel d
Vez
f
My X
v,
v
Vr:l
VeZ
f £ ¥
Fig. 2.3 - Coordenadas de velocldade pclar e retangular

para a orbita plana.

FONTE: Altman (1961), p. 1219.
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Fig. 2.4 - Hodégrafa orbital em coordenadas retangulares.

FONTE: Altman {19%6l), p. 1219.

Fig. 2.5 - As invariancias do vetor velocidade orbital.
FCNTE: Altman (1966), p. 49.
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v52:C+Rc’5’fsﬂ;i

-

Em coordenadas retangulares

Ye2
i

"v_.,=Rsent

£
|

VGE:C+RC.OS[‘

Em coordenadas polares

Fig. 2.6 - Hodografas da velocidade orbital.
FONTE: Altman (1966), p.51.

As transformacdes orbitais nos espagos veto-
riais da posicdo e velocidade estdo sumarizadas na Figura
2.7. Algumas relagdes caracteristicas entre estas transfor-
macdes sdo essencialmente notaveils. Primeiro, cada ponto de
uma trajetdria orbital, num dado espaco vetorial, se trans-

forma num Unico ponto da trajetdria orbital correspondente
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no ocutro espac¢o vetorial. Além deo mais, todos os angulos
correspondentes sdo iguals e de mesmo sentido, ou seja, as
transformagdes hodograficas entre os espacos vetoriais da
mecdnica newtoniana sdo transformacdes conformes, Finalmen-
te, a o6rbita no espaco vetorial da posicdo leva a uma in-
versidc geométrica guando da transformagdoc do espagoe veto-
rial da velocidade, ou seja, numa superficie fechada o gue
estd no interior passa a ser representado no exterior desta
superficie, de forma gue todos os "pontos no infiniteo" sao
transformados para a origem (Altman, 1966). A consequéncila
deste fato & gque todas as singularidades encontradas no
espaco vetorial da posigdo, sdo eliminadas, como mostra as
figuras geométricas continuas e regulares dos circulos da
Figura 2.7. Logo, as transformagdes hodegraficas sdo trans-

formacdes regularizadoras.

orbita arbila arbita drbita
circular eliptica parabdlica hiperbolica

{(e=0;R=0) (e<1;R<C) (e=1;R=C) (e>1; R>C)

Y o

| I . J(X/ 25 pacao

@& © 4 %"
3 IO
| . -\L\ posicdo

‘ !

| (AD 2ESpaco

_{iiP_ | pumi velocidade

Fig. 2.7 - Transformagdes da hodégrafa orbital.
FONTE: Adaptado de Altman (1966), p. 532,

2.2.3 - VISUALIZAGCAO DE TRAJETORIAS HODOGRAFICAS

A trajetdéria hodografica € uma representacdo
grafica efetiva dos vinculos dindmicos, numa forma rigocro-
samente analitica. Consequentemente, a hoddgrafa pode ser

utilizada para a visualizacdo da trajetéria dinamica. Esta
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visualizacdo pode ser extremamente valiosa tanto para ro-
tinas computacionals no estudc de trajetdrias, como para
contreole e comande de gulagem e gperacdes de contrcle

(Altman, 1966).

Devido ac concelto da hodégrafa, a trajetd-
ria no espag¢o hodeografico além de apresentar informacdes
graficas de um dado espago vetorial ela também apresenta
informagdes sobre os vetores de menor ordem da derivada gue
o formou. Consequentemente, a visualizacdo da velocidade
hodogréafica apresentaré& dadcs de velocidade e posicdc. Ccmo
exemplo, as visualizagdes das velocidades hodograficas mos-
tradas esquematicamente nas Figuras 2.3 e 2.9 podem apre-

sentar:

1) posicdo e velocidade inerciais de um veiculo espa-

cial,

2) posigdo e velocidade relativas entre um veiculo

espacial e a superficie de um corpo celeste.

Projetos de visualizagdc hodograficas pode-

rido ser mals eficientes, pois
a) todas as velocidades hodograficas sao circulos,

b) © espago é& transformado para o interior, de
forma gue todas as trajetdérias sac visualizadas dentro do

limite de um circulo,

¢) o c¢irculo limitante representa a superficie

esférica de um corpo celeste atrator, e

d) os pontos do Infinito sdo visualizados no

centro da nova representacao.
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hoddgrafa

Limite circutar

da arbita hodografica
sobre o planeta

Fig. 2.8 - Vetores de velocidade relativa entre dois
veiculos orbitais.
FONTE: Altman (1966), p. 79.

hodégrafa

Limite circular
da arbita hodografica

sobre o planeta

Fig. 2.9 - Visualizacdo de dadcs espaciais relativos para
dolis veiculos espaciais.

FONTE: Altman {(1966), p. 79.
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2.3 - 05 PARAMETROS DE EULER PARA A ORBITA

0s parametros de Euler e as conseguentes e-
quagdes de winculos oferecem muitas vantagens computacio-
nais. Altman inicialmente pesquisou e desenvolveu o modelco
unificade de estados expleorando o uso dos cossenos direto-
res. Sua declsdo de empregar o©s pardmetros de Euler como
variadveis de coordenadas fol baseado nos sucessos das de-
monstracdes de exercicios tipices do modelce unificado de
estados, com o0s pardmetros de Euler como varidvels coorde-

nadas (Altman, 1972).

0s pardmetros de Euler definem um guatérnion
unitaric gque pode ser empregado para descrever a rotacio
dos eilxos de coordenadas. Conseguentemente, a rotacio das
coordenadas do movimento orpital pode ser expressa por uma

forma matricial de transformacg¢ao de rotacio.

A rotacdo de um elxo de coordenadas pode ser
gerada por uma rotagdo sobre um eixo gue parte da origem do
plano inercial. Esta rotagdoc é definida por um gquatérnion

unitario
g =e, *+ (ei + eyj + ek), (2.27)

onde i, j, k sdo os versores das coordenadas inercials, e

0os e, sac os parametros de Euler (Altman, 1872):

€1 Ccos o sen u/2

€2| _ |cos B sen u/2 (2.38)
= cos ¥y sen u/z2|’ )

e, cos u/2

compostos por numeros reais de forma que

e2 + el + ed + e? = 1. (2.39)
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Os dngulecs esféricos («, £, %) da Equacado
Matricial 2.38 sdo mostrados esquematicamente na Fiqura
2.10. Um outro mcdo de se definir os parametros de Euler é
em termos dos angulos de Euler (§?, ¢, v = w + f) mostrados

na Figura 2.11. Desta forma a Equagdo Matricial 2.38 fica

€1 sen L/2 cos [ - v]/2
€5 . |sen v/2 sen Q- visa (2.40)
T cos L/2 cos [Q + v]/2|° :
e, cos L/2 sen [Q + v]/2
¥
Fig. 2.10 - Geometria para os parametros de Euler.

FONTE: Adaptado de Altman (1972), p. 444.
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Fig. 2.11 - Os angulos de Euler.
FONTE: Altman (1972), p. 444.

2.4 - A DINAMICA DO MODELO

A dinamica do modelo unificado foi desenvol-
vida para o uso de variaveis de estado e de coordenadas,
definindo equacdes de vinculo com propriedades convenientes
na redugdo do custo computacional. As varidveis de estado
podem ser posicgao (representando a energia potencial), ve-
locidade (representando energia cinética), ou outra varié-
vel de estado que identifigue a energia do sistema. As va-

ridveis de coordenadas podem ser um conjunto de trés para-

metros (como os &ngulos de Euler), um conjuntc de quatro
pardmetros (como os pardmetros de Euler), ou um conjunto de
nove pardmetros (como os cossenos diretores). No modelo

unificado as varidveis de estado sdo formas paramétricas de
momento, come visto na secdoc 2, e as varidvels de coordena-
das sdo os parametros de Euler, uma representagao da rota-

cac dos eixos coordenados.

As equagdes dindmicas da trajetédria orbital

sdo (Altman, 1972):
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C 0 -D 0 eq
d R = -(1+ 0
It f1| = |cosy -(1+pjseny a,, (2.41)
Ry seny (1+p)cosy O a,,
[~

para os parametrcs hodograficos da érbita, onde a variavel
de estado R fol de-composta em duas componentes (R, e R.)
no plano orbital insté&ntanec, com R.;, ao longc do eixo X’
(Figura 2.12) e R, normal a R, . E para os qguatérnions

(Wertz, 1978), tem-se

(N 0] W 0wy €01
e —{ w ) e
i oz| _ 1 3 0 1 02 (2.42)
dt |e,; 2 0 -w 0 wy €43
804 -wl O _(.A.):] O eo__}
Juntamente com as segulinte relacdes auxiliares:
p = C/v.; (2.43)
Va1 0 Cosy Sseny Req
- + (2.44)
Ve c -seny cosy R
-sen'ar 1 2603604]
cos 2 2 2 2 (2.45)
L 7 2517 €54 €547 853
¥y = x f @ (2.46)
wl = ae:!/ve2 (2-47)
2
Wy = CV_ /i {(2.438)
ael
[a} = la,| =¥ a, , {2.49)
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onde o vetor a representa ¢ vetor aceleracdo e ¥ é& o soma-
téric das acelerag¢des perturbadcoras. 0Os sub-indices "o
significam orbital, os "e," indicam as direg¢des 1 radial, 2
transversal e 3 normal. O desenvolvimentc das equacdes di-
ndmicas dos parametros de velocidade, baseadas na teoria
hodografica, assim como as equagdes dindmicas dos pardme-
tros de Euler, podem ser encontradc no Apéndice A. Note que
todas as equagdes diferenciails sdco fungdes de primeira
crdem das acelerag¢des perturbadoras a,. As componentes da
triade de rotagdo de cada fonte de aceleracac perturbadora
sdo somados em cada instante de tewmpo (ou intervaloc compu-

tacicnal) para uso nas egquacdes 2.41 efou 2.46.

Elxo da
————" perigeu
¥
Fig. 2.12 - Geometria dos parametros de velocildade no

espago inercial
FONTE: Adaptado de Altman (1972), p. 429.
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2.5 - CONSIDERAGOES FINAIS

0 modelo unificado de estados fol desenvol-
vido a partir da teoria hodografica, mostrando sua eficién-
cia devido a regularizacidc e sua forma em variavel de esta-
doc. Neste capitulo foi desenvolvido a parte orbital do mo-
deloc unificadoc de estadcs. No entanto este modelo fol de-
senvolvide para operar tantc com a trajetdria orbital, como
com a dindmica de atitude f(Altman, 1972), devido a inter-
relagdo exilstente entre estas duas categorias de movimento
(como exemplos, as forcas devido ao gradiente de gravidade
e o arrasto atmosférico). A intengdo neste trabalhc & ope-

rar apenas com a parte orbital do modelo.

Este modelo apresenta propriedades analiticas
interessantes, como fol mostrado na segdo 2.2, e nos pré-
ximos capltulos serd mostrada sua precisdo numérica atraveés

de testes e aplicacgdes.
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CAPITULO 3

EXPERIMENT0OS NUMERICOS DO MODELO UNIFICADO

3.1 - INTRODUGAO

O mcdelo unificadec de estados apresenta ex-
celentes propriedades numéricas devido a suas caracteristi-
cas de regularizacido do movimento orbital. Para demonstrar
este fato foram elaboradas simulacdes computacicnais onde
serao apresentados os resultados de uma propagac&oc numérica
de oOrbita realizada com o modelc unificado e com o modelo
gravitacional de Newtcn. Os resultados dos dols modelos
foram comparados com uma orbita de referéncia, obtida atra-
vés de uma solucdo analitica. Para propagar as o6rkitas nu-
méricas fcol utilizado o integrador Runge-Kutta de ocitava
ordem com coeficientes de Fehlberg (Kondapalli e Kuga,
1936). Foram utilizados passos de 120 segundos nas integra-
cdes npuméricas e na propagagdoc analitica. A tolerancia no
erro do 1integrador Runge-Kutta foi de 1079, A dérbita de
referéncia & uma o6rbita ficticia bem caracterizada, seme-
lhante & érbita do satélite SCD-1 da MECB, descrita abaixo,

em termos dos elementos Keplerianos:

a = 7139000 m

e = 0.004
i = 25¢

Ww = 0°
Q= 0°
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onde a & o semi-elixo malor, e a excentricidade, i a incli-
nagdo, w o argumento do perigeu, O o néddo ascendente e M a

anocmalia média.

0 modelo gravitacional de Newton para o pro-

blema de dols corpos & dada pela edquacio:

onde p é& a constante gravitaclonal terrestre e r © vetor
posigdo. O "-" representa a derivada temporal (d/dt). Aas
equagdes do modelo unificado foram apresentadas no capitulo
anterior e, no caso dco problema dos dols corpos, elas podem

ser simplificadas para:

c = 0,
Ry = 0O,
Ry, = 0

As equacgbdes para os quatérnions ndo sac modificadas.

Para o problema dos dols corpos, ou seja, ©
movimento kepleriano, foram realizados dols tipos de expe-
rimentos, um de curto periodo de cerca de 12 horas, e outro
de longo periodo de 30 dias. Estes testes tem por objetivo
verificar ¢ compertamento dos errcs numéricos em intervalcs
peguenos, e como 0s erros crescem guando longos periodes de
integracdo sao utilizados. O problema dos dols corpos pode
ser considerado um teste valido pols abrange a componente
de aceleracdc de malor magnitude, além de ter solugdaoc ana-
litica. A& soclucao analitica de referéncia fecl obtida con-

forme algoritmo descrito em Kuga (1986).
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3.2 - TESTE DE CURTO PERIODO ({12 HORAS)

Para avaliar as diferencas entre ¢ modelo
unificado e o© modelc newtoniano, o©s erros de posigdoc em
relacdo a érbita analitica foram projetados nas componentes
radial, necrmal e transversal da orbita de referéncia, cujo
método & muitc utilizado e estd bem detalhado em Fabri
(1987). A Figura 3.1 mostra os errcs radiais do medelo

newtoniano e do modelo unificado.

0g8 erres radials estdo em torno de -1x10% m
para o modelo unificado e 9.10°° para o modelo newtoniano,
mostrande gue os desvios do medelo newtonlano estdc cerca
de dez mil vezes malores do dgue os do meodelo unificado para

0 intervalc testado.

Na avaliagdoe do erro normal, Figura 3.2,
tantc o medelo newtoniance guanto o medelo unificado manti-
veram os desvios no patamar da toleradnclia do integrador

(10°19) . Ambas as médias estac em tornc de 0 m.

Nc caso do erro transversal, Filgura 3.3, as
médias estao crescendo guase gue exponenclialmente, porém o
erro no modelo newtcnianc €& guase dez mil vezes maicr do
gque o errc relativo cometido pelo modelo unificade, ac fim
do intervalo analisado. A componente transversal é a que
apresenta maior erro em magnitude e & a componente critica
em termcs de previsadc orbital. O modelo newtoniano apresen-—
tou desvio final de guase 4 mm, e o modelec unificade de

0.0003 mm.
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3.3 - TESTE DE LONGO PERIODO (30 DIAS)

Neste teste de longo perilodo, foram adotados
os mesmos critérios deo teste de curto periodo, porém a ér-

bita fol propagada por 30 dias.

As médias dos erros radlais de ambos os mo-
delos, Figura 3.4, estdo tendendo a crescer e as amplitudes
finais das oscillacgdes estic em torno de -5.10"% m a 4.10°°%
m para © medelo unificado e em teorne de -0,03 m a 0,04 m
para o modelec newtonlano, o gue produz uma falxa de erro 5
mil a 10 mil vezes malicr para ¢ mcdelo newtonianc em rela-
cac ao modelo unificade. No fim do periodo testado, o erro
radial médioc fol da crdem de S. 1077 m para o modelo newto-

niano e de 5. 1077 m para o modelc unificado.

Apesar de apresentar uma diferenga pequena
para o erro ncrmal de longo pericdo, Figura 3.5, o errc do
modelo newtoniano fol pouco menor gque o do modelo unifica-
do. As médias de ambos os modelos continuaram em torno de 0
m, assim como suas amplitudes de oscilacdo também continuam
pequenas, da ordem de 3. 107° m para os dois modelos. Deve-
se levar em conta que estes erros sac da ordem da toleran-
clia de integrador usado (107%), de maneira que tals con-

clusdes podem ndo ser definitivas.

O erro transversal, Figura 2.6, estd cres-
cendo com perfil exponencial para ambos os modelos. No en-
tanto, nce final dos 30 dias de propagacdo, © errc do meodelo
unificade estd em torno de 1,2.1077 m e em terno de -9 m
para o modelc newtoniano, mostrande gque os erros estdo cer-
ca de 5 mil vezes malores nco nmodelo newtcnlanc em relacao

ao modelo unificado.
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3.4 - CONCLUSOES

As precisdes envolvidas no teste de curto
periodo sao melhores do gue as de longo periodo, demostran-
do gue, no inicio, os dois modelos seguem a solugdo anali-
tica, embora o modelo unificado apresente resultados melho-
res. Os desvios de longo periodo caracterizam melhor o que
poderd ocorrer se a propaga¢do continuar: a amplitude dos
erros aumentardoc cada vez mais, fazendo com gue os resulta-
dos ndo tenham significado depois de um determinado perio-
do. No entanto, nota-se que este periodo serd mais longo
para o modelo unificado, j& que ele estd diverginde mais

lentamente do gque o modelo gravitacional de Newton.

0 modelo unificado mostrou, em geral, ter
desempenho superior ac modelo newtonlano. Isto se deve
principalmente ao fato de gue o modelo unificado é regula-
rizado, como foli demonstrado no Capitulo anterior e mencio-
nado no inicio deste Capitulo. Devido & grande simplicidade
do modelo newtonianc, o tempo de processamento deste modelo
foi menor do gue o do modelo unificado, mas a difereng¢a nao
foli substancial. Para modelos mals completos incluindo per-
turbac¢des a tendéncia serd de equivaléncia de tempo de pro-

cessamento.
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CAPITULO 4

DETERMINAGCAO DE ORBITA ATRAVES DO MODELO UNIFICADO DE
ESTADOS

4.1 - INTRODUGAO

Determinacao de o6rbita de satélite artifi-
clal & o processc de cobtengdc dos valores dos parametros
gue caracterizam o movimentc orbital do satélite, levando
em conta um conjunto de observacdes deste corpo (Raol e
Sinha, 1985%). Com 0 conhecirmentc da odorbkita do satélite, &
possivel o acompanhamento da execugao de suas tarefas ope-
racicnais, tals como telemetria, teleccmandos, etc., de
modo a ter um aprovelitamento maximo da missdo do satélite

(Kuga, 1989).

Os wodelos matemdticos utilizados para a
determinacdo de érbita, devido a problemas de implementacao
(memdria computacional, tempo de processamento, etc.), néao
conseguem abranger todas as perturbacdes que possam modifi-
car a trajetdria orbital de um satélite, necessitando-se
assim que se facga periodicamente a correcdc dos pardametros
orbitalis. Para 1isto, & necessario ¢ conhecimento das medi-
das ou de observacdes do satélite e a utilizagdo de alguma
técnica de estimacdo para extrair informacgdes dos dados

medidos e dai fazer a devida corregao.

As duas técnicas de estimacdo mals discuti-
das na literatura saoc o estimader de minimos gquadrados,
apresentada pela primeira vez por Gauss, nos idos de 1800,
e o filtro de Kalman, desenveolvido por Kalman na década de
60. 0 métcde de minimos guadrados processa as medidas em
lote, ou seja, relne todas as medidas disponivels, do tempe
inicial ao tempo atual, e estima o estado, por iste, & tam-

bém conhecido como estimador de época. Ja o filtro de Kal-
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man processa as medidas seguenclalmente, ou seja, toda vez
gue uma medida esta disponivel, ela & processada e um novo

estadc €& estimado.

Este Capitulc apresenta o equacionamento do
modelo unificade de estados, aplicado ao problema de deter=-
minacac de Orbita. O modele unificado de estados para tal
problema & composto de pardmetros de velocidade ({ou hodo-
graficos), representando as variavels de estado, e dos pa-
rdmetros de Euler (ou gquatérnions), representando as varia-
vels de coordenadas. As caracteristicas do modelo unificado
foram apresentadas no Capitulo 2 e o teste para comprovar
sua precisdao numérica fol apresentado no Capitulc 3. Optou-
se também neste trabalho pela estimacgac seéequencial do fil-

tro de Kalman.
4,2 - EQUACIONAMENTOC DO PROBLEMA

0 problema de estimacdo de drbita pode ser

esquematizado matematicamente da seguinte forma:

= = f(u,t) + G{t)w(t) {d4.1)

onde u & um vetor de dimensac m, com ©S parametros que se
quer estimar, governado pela dinamica f, dque também & um
vetor de dimensdo m, e perturbade por fatcores diversos,
porém modelados como ruide brance gaussiano w também de

dimensdao m, de média nula e covariancia
Efw(t)w(t’ )T} = Q(t) é(t-t’ ), (4.2)

onde 8(t-t’ ) & a funcdo delta de Dirac, definida como tendo
o valor zero para todos os valores de t-t’, exceto se t =
t’, onde a funcdo tem valor infinito de tal forma que a
integral da fungao cruzando a singularidade seja unitaria

(Gelb, 1974). Q@ & a matriz de densidade espectral (Gelb,
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1974). A matriz G da eguagdoc 4.1 € uma matriz de pesos e de

dimensac m x m.

O vetor de estados neste trabalho sera com-
posto pela parte hodogrdfica e pela parte dos guatérnions

comc especificadoc a seguir:
T
u(t) = P: Rey Rz €41 €62 €43 504} ' (4.3)

onde cada termo tem seu significado e sua respectiva dina-

mica j& detalhados no capitulo 2.

As medidas serao modeladas pela equacdc
z{ty) = R{u(r, )) + vt ) , (4.4)

onde z & um vetor das n medidas, ligadas ao estado pelo
vetor h, de dimensao n, e perturbadc por um vetor modelado
como ruido branco gaussiano v de dimensdao n, de média nula

e covarlancia
E{V(ti)v(tj)T} = R(t) &(t;-t;) (4.5)

onde R & uma matriz de densidade espectral do ruidec branco,

de dimensdo n X n.

Nas simulagdes de oérbita estudadas neste
trabalho foli montado um vetor de medidas discreto composto
pelas variavels de azimute, elevagdac e distancla (ou "ran-
ge'"), definidos na Figura 4.1, apresentados abaixo na forma

de vetor de estado:

z(t,) = [Az El p]T. (4.6)
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Fig. 4.1 - Definigdo grafica do vetor de medidas.

A relagao entre as observacdes e o vetor de

estados
Z{t,) = h{u(t;)) (4.7)

& mostrada nas equacoes gue Sse seguam

Az = arc tg|——| (4.8)
z |

El = arc sen|ZM| ; (4.9)
%

p = «JXhz toYeS o ZRE (4.10)

X, = K sen¢ - zZ, cos¢ ; {4.11)

¥Yn = ¥a COSA — X, S€ena ; (4.12)



z, = K cos¢ + 2, cosgp ;

K = x, cosa + y, sena ;
X, = X - Gl cos¢ cosa ;
Yo = ¥r - Gl cos¢ sena ;
Zy, = Z¢ - G2 seng ;
G1 = il + H ;
Jl -f(2~f )senz¢
Rp(1-f )2
Gz = H ;
Jl -f(2-f)senp
X = r[e11 coseg + e, seanJ H
Yo = 1"[812 cos8, - e senegl H
Zp = re|;, ;
g
e, = 1 - 2(e 2 + e,5°%)
€10 = 2(€,,€8,0 T £,38.,)
€15 = 2(€,843 €,2€,4)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

onde ¢ & a latitude; A a longitude; R, @ o raio equatorial

da Terra;

£ & o fator de achatamento terrestre;

de da estagdo; &

J

& ¢ tempc sideral de Greenwich;

H a altitu-

L & a
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constante gravitacional da Terra; v,, &€ a velccidade trans-

versal.
4.3 -~ 0 FILTRO DE KALMAN

0 filtro de Kalman propriamente dito, & uti-
lizado para fendmenos lineares, no entanto, a partir de
certas consideracgdes, pode-se utilizar o filtro estendide
de Kalnman, desenveolvido por varics autores como Gelb
(1974), Maybeck (1980), etc., na solucdo dc problema de
estimagdce orbital. Para melhorar a estabillidade numérica do
filtro feol utilizade uma variante do filtro de Kalman, co-

nhecido como forma de Joseph {(Kuga, 1982).

Q0 filtrc de Kalman, pode ser dividido em
duas partes: propagacdo e atualizacgdo. A primeira parte
integra o estado e a matriz de covariancia, do tempo ini-
cial 1 - 1, até o tempo I, guando uma das medidas esta dis-
ponivel. A segunda parte atualiza o estado e a matriz de
covariancia de estado utilizando-se do residuo e do ganho

de Kalman. O algoritmo estd sumarizado abaixo:

a) propagacaoc:

[

uit;) = u(t,) + J u(t) dt , (4.27)
Ty

P(CL) = ®(C,_, L )P(t _)o(C,_, T )F + (L), (4.28)

onde P & a matriz de covariidncia do estado, ¢ a matriz de
transicdo e ' é uma matriz gque incorpora o ruido branco na

dindmica do medelo, definida por:
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t

r = f B(C, ., TIG(TIQ(T)G(T)Te(E,.,,T)T dr ;
ti.—l

b) atualizacdo:

K(t,) = P(ti)H(ti)T[H(ti)P(ci)H(ti)T+R(t3)} , (4.29)
Gt,) = u(t,) + K(ti)[y(ti) - h(u,ti)} , (4.30)
P(t,) = WP(t )WT + K(C )R(t JK(t )T , (4.31)
onde
W = [I - K(ti)H(ti)]
e

_ &h
Hit ) = 55 u=u(t,)
A forma de se calcular a matriz de transigéaoc

$, estd detalhada no Apendice A2.
4.4 - SINGULARIDADE DA MATRIZ DE COVARTANCIA

Comoc os quatérnions ndo sao independentes
entre si, pois suas ccomponentes tém que obedecer ao vinculo
de norma unitdria (ver Capitulc 2), sua utilizacdo no vetor
de estados faz com gue a matriz de covariancia seja singu-
lar. Devido a erros numéricos, esta singularidade é& dificil
de ser mantida no prcocessc de estimagao. Ferraresi (1987)
apresentou trés procedimentos para evitar este problema
baseando-se em transformacdes dque permitem a substituicac

da matriz de covaridncia por outra matriz ndc singular e de



46

dimensdc menor. 0s procedimentos sdo: representacdo trunca-
da da matriz de covaridncia; representacdo reduzida da ma-
triz de covarlincia, empregando propriedades da matriz de
rotacgido; representagdo reduzida da matriz de covariancia
através do vetor de erros dos quatérnions. Tocdos estes pro-
cedimentos foram empregados em determinacgdo de atitude de
satélite, onde o vetcr de estados & formado pelos quatér-

nions e pelas derivas dos eixos de referéncia.

Neste estudc preliminar do comportamento do
modelo unificado de estados em determinagdc de drbita, o
principal objetivo é€ a qualificagido deste modelo, sem preo-
cupagac com o desempenho computacioconal em termos de tempo
de processamento, memdéria ou otimizacgaoc. Deste modo, devido
a um bom desempenho do nmedelo nos primeiros testes, onde
nidc se levou em conta a singularidade da matriz de cova-
ridncia, optou-se pela utilizagdo de um método ndo conven-
cicnal, reduzindo a matriz de covaridncia e depoils expan-
dindo-a, garantindo assim, sua singularidade. Este método
simples pode ser exposto a seguir: seja a matriz de cova-
ridncia dos quatérnions definida por
P, = ZPZ' (4.32)
onde P; & uma matriz de covariancia reduzida e ndo singular

e Z & (Ferraresi, 1987; Varotto, 1986)

Z = ' . (4.33)

Uma das propriedades da matriz Z & que

zZ" = I, , (4.34)
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de forma gque
T
Pp = ZP2Z . (4.35)

A aplicacdo dessas equagdes produz a expan-
s3oc e reducdc da nmatriz de covarlancia para ccntornar o
problema da singularidade. Nec Capitulc 5, serdaoc mostrades

vadrios experimentos com a aplicagdc dessa técnica.
4,5 - CONSIDERACOES FINAIS

A teoria apresentada neste capltulo mostra
como serd realizada a determinagdo sequencial de orbita,
utilizando o modelo unificado de estados e o filtro esten-
dido de Kalman. Aplicagdes serdo reallizadas no prdéximo Ca-
pitulo, onde serdo apresentados testes gue gqualificam ©

modelo proposto.
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CAPITULO S
RESULTADOS DO ESTIMADCOR SEQUENCIAL DE GRBITA
5.1 ~- INTRODUGAO

O modelo unificado de estados, junto com ©
filtro estendido de Kalman, na forma de Joseph, descritos
nos Capitulos anteriores, foram utilizados na construcdo de
um estimador seguencial de orbita, ndo adaptativo. Este
Caplitulo apresenta uma série de testes que foram realizados
com este estimador, nc intuiteo de gualificar o modelo uni-
ficado de estados na solucdao do problema de determinacdo de

orbita.
5.2 - PRECISAO DO PROCEDIMENTO DE ESTIMACAO

Com o objetive de se conhecer as precisdes
do modelo unificade, fol construida uma tabela onde séao
apresentadas as caracteristicas dos erros cometidos e o
comportamente dos residuocos. Para a obtencdac dos dados da
tabela, fol simulada uma orbita de referéncia, perturbada
pelo coeficiente J2 do geopctenclal terrestre e cujos ele-

mentos orbitals inicials foram:

a = 7132000 m
e = 0.004

i = 25°

w = 10°

G = 5°
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onde a & o semi-elxo maicr, e & a excentricidade, i a in-
clinagdc, w o argumento do perigeo, @ o nédo ascendente e M
& a anomaiia verdadeira. A o6rbita de referéncia fol propa-
gada por um dia, a partir do instante 0 horas, 30 minutos e
0 segundos do dia 12 de agesto de 1993. 0 algoritmo de pro-
pagacdo utiliza a sub-rotina GEM 10 para cédlculo da acele-
racdo do dgeopoctencial, conforme descrita em Kuga et alli

(1983) .

A partir da orbita de referéncia foram simu-

ladas medidas para as seguintes estacgdes:

Ficticia 1 A = Q¢ ¢ = —15° H=0m
Ficticia 2 a = 120° d = Q0° H=0m
Ficticia 3 A = 240° p = 15° H=0m
Kourou A = 307.359598° ¢ = 5.098794° H = 161.618 m
Malind A = 40.,19425° ¢ = —-2,995639° H = -7.4 m
Carnavon A = 113.70641° ¢ = -24,866212° H = 70 m

onde A & a longitude, ¢ a latitude e H a altitude da esta-

cao.

Foram simuladas medidas de azimute, elevacdo
e "range" para as estacbes acima. Estas medidas foram com-
binadas para formarem nove dgrupos distintos compostos de
uma a trés estacdes. As medidas foram geradas com interva-
los de um minuto entre cada medida de mesmoc tipo, e inter-
valo de dez segundos entre as medidas de azimute-elevacgio e
a medida de "range". Estas medidas foram corrompidas por
ruidos brancos gaussianos de média nula. As covariancias
dos ruidos brancos foram divididas em dols grupos: um com
desvios padrdes de 0.0001° para a elevagio e o azimute e de
1 m para o "range", compondo os trés primeiros grupos com
precisdes lrrealisticas; outrc com desvics padrdes de 0.01°
para a elevagdo e 0 azimute e de 100 m para o "range", com-

pondc os sels dltimos grupcs de precisdes compativeils com a
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realidade. As covariancias com malior precisdo foram utili-
zadas somente na simulacido das medidas das estacgbes ficti-

clas.

Os valores do estado do meodelo unificado

para o inicic da estimagdo foram

C = 7470. 390816322585

R, = -8.137286156430202
Re, = 32.45673076974861

e, = 0.2162176931146807
e, = 0.009310261927278677
e, = 0.1274057022464940

e,, = 0.9679519694913012

ol

cujos valores 1iniclals correspondem a erros de desvio pa-
drao, em coordenadas inerclais, de mil metros na posicdo e
de 1 m/s na velocidade, em relacao & orbita de referéncia.
Para a matriz de covaridncla, os valores dos desvios pa-
drdes inicials dos pardmetros do modelo unificado sdo: 2
para o parametro C; 4 para o pardmetroc R; 4x107> para os
guatérnions. Foram testados varios valores para a matriz T
(a explicacdo scbre esta matriz estd no Capitulo 4) e apre-
sentados somentes 0os melhores resultados. A orbita modelada

pelo estimador considerou somente o movimento kepleriano.

Os erros de pRosicaoc e velocidade foram obti-
dos a partir da comparacdo da orbita de referéncia com a

Srbita estimada. A médila destes erros, & definida por
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Y x (5.1)

onde o0s ¥, representam os erros medidos e n o namero de

medidas, estdo apresentadas nas colunas POS. e VEL. da Ta-

bela 5.1.

Os reslduos foram calculados antes do pro-
cessamento dos dades na fase de atualizacgdo do filtro. Na

Tabela 5.1 estac apresentados ©s errcs dquadraticos médics,

definidos por

(5.2)

Para ¢ cdlculo dos erros e dos EQM, foram
desprezadas as duas primeiras passagens e ellminadas as
trés primeiras medidas de cada passagem, a fim de ilustrar

as precisdes obtidas apds a convergéncia do filtro.
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TABELA 5.1 - PRECISOES DO ESTIMADOR USANDO O MODELO
UNIFICADO DE ESTADOS

ESTACOES Qtde|Qtde POS.  VEL. AZI. ELE. | DIS.
oBs.|PAs. (m) (n/s) () | ) | (m)
MFIC3 70 7 5.9195 0.1177 2.58E-4 1.81E-4| 4.56
MFIC13 173 | 16 [5.0784,0.0635|1.93E-4 1.45E-4 3.456
MFIC123 243 | 25 |4.7169 0.0236 1.81E-4|1.39E-4]| 3.08
RFIC1 83 8 l99.69#0.47§€11.37E—2‘1.07E—2{160.2
RFIC13 173 | 16 206.98 0.2428 1.28E-2|1.04E-2 147.5
RFIC123 | 243 25 203.68 0.2755 1.348-2/1.108-2 142.5
KO 92 11 193.02 0.2864 1.14E8-2 | 1.17E-2'150.2
KOCA 153 | 18 [173.20 0.2525 1.19E-2'1.04E-2 154.3
KOCAMA 237 | 25 167.34 0.1573|1.06E-2 1.09E-2]152.1

Na coluna ESTACCES estdo listados os grupos,

descritos anteriormente, cujas slglas representam:

MFIC3 - estacadao ficticia 3 com a precisao maior;
MFIC13 -~ estagdes ficticlas 1 e 3 com a precisao
maior;

MFICi23 - estagdes ficticlias 1, 2 e 3 com a precisdo
malocr;

RFIC1 - estacdo ficticla 1 com a precisdo realistica;
RFIC13 - estagdes ficticias 1 e 3 com a precisao rea-
listica;

RFIC123 - estagbes ficticias 1, 2 e 3 com a precisac

reallistica;

KC - estacgao Kourou;
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KOCA - estacgdes Keourocu e Carnavon;
KOCAMA - estacdes Kourou, Carnavon & Malind.

Na cecluna Qtde OBS. estd a guantidade de
dados chservades e gue feram utilizades para o cdlculo das

médias e dos erros guadraticos médios.

Na coluna Qtde PAS. estd listade o total de

passagens para cada conjunto de estacdes.

Nas colunas P0OS. e VEL. estdo as médias dos
erros cometidos pelo estimador em posicao e velocidade,
respectivamente. As unildades sao netros para a posicaoc e

metros por segundo para a velocidade.

As colunas AZI., ELE. e DIS. apresentam os
erros quadraticos médios para oS residucs de azimute, ele-
vacdo e "range", respectivamente. As unidades sac graus,
para o azimute e elevagdo, e metros para o "range". E uti-
lizada a notacdo <omputacional, onde E representa 10 ele-

vadec ao numeroc da direilta.

0 comportamente do modelc para as medidas
com precisdc malor apresenta bons resultados, demonstrando
gue & medida gue o nimero de estagdes vao aumentando, dimi-
nuem os$ erros reals e os residuos. Porém o erro gquadraticoe
médio do "range" fica um pouco acima da faixa de trés des-
vios padrdes, que neste caso & de 3 m, demonstrando dque
alguns dos pontes ficaram fora desta faixa. Feita a conta-
gem dos pontos que estavam dentro da faixa de trés desvios
padrdes, o resultadc foili de 51% dos pontos para uma esta-
cac, 65% para duas estagdes e de 71% para trés estacgdes. A
convergéncia do estimador com o modelo & boa, pois o desvio
padrao inicial da posicdo era de um guiilometro e diminue

para préximo de 5 metros, ou seja, duzentas vezes menor. O
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mesmo acontece com a velocidade, cujo desvic padrido inicial
era de um metro por segundo e sua média fica préximo de

0.06 metros por sequndos.

Para o casc de precisdes realisticas, cs
resultades ficaram melhores para o caso das estacdes reals,
salientando porém gue o ajuste correto da matriz I pode
modificar esta situacdo. 0s erros quadraticos médios dos
residuos estdc todos menores do que trés desvios padrdes,
que neste caso sao de 0.03° para os anguics e de 300 m para
o "range". A média da posicdc esta convergindo para 200 m
no caso das estagdes ficticias e para 180 m para as esta-
¢cdes verdadelras. Tals testes atestam as precistes gque sao

pecssivels de serem obtidas neste procedimento.

5.3 - SINGULARIDADE DA MATRIZ DE COVARIANCIA DOS QUATER-
NIONS

Conforme fol mencionado no Capitulc 4, a
matriz de covaridncia para os guatérnicons & singular, devi-
do a condicdo de norma unitaria para ©s suas componentes.
Para este primeiroc estudo do modelo unificado, optou-se por
forcar a singularidade da matriz de covariadncia através de
uma transformacdo que reduz a matriz de covaridncia e de-
pols a expande. Nesta secao serdo apresentados os resulta-

dos das experiéncias feitas com este métoedo.

Foram utilizados os mesmos pardmetros da
secado anterlor para a Orbita simulada, e escolhidas as me-
didas simuladas da estacgdo fictlclia 3 com a precisdc rea-
listica, ou seja, 0.01° de desvio padrdoc para os Aangulos e

100 m de desvic padrdao para o "range'.

Foram realizados trés tipos de experimentos
com a singularizacdo forcada no estimador: fazendo a sin-

gularizacao forcada antes da atualizacdo dos dados; depois
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da atualizacdo dos dades; ndo utilizacido de nenhum método

para a singularizacdo.

A Figura 5.1 apresenta o comportamento do
vinculo de norma unitaria para os trés experimentos. Como
pode ser nctado, para os trés métodos & garantida a norma
unitaria até a gquarta casa decimal, porém fazendc a singu-
larizacao forcada antes da atualizacgdoc, esta precisdo tende
a ser uniforme. Cs outros dois métcdos possuem comportamen-—
tos similares apesar do métcodo sem forcar a singularizacao

oscilar com amplitudes bem maiores.
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Fig. 5.1 - Vinculo dos guatérnions.

No estudo do comportamentc da singularidade
da matriz de covariancia utilizou-se a seguinte propriedade

(Ferraresi, 1987)

N = glPqg = 0

se e somente se g for um vetcr nulo de P, cu seja P & sin-
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gular. Além dissc, fez-se a normalizacdc da matriz P, 3ja&
gue as covaridncias dos guatérnions s3o nameros pegquenos

gue comprometem a correta interpretacdo dos resultados.

A Figura 5.2 apresenta os valores de N para
0s trés casos. Nota-se gque quando ndoc se utilizou o método
para forgar a singularizagao (Fig. 5.2¢), N & guase a uni-
dade significando gque a matriz de covarildncia dos guatérni-
ons ndoc & singular. O métodc onde se forgou a singulariza-
cac antes da atualizacidc dos dados (Fig. 5.2a) apresenta um
resultado bkem melhor em comparacaoc com o método onde se
forcou a singularizagdo depocis da atualizacdo (Fig. 5.2b),
e em ambos o0s casos 0s valcres de N sdao pequenos signifi-
cando dgue a matriz de covaridncia tende a ser singular,
principalmente nos momentos em gue existem medidas para

serem atualizadas.

Nas Figuras 5.3 e 5.4 s3o apresentados osg
erros de posicdc e velocidade, respectivamente, ccometidos
em uma passagem. Nota-se nos dols casos gue ©S menores er-
ros, na maloria das vezes, foram cometidos gquando se forcou
a singularizacdo antes da atuallizagdao dos dados, e os maic-
res erros aconteceram, na malicria das vezes, guando nic se
forcou a singularizagdao da matriz de covaridncla. Apesar de
se ter consegulde uma melhora dos resultados quando se for-
cou a singularizacgdo, as diferencas entre o0s erros nao sao
muito relevantes (em média, menores gue 50 m para a posigdo
e menores gue 0.1 m/s para a velocidade). Porém, ha de se
ressaltar gue fol utilizado um método ndc convencional para
se estudar a influéncia da perda de singularidade da matriz
de covaridncia dos guatérnions e, portanto, existe ainda a
necessidade de se aprofundar ¢ estudo deste assunteo em tra-

balhes futurcs.
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Fig. 5.2 - Efeito da singularizacao da matriz de

cevaridancia.



m

Ry (

Ll

59

SU'J_ T T T 1 l T 1 T 1 T 1T T 1 T T T 1 I T T T 1T [ I— T T 1
1‘50-_0 J
L~ -
C 3
EEUETN o —
?!h |:| —
e . -
A5 4 [— . =
- -~
- o o ]
b -
Taal— s —
r L] 3 .
r "|
b= —_ -]
b= _ ] 4 = -]
zsu— 0 = - O =]
C C o = g
C < o 3
Ty e o O & . —
C = E o = . s
B o Q u - o Oj
feal—Ll 11 | L v 3 T by vy oy @l gy Ty
72 .8 775 .9 P07 .8 TN .0 T8z .5 Jas5 .2 TE
tecmpo Cma1n}
lw] antes da atual:izagio
Z depoig da atualizacao
[} sem singularizacde fercada
Fig. 5.3 - Erros em poslcgao.
REF-E S SN m i B | 1 T 1 T 1 T 1 I 1 1 1 T T 7 LI T
D bi]'_— —-:
C O ..
] ‘lb-—l-' — _-
- C =
- i a € 3
] au— ey
EIER —:
C 5 : o] -
U,Ja:_—' o o 0 . h
- c > 3
E - 0 n
H Zb:_—‘ __
- - Q - 5 < ~
- o] 0 03
9. zg~— -
e .\1 ~ PT -
- o - 3
a 18— [ —
C ? o} : c 3
o 10"1 L | 1 1 Q I 1 i 1! [ 1 1 L1 I 1 1 I_L 1 -
WYL ] o ] a L ] I L) ‘e 2 5 He Ui 2y
twmpuo Ceviond
o antaes da atualizagac
= depois da atualizacaa

- zam singuiarizagac forcada

Fig. 5.4 - Brros em velocidade.



60

O estimador utilizado na preparac¢idc da Tabe-
la 5.1 da secdo antericr utilizou o método de singulariza-
cdo forcada antes da atualizag¢do dos dados, Jjd gque este

método apresentou os melhores resultados.

5.4 - COMPORTAMENTO DOS PARAMETROS DO MODELO UNIFICADO

Utilizande o©s mesmos pardmetros de orbita
apresentados na sec¢do antericr, foram calculados os erros
cometidos pelos pardmetros do modelo unificado e comparades
com seus respectivos desvios padrdes. 0Os errcs cometidcs
pelo estimador nos pardmetros do modelo foram calculados
transformando a érbita de referéncia, gue estad em coordena-
das inerciails, para as coordenadas do mocdelo, e dai compa-

rando-os conforme as seguintes definic¢des:

Err. =C, - C , (5.3)
2

Errg :JZ(RM - B2 (5.4)
i=1
4

Err, = Z(em - e)s (5.3)

cnde os sub-indices o representam os pardmetrcs da érbita
de referéncia transformados para o mocdelo unificado, Err. o
erro cometido no paradmetro C, Errp, © erro cometido noc para-

metro R e Err, o erro cometido para os gquatérnions.

0s resultados estao apresentades na Figura
5.5, onde foram desprezados os 25 primeilros valores da pri-
meira passagem, s¢é apresentando o0s valores depcis da con-
vergéncia. Nota-se gque os erros cometidos no parametro C e

nos pardmetros de Euler, estdc abalixoc de um desvio padrao.
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Para o parametro R ©s erros estidc da ordem de um desvio

padrao.

eficaz,

fazendo com gue os valores inicilais,

Estes resultados demonstram que o filtro estd sendo

nao corretocs,

convirjam para o0s valcores corretos da orblita & medida gque

as observacgbes desta o6rbita vdo sendo processados.
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5.5 - AVALIAGCAO DO MODELO UNIFICADC DE ESTADOS COM MEDIDAS
REAIS DE DISTANCIA

Esta se¢do 1llustra a aplicacdec do modelo
unificado de estados na determinacac de 6rbita do satélite
SCD1 da MECB. O objetivo do teste & verificar preliminar-
mente as precisdes que podem ser atingidas em comparacdo
com ¢ sistema de determinag¢ido de &rbita do Centrc de Con-
trole da MECB. A comparacdo ndo é& totalmente valida, peois o
Centro de Controle trabalha com medelos precisos das medi-
das que levam em conta o atraso de propagacac do sinal da
medida de distéancia, a corregidc troposférica, o efeito
Doppler, e os atrasos no equipamento da estacdoc e no
"transponder'" do satélite. 0 modelo de medidas adotado nes-
ta dissertacdc & puramente geonétrico, conforme mostra o
Capitulo 4, e seguramente ndc tem &a preclsdo necessaria,
mas & suficiente para permitir uma comparagao grosselra de
resultadeos. Além disso, o Centro de Controle aplica o méto-

do de minimos gquadrados, dificultando a comparacao.

Nesta aplicagdo a estimagdo seguencial de
drbita fol realizada utilizando medidas de distdncia do
SCD-1 cedidas pelo Centro de Controle de Satélites da MECB.
Estas medidas foram obtidas pela estacao de Culaba, Mato
Grosso, cujo desvio padrao adotado fol de 100 m. A estagéo
de Culab& localiza-se a 302.93024° de longitude e
~15.555008° de latitude, a uma altitude de 235.682 m. As
medldas coletadas s&o de sete passagens consecutivas. Em
cada passagem existem alguns conjuntos de medidas, formados
por grupos de trés medidas (tripla)} separadas por interva-
los de 8.5 segundos. Estas medidas foram previamente pré-
processadas, comprimidas e suavizadas, de maneira a retirar
componentes grosseiras de ruido. A Figura 5.6 mostra esgue-

maticamente a colecgaoc de medidas.
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Fig. 5.6 - Esguema de coleta de medidas de distdncia do

Centro de Controle

Os valores 1inicials da oérbkita (chute ini-

cial), em coordenadas inerciais foram:
X = —-3958885 m ;
y = 5402700 m ;

z = 2430068 m

¥ = -6200.0151 m/s ;
¥y = =3753.0549 m/s ;
z = -1789.1827 m/s ;

que foram transformados para as coordenadas do modelo uni-
ficado de estados. O tempo inicial foi 12 horas, 30 minutos

e zero segundos do dia 02 de novembro de 1993,

0 modelo de orbita inclui somente a pertur-
bacdo do coeficiente J,, de forma que um ajuste preciso néo
& esperado. A Figura 5.7 mostra os residucs de todas as
medidas, para as 07 passagens sobre Cuilaba. Uma andlise
visual deste resultado ndc é& multo boa, apesar da média
parecer estar em torno de zero, existem pontos com 15 Km de
BYro, e mesmoe um ponto perto dos -90 Km. & analise estatis-
tica confirma a andlise visual: dos 72 pontos considerados,

apenas 54% estdo dentro da falixa de trés desvios padrdes,
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que & de 200m. A média destes pontos & de -1894.4038 m e o
erro quadratico médio €& de 10824.0763 m.
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Fig. 5.7 - Residuos de distancia de todos os pontos.

Como fol dito anteriormente, as medidas fo-
ram coletadas em triplas. Como o filtro necessita de algu-
mas medidas para convergir, fol felto um estudo com ©s re-
siducs retirando-se © primeirc residuo de cada tripla. 0

resultadc pode ser observado na Figura 5.8.

Os pontos agora estdo dentro da faixa de um
quilometro, com um pontce iscolado perto dos 4 Km. A andlise
estatistica também melhora muito: 75% dos 48 pontos restan-
tes estdo dentro da faixa de trés desvios padrdes, a média
ficou em 1.3852 m e © erro gquadratico médio & de 587.8404
m. Isto demonstra a capacidade de convergéncia do estima-
dor, pols retirando somente o©s primeircs pontos de cada
tripla, o erro gquadradtico médio fol reduzidos quase 20 ve-

ies.
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Fig. 5.8 - Residucs de distdnclia sem os primeiros pontos.

Continuando com a teoria de que o filtro
necessita de algumas medidas para convergilr, retircu-se os

segundos pontos da tripla. O resultado estd na Figura 5.9.

Agora os residuos estdo dentro da falxa de
400 m com um ponto perto dos -800 m. A andalise estatistica
mostra gque o erro gquadratico médio se reduziu para 219.4727
m, a médlia estid em -43.5857 m e 83% dos pontos estiac dentro

da faixa de trés desvios padrdes.
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Fig. 5.9 - Residuco de distdncia sem os dolis primeiros
pontos.

Como o intervalc de tempo entre passagens &
de cerca de 75 minutos, & de se esperar um residuc Jgrossel-
ro nas primeiras medidas da passagem, devido aoc erro de
propagacao da orbita. Para retirar este efeito da andlise
estatistica, suprimiu-se a primeira medida de cada passa-
gem, além de se retirar os doils primelros pontos de cada
tripla. A analise estatistica € bem 1nteressante, o erro
guadrdtice médico & de 80.1165 m, enguanto gue a média é de
12.5165 m. Retirando-se os deois primeiros residuos de cada
passagem, © erro guadrdtico médio cal para 23.3061 m e a
média filca em 37.3878 m. Nestes dols experimentos todocs o¢s

residucs estavam dentro da faixa de trés desvios padrodes.

Comparando estes resultados com o estimador
do Centro de Controle de Satélites da MECB, gque &€ um esti-
mador de minimos quadrados, os resultados agul obtidos po-
dem parecer inferiores, ja que para as mesmas medlidas o
estimador apresenta erro guadratico médio da ordem de cen-

tena de metros em trés iteracgdes. Para o mesme conjunto de
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medidas, o "software'" do Centro de Controle produziu média

de -20.01 m e erro guadradico médio de 121.97 m.

Estes resultados estaoc sumarizados na Tabela
5.2, onde a coluna TESTE apresenta as formas gue o residuo

de distdncia foram classificadas:

1 - com todos os residuos;
2 - sem o0s primeiros residuos de cada tripla;
3 - sem os dols primeiros residuos de cada tripla;

4 - sem os dols primeiros residucs de cada tripla e

sem o primeiro residuo de cada passagem;

5 - sem o0s dois primeiros residuos de cada tripla e

sem o dols primeiros residuos de cada passagem,

A coluna TESTE da Tabela 5.2 também apresen-
ta resultados de trés iteracdes do estimador de minimos
quadrados do Centro de Controle:

CCS1 - minimos quadrados com uma lteracdo;

CCS2 - minimos guadrados com duas iteragdes;

CCS53

minimos guadrados com trés iteracgdes.

A coluna MEDIA da Tabela 5.2, apresenta as
médias dos residuos. A coluna EQM apresenta o erro quadra-
tico médio e 30 significa a porcentagem dos pontos dentro
da faixa de trés desvios padrdes. Nota-se gque a médla e
erro gquadratico médio do teste 3 ja sao ccompativeis com o
resultado final do Centro de Controle (CCS3). Por outro

lado, nota-se gue a média & tendenciosa (diferente de ze-
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ro), devido principalmente ao modelo simplificado da drbita
usando somente o coeficiente zonal J,. As discrepancias
adicionals devem ser creditadas aos diferentes modelos da

medida de distdncia utilizados.

TABELA 5,2 - RESULTADOS COM MEDIDAS REAIS DO SCD-1

TESTE, MEDIA EQM | 30 |
(M) (M) (%)

1 -1894.4 10824.1 54#

2 | 1.4 | sa7.8 | 75"

3 -43.6 | 219.5 83

4 12.5 80.1 100

5 37. 4 23.3 100
CCS1 =945.8 | 2619.5 | 12
ccs2  -23.8 | 122.2 |100

| CCS3 -20.0 | 121.9 |100

Por fim, a andlise destes resultados mostra
gue o processo pode ser implementado e utilizado em ambien-
tes operacionals de Centros de Controles, desde que se es-
tenda a modelagem de drbita, das medidas, e das transforma-
cdes de coordenadas as precisées compativels com as neces-—

sarilas ac Centro de Controle.

5.6 - CONCLUSAO

0 estimador de oérbita usando © modelo unifi-
cado de estados apresentou resultados com precisbes coeren-
tes e teve um desempenho estatisticamente consistente, con-
forme os resultados apresentados nas Tabelas. As Figuras
dos graficos de erro em geral mostram um estimador conser-
vador, com a covariancia maior ou igual aos erros cometi-
dos. Com um estudo mais aprofundado sobre a singularidade
da matriz de covariancia dos guatérnions, pode ocorrer uma

eventual melhora da precisdo dos resultados. Além disso,
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cem o estudo do comportamento dos parametros do modelo uni-
ficado fol possivel determinar bons valores para a matriz
T', que incorpora os ruideos na dindmica, possibilitando o

estudo de métodos adaptativos nos futuros trabalhos.

Em adigdao, os testes com dados realisticos
do satélite SCD-1 demonstram o gquanto € promissor a utili-
zacdo do modelo unificado de estados na determinacdo de

drbita.
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CAPITULO ¢
CONCLUSAO

Para a compreensac da parte orbital do mode-
le feol necessarioc o desenvolvimento da teoria hodografica,
a qual d& um novo enfcgue ao estudo dos problemas de mecd-
nica celeste, além de apresentar varias propriedades de
interesse, tals como a reqularizacdo dc movimento orbital.
Devido & formulagao pela tecria hodografica, a parte orbi-
tal do modelc unificado & funcdo somente das aceleracgfes
perturbadoras, fazendo com que sua matriz de transicéao,
usada na propaga¢ao da matriz de covaridncia, também o se-
Ja, facilitande a implementacadc computacional de métcdos de

determinacdao de orbita baseados no filtro de Kalman.

Os testes preliminares de estimacaoc de &érbi-
ta com o medelo unificadc de estados, apresentados neste
trakbalho, demonstram gue este modelo pode se gqualificar
para o usc em estacdes de rastreio existentes ou a bordo de

satélites artificiais, substituindo os modelos usualmente

utilizados.

A utilizacdo do modelo unificado em determi-
nacdo de oOrkita, ainda apresenta outras possibilidades além
da forma apresentada neste trabalho. Ele pode por exemplo,
ser utilizado somente na integracdo da o&rbita e utilizar as
coordenadas inerclais para o processamentc de medidas corbi-
tais, como proposto por Racl & Sinha (1984), evitando desta
forma, a necessidade de se calcular as matrizes gque trans-
formam ¢ conjunto de medidas para o sistema do modelc uni-

ficado.

Devido a escassa informacdo existente sobre
o modelo unificado na literatura, fol necessario gue se

desenvolvessem neste trabalho muitas das equa¢des necessa-
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rias a utilizacgao do estimador de orbita, além das préprias
equacdoes do modelo. Este fato também estimula a continuacao
das pesquisas sobre o assunto, pois, além do dominioc do
conhecimentoc que se obterd, se conseguira também o aprimo-
ramento do mcdelo, utilizandec-o para prcblemas especificoes,
contribuindo assim para o enrigquecimentc deste assunto na

literatura.

Como sugestdo para a seguéncia natural deste
trabalho, deve-se fazer © acoplamento da parte orbital com
a parte de atitude do mecdelo, proporcionando procedimentos
computacionais gue poderdac trazer muitas vantagens para o
processamento a bordo de satélites artificiais, com conse-
guente reducdao da carga computacicnal. Ressalta-se porém, a
necessidade de um estudo sobre a singularidade da matriz de
covaridncia dos quatérnions, que podera trazer vantagens

adicicnais para o medelo.
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APENDICE A

DESENVOLVIMENTO DAS EQUAGCOES DINAMICAS DO MODELO UNIFICADO
DE ESTADOS

Este Apéndice apresenta o desenvolvimento
das equacdes dinadmicas do modelo unificado de estados. O
n." representa a derivada temporal d4d/dt, e os sub-indices
1, 2 e 3 representam as direcgdes radial, transversal e nor-

mal, do planc da orbita.

No plano da orbita, o vetor posigdc r, o
vetor velocidade v e o vetor aceleracao a, podem ser repre-

sentados por:

r = re; ; (A.1)
v =1 = Fe + ri‘"e2 =V, e t Ve, | (A.2)
a =v = a,e + a. e, *t a,e; . (A.3)

onde f & a anocmalia verdadeira. As derivadas das componen-

tes do vetor velocidade sdo:

V.. o= ; (A.4)

+ rf . (A.5)

As comnponentes radial e transversal da

aceleragdo, Sao:
a, = r - rfz; (A.6)

a,, = 2rf + rf (A.7)

gue, podem ser escritas em funcdo das componentes da velo-

cldades e de suas derivadas:
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O wvetor momento angular

definido por:

o
I

m{r x v) = Le, ,

onde

=
il

mrv,,

e cuja derivada temporal é:

(A.8)

(A.9)

orizital pode ser

(A.10)

(A.11)

(A.12)

O pardmetro C do modelo unificado & repre-

mra,,
sentado por:
C:%:r%
Logo, sua derivada temporal é:
¢ = %g L = - Pa.. .
com
p = C/v.

{A.13)

(A.14)

(A.15)

Em termos dos parédmetros de velocidade, as

velocildades radial e transversal sao

{equagbes 2.28 e 2.29)
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<
I

R senf ; {(A.16)

Vo R cosf + C . (A.17)

O vetor R pode ser representado no plano orbital instanta-

nec:

R = R, f, + Rofs (A.18)

onde as direcdes f, e f, estdc descritas na figura 2.12.

Logo, suas componentes sido:

R, = -R seny ; (A.19)

R;», = R cosx . (A.20)

0 &ngu.o ¥ vai do eixo X’ a linha do perigeu

(Fig 2.12), 2 ele pode ser representado pelc angulo 3y, que

val do eixo X’ até a posicdoc do satélite:

¥y = f + x . (A.21)
As velocidades em fun¢do deste anguleo ficam:

V., = Rp cosy + Ry, seny ' (A.22)

Ven = —-Ry seny + Ry, cosy + C . (A.23)

Colocandc o©s pardmetros R, e R,, em fungdc das veloclda-
des, tem-se:
Ry = vV, €OSy - V., seny + C seny (A.24)

2

R, = v, seny + v, cosy — C cosy . (A.23)
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Derivando, tem-se:

Ry = a,, cosy - (1+p) a,, seny + C ¥y cosy ; (A.26)

2 seny - (1l+p) &, cosy + C ¥y seny . (A.27)

Considerando ¢ue as variag¢des em y sdo multo

menores gue as variagdes em f, ou seja, ¥ « f, entdo

y = = (A.28)

C?}:%:_a ’ (A.29)

onde a, é a aceleracgdc devido a gravidade. Fazendo

a,' = a, - a, , (A.30)
tem-se

Pm = a,  cosy - (l+p) a,, seny ; (A.31)

Res = a,,’ seny + (1+p) a,, COS¥. (A.32)
Quando a,’ = 0 , &, = a, , ou seja, a unica aceleracgdo

radial & a aceleracdo devido a forga gravitacional.

Para o calculec das veloclidades angulares,

deriva-se o vetor momento angular:

L = m(r x a) = mr{a,e,; - a.:83) (A.33)

ou
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L = f_,e3 + Le, , (A.34)
logo:
V€3 = —a.€, | (A.25)
05 versores e, e e, podem ser representados

no sistema inercial através dos dngulos de Euler, Q, ¢ e Vv

= w + F (Goldstein, 1980):

e, = - {(senv cosQl + cost senll cosv) i -

- {(senv senl - cosL cos{l cosv) j +

+ CoOsV sernt R ; (A.36)
e, = sent sentl 1 - sent cosQ j + cost k {A.37)

3

cuja derivada é:
&, = (L cost senQ + § sent cosfl) i -
- (L cost cosQ - Q sent senQ) j - L sent k .(A.38)
Igualando as componentes da direcao k tem-se

V., L Sent = d.,, cosV sent {A.39)

L= -2 cosy . (A.40)

Agora igualando as componentes da direcdo 1 e substituindo

o valor de U encontrado agora, tem-se:

. a,, senv
Q== . (A.41)
V.. Sent
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Para encontrar a relacac com o &angulc v,

toma-se a derivada do vetor posicdo:

r = re, + ré,; , (A.42)
logoe

re, = v.,e, (A.43)

a componente de e, em relacaoc aos angulos de Euler é

(Goldstein, 1980Q):
e, = {(cosv senl - cost senil senv) i +
+ (cosy senfl + cost cos{t senv) j +
+ senv sent k (A.44)
portanto,
e, = - (v senv senQ - {1 cosv cosQ -
- ( sen. senf) senv + {1 cost cosQl senv +
+ v cost senQ cosv) i - (v senv senq -
- Q cosv cosQl + L sent cosQ senv +
+ Q cos.L senQ senv - v cost cos( cosv) j +
+ (b CoSy sent + L senv cost) k. (A.45)

Igualando as componentes k e substituindo o valor de ¢,

tem-se
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V.o _ 8.3 Senv cost

r VesSent

Os valores de w gque Vv3o na matriz

dos quatérniocns (Wertz, 1978) sdo:

w, = Q sent senv + L cosy ;
w, = () sent cosv - L senv ;
wy = Q cost + v

Substituindo os valcres encentrados, tem-se

W, = e
1 = ’
Ve2
Wy, = 0 ;
2
3 Cv.o
w3 =

(A.46)

dindmica

{A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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APENDICE B

MATRIZ F

A matriz de

partir da equagdo diferencial

onde F & dado por:

Fo= 000U

all

!

transicao

calculada a

(8.1)

(B.2)

sendo U o vetor de estados do modelo unificado de estados e

f(u) & a sua dinamica, determinada pelas egquagdes 2.41 e

2.42.

A matriz F estd apresentada abalxoc componen-

te a componente:

a
F11 = - -2 (1-p)
VBZ
ae2
F21 = =~ (l-p)seny
VBE
ae’:z
F31 = {1l-p)cosy
VBZ
R
_ L ‘e2 w2
Fa1 = S| "5 (Ve
v _ €
51 = - 1|7 «2%01

(B.3)

(B.4)

(B-5)

(B.6)

(B.7)



F6l

F71

Flz

F22

F32

F42

Fs2

F62

F72

F13

F23

i

V..E W€,
& =2% 04 (V.o + 2C) + 1%0 (B.8)
2 H ’ 22
1|Vez€03 W€y B.9

_ 1 + 2C) - (B.9)
2 M (Ve2 ) Vea
a

- %2 p seny (B.10)
V82

_ 2 p sen’y (B.11)
V82

a,_

e2 D seny cosy (B.12)

Ve2

seny | 2CVe2€o2 185 (B.13)
2 M VeZ

seny | ¢CVen€y; L W13 (B.14)
2 i V.o

seny | 2CVea%os | W12 (B.15)
2 M Vo

seny [2CV.2€03  Wi€41 (B.16)
2 [} Ve2

a

= p cosy (B.17)

V(:E

a

=2 p cosy seny (B.18)

Vr:2



F33

F43

F53

F63

F73

Fl14

F24

F34

Fa4

oo 2 p cos?y
Vaz
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_ cosy 2Cv 8, _ Wi€o
2 [ VﬂZ
cosy | 2CV.2€,, W €ps

2 M Ve?,

_ cosy [20@2504 e,
2 L u Vo2

_ cosy | 2CVez€0z wﬁ‘oﬂ

2 M Vez J
L

= - Zp[aXEOQ - 2ayeol * 82804]

il

‘

(1+p)seny Laxe:12

.
2{[%602 + 82803] cosy -

¥—-ol z-o0d

- 2a,e_. + a,e ]}

= 2{[ayeoz + 32603]88117 +

+ (1+p)Ccosy {axe02

eud

= a. 803
VE:Z [ *

B aneol * azeodj}

ayeofl - 282601]

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)



F54

Fed

F74

F1s5

25

ras

Fas,

55

F65

F75

1]

<

)

<

- 2?[‘3-,:5’01 * azeoa}

It

[:2axeOa - ae, f azemlj cosy +

+

(1l+p)seny [a.xeOL + azem}}

- 2{ [ZEXQUZ - ae, + azeo4J seny -

(l+p)cosy [axeOl + azem]

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)



Fle

£26

F36

i
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B

ST _ )
- (€54 €p3SENY )Ry +
a2

- 2p

€n3( 1 + COSY )Rm}

axeud+ 2ayeo3 - ‘32602}

|

olglla s a.,0 seny R,
el '

VeZ

Bgz{ 1l + cosy) +|(1l+p)a., + 7
=2

(€, ~ emsena‘)} * ‘L2axeo3 T 8yCon T

zol

a,e }cosy - (:L+p)sen?r{axeo,l + 2a,eq;

a,,p cosy R
2£r3 a . . Ge2F L

el
[ Ve2

x(&, = egseny) - {(1+p)a,, -

S~

a,.p cosy R ]
°e = rEJem(l + cosy )b -

22

4., PsSenylq, 7

(B.33)

(B.39)
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-
- L.?axeo3 - ae, - azeol] seny -
- (l+p)cos:r [axeo‘lﬁ— 2a,epy - azeog]} (B.40Q)
2LV 2840 W1€q4
F46 = - : ~
H Ve2

x[(eu - epy5eny JRyy + egy(l + cosv)Rrg}r'

. Fod ‘
+ I7;[axeol + ayeoz] (B.41)
F56 = 2CVea®s1 | Wi€03
1 VEZ
>< [(eod T €g3Seny JRey f oega(l + COS?)RQ}*
. oz ‘ oWy
- Vez[axeOl + ay602] 5 (B.42)
2Cv..e_, w,e
F66 = - B e od " 1>~a2 «
K Ve2

‘,c[(em1 - e535envy }JR, + eyl + cosy )er]f-

€,2
. - .
+ ez[axeo1 ayeoz] {B.43)
20V, e W, e
F76 = =203 LA Y
K [eZ
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;-:[(c—zo4 = €9aSeny )R, *+ ey3(1 + cosv)er}-

eol \ l"")3
- V—Az(axeol T a8y 02] T3 (B.44)
BaeE
F17 = =2pi1 & N (€03 — €,45€n7y )R
- €, (1 - cosy )sz} T 8x€03 ~ azeol} (B.45}

a seny R..
F27 = 243! |a e2P £e

X

Vaz
i \ i} ‘ d,zP Seny Ry
“ e, (1l — cogy; - ({1+p)a, + " X
e2
“ (eay ~ eo4seny)} + [aye03 - azeoJ COSy +
+ (1l+p)seny [axe03 - azeolj} (B.46)

d..p COSsY R”
=1
¢ V.eZ

a,,0 Cos¥ Ry,
x {(egy — €,45eny) + (l+p)agg - —gv—z— 4



G2

<« e (1 - cosy )} + [a.},em - 62602] seny -

- (l+p)cosy [axe03 - azeolj} (B.47)
F47 = - B ZCVeEeOE _ Wi€4y y
= Ve2

P [(803 - e,Seny )Ry — el - cosy )er} +

‘e°4ae - a,e .2 (B.48)
Veg[ X 02 ¥ DIJ 2 B
2Cv._.-€e W, e
F57 = 2201 W1%03
L Ve2

x l:(e03 - egseny )Ry - e, {1 - cosy )Rl‘2:| +

€a3
, _ B.4
+ 7 [azxea2 ayeolj ( 9)
2Cv ..e w,e
Fe7 = - B e2>-04d + 102 5
H V&2

» [(503 - e,45eny JR, - e,(1 - cosar)RQ—‘ +

e02 \ L‘JB
+ v, [axe02 - ayecl] * 5 (B.50)
2Cv . e w, e
F77 = ,8 e2=03 _ 1~o01 y

K Vez



P [(603 €,45eny )R,
.7 S\
- v Laxe02 ayeMJ

e,,(1L - COS?)RQ} -

(B.51)

onde os a; sdo as acelerag¢des perturbadoras nas coordenadas

lnerciais,

a, = o0
ay=0
a, = 0

gue no <asc no movimento kepleriano valem:

(B.52)

(B.53)

(B.54)

A transformacao das aceleragdes do sistema

inercial

81 T €4y * el2ay * €134,
oy, = €518, T €58, * €34,
d.3 T €38, T €3@, + €334,
cnde,
e = 1 - 2(e? + ep®)
el2 = 2(801802 * 803604)
€13 = 2(€,1€03 ~ €,2804)
€1 = 2(€,,€,5 ~ €03€,4)
€, = 1 = 2(e,,%2 + ey3”)
€3 = 2{€,5Ep3 €51€0a )

para ¢ planc da orbita & dada pelas equagoes:

(B.55)

(B.57)

{B.58)

(B.59)

(B.60)

(B.61)

(B.62)

(B.63)



2(601803 + 602804)
eoleml)

2(e,zeq;3

1= 2(ey® + ey5?)
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(B.64}

(B.565)

(B.66)
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