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Resumo. A determinacdo de drbitas periddicas de sistemas cadticos é de funda-
mental importincia para a caracterizacdo de sistemas dindmicos. Quantidades que
caracterizam o movimento cadtico, tais como, dimensées, expoentes de Lyapunov e
entropia topoldgica, podem ser calculados apartir do conjunto de érbitas peridédicas
que esta densamente presente no invariante cadtico. Neste artigo, alguns métodos
de determinagdo de pontos fixos e periddicos intdveis em sistemas dindmicos sao
explorados. A eficiéncia e aplicabilidade desses métodos sao verificados.

Palavras chave:. caos, drbitas periddicas instdveis, sistema dindmico nao-linear.

1. Introducao

Em sistemas dinamicos em regime de evolucdo caédtica, 0 movimento é organizado
em torno de orbitas periddicas instaveis. Estas orbitas capturam o esqueleto to-
polégico do movimento, no sentido de que toda o6rbita pode ser aproximadamente
reconstituida através das érbitas periddicas instaveis de curto periodo. Podemos
calcular quantidades que caracterizam o movimento caético, tais como dimensoes,
expoentes de Lyapunov, entropia topolégica, seguindo as 6rbitas periddicas instdveis
do sistema [1].

O presente trabalho tem por objetivo explorar comparativamente os dois méto-
dos de deteccao de drditas periddicas que sao considerados os mais eficientes quando
se conhece a descricdo matematica do sistema dinamico. Sao estes métodos Schmel-
cher e Diakonos (SD) [5] [6] e Davidchack e Lai (DL) [2] [3]. De fato, o segundo mé-
todo é, de certa forma, uma evolucdo do primeiro. Seus autores afirmam, inclusive,
que este método é poderoso o suficiente para determinar todos as érbitas peridédicas
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existentes no invariante cadtico. Entretando, questdes fundamentais merecem ser
consideradas, em especial relacionadas a eficiéncia, facilidade de implementacao e
custo computacional. Em adicdo, faz-se ainda necessario entender exatamente o
mecanismo que intermedia a evolucao de um método ao outro.

Este trabalho se divide como se segue. Na secdo seguinte, faremos s decricao
do método Schmelcher e Diakonos (SD). Na secdo 3, enfocaremos o método Da-
vidchack e Lai (DL). Na secéo 4 apresentaremos os resultados que fundamentam a
comparacao entre os métodos.

2. Meétodo de Schmelcher e Diakonos (SD)

A idéia basica deste método consiste em partir do sistema dinamico discreto N-
dimensional em regime cadtico e através de transformacdes lineares apropriadas,
obter um sistema dindmico transformado, tal que todos pontos fixos deste novo
sistema sejam os mesmos do sistema original e com as mesmas localizagées no
espaco de fase. Entretanto as transformacoes lineares, apropriadamente escolhidas,
mudam a estabilidade dos pontos fixos e érbitas periddicas, de tal forma que ao
invés de instaveis, como no sistema original, passam a ser estaveis na nova dinamica,
sendo diferentes transformacoes lineares responséaveis pela estabilidade de diferentes
conjuntos de pontos.

Vamos considerar um sistema dinamico discreto completamente cadtico N — di-
mensional dado por U : 7 + 1 = f(7).

O objetivo proposto é o de construir a partir de U um sistema dindmico Sy
diferente contendo os mesmos pontos fixos (PF) de U. Utilizando a transformacéo
L : U — S, os PF que eram instaveis passam a estaveis.

Devido a estabilidade dos pontos fixos no sistema dissipativo Sy, toda trajetoria
de Si depois de algumas iteracgoes dirige-se para um ponto fixo 7, ou sai dos limites
do invariante caético do sistema original U. Por construcao 7 também é um ponto
fixo do sistema U. Para cumprir a correspondéncia um a um entre os pontos fixos
de U e Sk, a transformacgao Ly deve em geral ser linear. Portanto:

—

Sk : Figr = Ti + Mg (f(73) — 7), (2.1)

onde Ap é uma matriz NxN constante inversivel. Reescrevemos A, = AC},, tal que
A seja um parametro real, 1 > X\ > 0, e C}, matrizes ortogonais cujos elementos sao
apenas {—1,0,1}. O numero destas matrizes é dado por 2"n!.

Este método envolve o parametro A que deve ser suficientemente pequeno a fim
transformar pontos fixos instaveis, do sistema cadtico original, para estaveis através
da transformacoes L. Quanto maior for o periodo a ser encontrado menor deverd
ser o parametro A\. Entretanto, o parametro nao pode ser muito pequeno, pois a
convergéncia na iteracdo das leis dinamicas transformadas serd muito lenta.

H4 uma maneira simples de evitar o ajuste do parametro A, tomando-se o limite
A — 0 o que nos leva a limy_.g M =7= Ck(f(ﬁ) — 7).

Esta equacao representa a formulagdo continua da transformacdo do sistema
dinamico discreto Eq. (2.1).
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Na preposicdo de (SD) as sementes (condigdes iniciais) para a formulagio conti-
nua devem ser obtidas ou pela determinacao de uma grade sobre o atrator caético
ou por pontos aleatotios pertencentes a um certo limite do espaco de fase contendo
o invariante cadtico de interesse. A evolucao temporal destas sementes para cada
uma das matrizes C pode ou levar as proximidades da solucdo do ponto fixo ou
pode divergir, saindo da regido do espaco de fase que contém o atrator caético.

3. Meétodo de Davidchack e Lai (DL).

Este método usa um esquema iterativo baseado no método semi-implicito de Euler
[4] , e tem as seguintes propriedades favoraveis: Perto de um ponto da érbita perié-
dica exibe uma convergeéncia rapida e similar a do método tradicional de Newton-
Raphson NR [4]; Quando afastado dos pontos da érbita é similar ao método do SD
(Schemelcher, 1998) e, conseqiientemente, apresenta convergéncia.

Este método DL combina os métodos SD e NR como podemos observar na
Tabela (1). Nas proximidades do ponto fixo, ||g(7:)|| = />, (fL(F;) — k)2 = 0, €
a convergéncia quadratica do NR [4] é preservada pelo método e quando afastado do
ponto fixo e valores grandes de 3, o método preserva quase que total a propriedade
de convergéncia global caracteristica do SD.

Tabela 1: Representacao esquemadtica comparativa das prescri¢cdes dos métodos SD,
NR, DL. Na primeira linha estdo as prescri¢cdes originais dos métodos SD e NR.
Na segunda linha, com o propésito de expressar os distintos métodos em termos
de variaveis equivalentes, sao apresentadas defini¢oes utilizados por DL. Nas linhas
finais estao as prescricoes dos trés métodos, expressos de forma a facilitar analises

comparativas.
| | D | NR |
Original: rip1 =15 + Ap(f(r;) — i) £(ri) —ri = —J(ri)d(r3)
g(r;) = f(r;) — 13 g(ri) = f(r;) — 13
Equivaléncias: || 6(r;) = riy1 — i
Ak = /\Ck
+ = Blg(ri)| (Defini¢do de DL)
SD & NR: Blg(ri)|6(ri) = Crg(r:) —CJ (r1)d(ri) = Crg(ri)
DL: (1Blg(rs)| — CrJ (r3)]6(r;) = Crg(rs)
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Resolvendo-se o sistema de equacoOes lineares obtemos §(7) e iteramos nossas
varidveis por 741 = T + 6(7p) -

Para encontrar pontos fixos ou pontos de periodo 2, tanto uma grade fina de
pontos definida sobre o atrator ou uma grade de pontos aleatérios contidos na regidao
do atrator cadtico podem ser utilizadas como semente para iteracao do algoritmo
de DL.

Para periodos p > 2, os autores deste método afirmam que os pontos peridédicos
de periodos inferiores a p sao suficientes para iniciar a busca de pontos de érbitas de
periodo p, o que é muito mais efetivo do que usar pontos aleatdrios selecionados no
espaco da fase ou no atrator. Na maioria dos casos é suficiente usar apenas pontos
das orbita de periodo p — 1 a fim de detectar todas as drbitas periddicas instaveis
de periodo p.

4. Resultados

Nesta secdo apresentamos resultados de nossa andlise comparativa entre os dois
métodos descritos. Procuramos nesta andlise verificar a eficicia do método em
localizar todos os pontos periddicos existentes para cada periodo, a precisdo das
respostas fornecidas, tempo de processamento, eficiéncia para buscas de Orbitas
de periodos longos e possiveis alteracoes e otimizacoes aplicaveis a cada um dos
métodos. Os testes foram realizados a partir da integracao numérica da descricao
continua de SD dada por 711 = Ci(f(7;) — 7i) e pela iteragdo do algoritmo de DL
que baseia-se na solu¢do do sistema linear dado por [15]||g(7;)|| — CrJ(7:)]0(7;) =
Crg(7).-

Ambos foram aplicados & busca de PF e solugoes periédicas do Mapa de Tkeda
definido por f(z,y) = (A + B(z cos(w) — ysin(w)), B(z sin(w) + y cos(w))), onde
w=K-— ﬁ, (z,y) sdo as duas varidveis dindmicas e os valores adotados para
os quatro parametros sio A = 1.0, B=0.9, K =04 e E =6.0.

Os parametros numéricos do método de SD sdo passo inicial do algoritmo de
Runge-Kutta de quarta ordem de passo varidvel, nimero méaximo de iteracoes por
condicao inicial, tolerdncia exigida e tolerancia que diferencia solugoes distintas.
Todos fixos conforme prescri¢do dos autores. J& para o segundo método, utilizamos
dois valores para o parametro 3, valores estes definidos de acordo com o periodo
das solucoes procuradas. Por sua vez, o numéro maximo de iteragoes permitidas foi
definido como funcao linear de 8 dada por 100 + 28.

Para periodo 1 e 2, sdo utilizadas 10000 condigoes iniciais sobre os limites do
espaco de fase definidos por {—1.0,2.0; —3.0,1.5}. Obtivemos como resposta os
pontos fixos da Tab. (2). Como se pode observar, com ambos os métodos encon-
tramos os mesmos pontos fixos, porém com precisoes bem distintas. Para facilitar
a inspecdo visual, na Tab. (2) representamos em negrito os algarismos decimais
iguais entre solugoes dos dois métodos.

Para busca de pontos fixos de periodo 3, utilizamos como semente de ambos
métodos apenas as respectivas solucdes de periodos 1 e 2 que cada um dos métodos
forneceu. A Tab. (2) apresenta um sumadrio das solucoes finais obtidas a partir
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Tabela 2: Pontos fixos de perfodo 1(pla, plb) e 2(p2a, p2b) utilizando-se Cy a Cy e
N = 1000 condigbes iniciais aleatérias sobre o atrator, onde: ID é o identificador
do ponto, Matriz é a matriz que utilizada para obter a resposta e It. Total é o total
de iteracoes dos métodos.

Schmelcher e Diakonos Davidchack e Lai

ID Ponto Fizo Erro Matriz | It. Total Ponto Fizo Erro Matriz | Iteragao

pla || (5,3275461567080828¢-01, | 1,3e-08 0 1430 (5,3275462294079023¢-01, | 0,0e-00 0 1474
2,4689677971143178¢-01) 2,4689677271101312¢-01)

p1b || (1,1142696206308961c+00, | 9,8¢-09 4 3381 (1,1142696145814104e+00, | 0,0e-00 1 1001
-2,2856944708426469¢-+00) -2,2856944609861602¢-+00)

p2a || (5,0983725187133943e-01, | 9,2e-09 0 1604 (5,0983725038942518¢-01, | 1,4e-16 0 714
-6,0836992383699550e-01) -6,0836992864917161e-01)

p2b || (6,2160432660079445¢-01, | 1,0e-08 6 1511 (6,2160432324652726c-01, | 2,4¢-16 2 731
6,0593364353714274e-01) 6,0593364761281554e-01)

de cada um dos dois pontos fixos de perfodo 1(pla e plb) e dos dois pontos de
periodo 2(p2a e p2b) mediante a aplicacdo dos métodos usando cada uma das oito
matrizes C. Os estados finais atingidos foram: alguma solucdo de periodo 1 ou
3, divergéncia para fora da regido do atrator cadtico do Mapa do Ikeda e mesmo
ponto inicial (estacionaridade observada para alguns casos de ponto fixo de periodo
1). Ja na Fig. (3), apresentamos as trajetérias obtidas no espago de fase (z,y). A
primeira e terceira coluna referem-se ao método de SD, enquanto a segunda e quarta
ao método de DL. Diferentes matrizes C correspondem aos diferentes graficos. Em
cada um deles, apresentamos as trajetdrias iteradas para cada uma das quatro
condicgoes inicias utilizando-se uma das matrizes C}, conforme indicado.

Tabela 3: Solucoes finais obtidas pelas iteracdes dos métodos de Schmelcher e Dia-
konos e Davidchack e Lai utilizando-se todas matrizes C}, e partindo de pontos fixos

de periodo 1 e 2 como condigoes iniciais.
Ponto Fizo SD ‘ DL
Matrizes Cy,
d = divergéncia para fora do invariante cadtico e = comportamentos estaticos
I = lagos (ciclos limites)
simbolos restantes referem-se aos rétulos adotados para cada ponto fixo (vide Figura (4.))

Cr [Cy [Cs[Ci [Cs [Cs [ Ci[Cs [ Ci [Ca [C5]Ci [Cs [Cs|Ci[Cs

pla e d d 1 e d e e e e e e e e e e
plb d e d d e e d e e e e e e e e e
p2a la | 3ba | d 3bc | d d 1 3ac || 1a | 3ba | d 3bc | d d la | 3ac
p2b 3aa | d d 1 3ba | d 1 3aa || 3aa | d d 3bb | 3ba | d la | 3aa



pos
¡

pos
725

pos
�/�Ł������� �
���
���Ł��	���
G�����Ł��
���� �
��
p��
G������� ��	���
 ��
3���Ł	��˘�i�ˇ
˙ˆŁ��� ���˝��
 ��


pos
Determinação de Pontos Fixos e Periódicos em Mapas Caóticos


726

05
-05
15

-25

05
-05
-15

-25

05
-05
-15
-25

05
-05

-15

25

Figura 1: Trajetérias obtidas pela busca de PF de periodo 3 com a iteracao dos dois
métodos utilizando as 8 matrizes C e partindo de condicoes iniciais de periodo 1 e

2.
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