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RESUMO

Este trabalho pretende, primetro, introduzir o leitor no
estudo dos temsores, explorando os comhecimentos basicos adquiridos no
geu contato com grandesas flsicas familiares, apontando-se as diferen
gas entre os tenmsores cartesianos, obliquos e gemeralizados. Em seguida,
inicta-se o estudo dos tensores cartesianos, com a obtengdo de relagdes
de tramsformagao das componentes de wn vetor, como consequéneia de rota
goes sucessivas do sistema de coordenadas (Gngulos de Euler). Tensoras
de ordem superior sao definidos pelas suas relagbes de transformagdo, a
partir da formagao de diadicas. Continua—se com wum estudo breve dos ten
sores em coordenadas obliquas, com a idéia de fazer que os conceitos de
tensores covariante e comtravariante surjam de uma maneiva natural. Lo
go apos, faz—se um tratamento dos tensores generalizados como wna exten
sao dos conceitos ja desenvolvidos. O temsor fundamental é tratado com
especial enfase no seu significado geométrico. Sdo também desenvolvidos,
entre outros, os conceitos de contragao, temsores relatives, teorema do
quociente, simbolos de Christoffel e derivada covartante. Na parte fi
nal do trabalho, e para nao deimar o leitor com a impressdo de ter apre
endido apenas uma matematica abstrata, sao apresentadas trés aplicagdes
especificas, onde se utilizam resultados previamente obtidos para dedu
2Ly a equagac das geodésicas e a lei gravitacional de Eimstein (compa
rando-a, depois, com a leil de Newton), e escrever as equagbes de Moxwell
na forma relativistica. Em cada segdo, quando possivel, sao apresenta
dos exemplos contendo imterpretagbes que visam colocar tanto a andlise
tensorial, como o leitor, num mesmo "chao". Este trabalho é uma conti
nuagao dos relatorios INPE-1372-PE/174, outubro 1978 e INPE-1449-RPE/
014, Margo 1978, porém, nao & necessario que o leitor temha outros re
quistitos além de caleulo vetorial e matérias corrvelatadas, que  normal
mente sao oferecidas nos cursos de graduacdo nas disciplinas de Fisica
e Engenharia. 0 material aqui apresentade é o resultado da experiencia
acumulada durante as aulas sobre Métodos Matematicos da Fisica, que o
autor ministra nos cursos de pos-graduagao do INPE,



ABSTRACT

This work intends to imtroduce the reader to the study
of tensors, first trying to make use of his basic knowledge of physical
quantities. Then, a treatment of cartesian tensors is initiated with
the derivation of the transformation relations for the components of a
vector, through successive angular rotations of an orthogonal system of
coordinates (Euler angles). Tensors of higher ovder are defined by
means of the transformation relations of dyadiecs. It follows a brief
study of tensors referved to skew cartesian coordinates with the idea
of arriving to the concept of covariant and contravariant temsors. As
a natural continuation, it follows a treatment of general tensors as an
extension of the concepts already developed. Some emphasis is placed
on the geometric meaning of the fundamental tewmsor. Among other
important concepts developed ave: the contraction, relative tensors,
the quotient theorem, Christoffel symbols, and the covariant derivative.
At the end, and in order to avoid the reader of having the impression
that he has learnt something abstract, three applications on geodesics,
Einstein’s gravitational law, and the relativistic form of the Maxwell
equations arve presented, all of them developed using the vesults derived
in earlier sections. In each section, and whenever possible,
illustrative exemples ave presented such that their interpretations
intend to put both the theory and the reader om the some "ground". This
work is a continuation of the reports INPE-1372-PE/174, Oct. 1978 and
INPE-1449-RPE/014, Mar, 1879, however, the reader does not need
prerequisites other than those offered by a vegular wndergraduate
course in physics or engineering. The content of this report is the
result of the classroom eaperience accumulated by the author in
teaching a course on mathematical methods of physics in the graduate
program of INPE.
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CAPTTULO III

ANALISE TENSORIAL F SUAS APLICACOES

3.1 - INTRODUGAQ

As leis da fisica, e sua aplicac@o a problemas praticos,
sao comumente expressas mediante equacOes que contém grandezas escala
res, vetoriais, e grandezas denominadas temsores que sao intimamente re

lacionadas a natureza intrinseca do meio.

As grandezas escalares e vetoriais, e suas propriedades,
sao as mais conhecidas dentro da fisica elementar. No Capitulo I, fez-
-se uma revisaoc dos metodos principais de estudo destas grandezas, e
dos campos escalares e vetoriais que elas originam. Entretanto, os ten
sores sao grandezas conhecidas, principalmente, nos campos avancados da
fisica, tais como na Eletrodinamica, Mecanica Quantica, Teoria da Rela

tividade, etc.

De uma maneira similar, a definicdo dos campos escalares
e vetoriais, define-se um campo tensorial por um tensor cujo valor & de
finido para cada ponto do espaco. Porem, o que & um tensor? A resposta
matematica a esta pergunta pode ser encontrada ao Tongo de todo este ca
pitulo. Quanto ao significado dos tensores, dentro dos campos da fTsi

ca, sera melhor compreendido atraves dos exemplos seguintes.



Imagine-se uma barra de um material determinado, submeti
do a um esforco sobre todos os pontos da mesma devido d presenca de uma
forca externa arbitraria que atua sobre ela. De uma maneira geral, o es
forgo (forga que atua atraves de uma seccao transversal arbitraria da
barra e que tende a separad-la) n3o sera o mesmo em todos os pontos no
interior da barra, nem mesmo para um mesmo ponto sera igual em todas as
diregoes. Inclusive, se a forga for superior a resisténcia do material,
a barra podera se quebrar "ao longo" de uma superficie onde, presumivel
mente, o esforco seja o maximo, ou, alternativamente, onde a resistég
cia do material seja menor. A grandeza que descreve as propriedades de
esfor¢o da barra, em qualquer ponto e em todas as diregoes neste ponto,

e um tensor chamado de tensor de Tensdo.

Outro exemplo da aplicacao de tensores na fisica € repre
sentado pela condutividade eléetrica. Num meio condutor de eletricidade,
a densidade de corrente J e, de certa maneira, proporcional ao campo

eletrico E presente no meio. Assim,

J~oE (111.1)

onde o coeficiente ¢ € conhecido como condutividade eletrica. Se o meio
fosse, por exemplo, um metal, a condutividade seria praticamente uma
quantidade escalar constante, e a relacao (III.1) converter-se-ia emuma
igualdade e, portanto, a direcao da corrente elétrica seria a mesma que
a do campo eletrico aplicado. Neste caso, diz-se que o meio, cujas ca
racteristicas estao contidas implicitamente em o, & um meio "isoteri

co". Assim, num meio condutor isotropico:



J=0oE (111.2)

Todavia, quando o meio & "anisotropico", (por exemplo, umcristal, onde a
condutividade em um mesmo ponto tem propriedades diferentes para dire
¢oes diferentes), observa-se que a corrente eletrica flui, em geral, em
direcoes diferentes a do campo elétrico aplicado. Neste caso,
a condutividade elétrica o é um tensor, e a equacao (111.1) pode ser es

crita mais apropriadamente na forma

| Lo
1
ina
m

onde ¢ representa o tensor condutividade e o produto do segundo membro
e um produto tensorial. A razao de se ter representado o tensor conduti
vidade com dois tis, & que este e um tensor de segunda ordem. Este ti
po de representagao € conveniente, apenas, quando 0s tensores sao refe
renciados a coordenadas cartesianas, onde os tensores de primeira ordem
sao representados por um til, os de terceiras por tres, etc. Conforme
sera provado mais tarde, um vetor ¥ & um tensor de primeira ordem. Esta
identificacao permite inferir que, da mesma maneira que um vetor pode
ser representade por um de seus componentes na notacao indicial, Lm
tensor de primeira ordem V pode, também, ser representado por uma de
suas componentes Vi‘ Neste tipo de representagao, que €& a mais comum no
estudo dos tensores, um tensor de segunda ordem T, pode, tambem, ser re

presentado por uma de suas "componentes" Tij‘



Nesta representacao, por componente, a expressdoc  tenso
rial para a densidade de corrente {que @ um tensor de primeira ordem)

pode ser escrita na forma
£ if 4 (I11.3)

onde se deve notar que o produto do segundo membro tem que ser equiva
1énte a0 de um produto matricial entre uma matriz de segunda ordem e um
vetor coluna {os Tndices repetidos implicam em soma) de maneira que ©
resultado seja um vetor. Observa-se, na equacao (I1I.3), que uma componen
te qualquer da densidade de corrente J, depende das tres componentes
do campo elétrico. A relacao (1I1.3)&aexpressao da conhecida lei de

Ohm,

Como um UTtimo exemplo, considere-se o momento de  inér
cia. Um objeto solido, que gira em torno de um eixo fixo, possui um mo
mento angular L que, de certa maneira, € proporcional @ sua velocidade
angular w. Quando o eixo de rotacao &, ao mesmo tempo, o eixo de sime

tria do objeto, tem-se que

L, =1u, (I11.4)

onde a constante de proporcionalidade I, & o momento de inercia do cor
po que, neste caso, & apenas uma quantidade escalar. Para um eixo de ro
tagao arbitrario, porém, o momento de inércia & um tensor Iij' Portan

to, pode-se inferir que o momento de inércia € uma grandeza que impli



citamente inclui propriedades fisicas do corpo, em relagac ao eixo con

siderado. De fato, pode-se demonstrar que o tensor de inércia e dado por:

2 - 3
I J o(x) (X128, = x;x)d% (111.5)
v

onde p(x) € a densidade de massa do corpo, X 0 raio vetor (ou vetor de
posigao), e Gij e o deTta de Kronecker. HNeste caso, o tensor de iner

cia & tambem um tensor de segunda ordem.

E interessante observar na equagao (III.3), que os elemen
tos de um tensor podem sempre ser arranjados em forma matricial. Assim,
0s elementos (ou componentes) de um tensor de segunda ordem T, podem
ser representados numa forma matricial, T (ver Capitulo II). Entretanto,
deve-se ressaltar que, em geral, o inverso nao e verdadeiro, isto e,
uma matriz nem sempre & um tensor. A diferenca fundamental entre ambos
0s conceitos, se encontra nas propriedades de transformagao de cada com

ponente.

No estudo dos tensores, o mais importante & o tipo de
transformagao a que estdo sujeitas suas componentes, quando se muda de
sistema de coordenadas. Assim por exemplo, quando o sistema de coordena
das original & o cartesiano ortogonal fixo, e as transformagdes sdo fei
tas para outro sistema tambem cartesianc, os tensores expressos nestes

sistemas sao chamados de tensores cartesianos ortogonais, ou, sim



plesmente, de tensores cartesianos. 0 estudo deste tipo de tensores se

ra o tema da secao 3.2 deste capitulo.

Alternativamente, quando os tensores sao eXpressos em sis
temas de coordenadas obliquas, porém ainda fixos (chamados também de co
ordenadas cartesianas obliquas), a transformacae de coordenadas dos ten
sores expressos nestes sistemas determina o estudo dos tensores carte
stanos obliquos. € interessante notar que, neste sistema de coordenadas,
as componentes de um vetor (que, conforme foi adiantado, € um tensor
de primeira crdem) tem dois tipos de componentes, sendo ambos de naty
reza diferente. Para dar uma idéia geometrica destas componentes, consi
dere-se um vetor V, referenciado a um sistema de coordenadas ob1iquas
de vetores base §1 e §2, na forma mostrada na Figura III.1. Desta Figura

pode-se ver que
V=Vl +v2 g

onde a componente V2, na diregao €,, & obtido apos tracar uma paralela
a direcdo €;. Estas componentes s3o chamadas de componentes contravari
antes do vetor V. Evidentemente, para um espa¢o multidimensional, o ve

tor V pode ser representado na forma

EEV'('

LD}

) (111.6)

Esta representagao de y,queécaresultadodeuma soma veto

rial (lei do paralelogramo) entre os vetores V* §i, e a mesma mostrada



na equacao {III.3) do Capitulo I, onde o vetor V & tambem o  resultado

da soma dos vetores V. §L {onde V, =Y. éi)’ porem, num sistema onde

-~

éi .gj = Gij' Este mesmo tipo de componentes do vetor Y, tambem exis

te nas coordenadas obliquas, i.e.

-
1]
1=
[gyd)

(111.7)

conforme indicado na Figura III.T. Note-se, entretanto, que neste caso

T

Fig. III.1 - Dois tipos de componentes, V' e Vi do vetorVex
presso em coordenadas obliguas.

A este tipo de componentes, obtido mediante a relagao (III.7), chama-se

de componentes covariantes de v.



E interessante notar que um vetor arbitrario V, expresso
num sistema de coordenadas obliquo fixo, pode ser representado alterna
tivamente por suas componentes contravariantes ou covariantes. Deve fi
car evidente, porém, que suas manipulacdes serdo, em geral, diferentes.
Em particular, a lei de transformacao das componentes covariantes do
vetor V, de um sistema de coordenadas fixo a outro, ndo sera a mesma
gue a lei de transformagao das componentes contravariantes. Nota-se,
também, que para o caso especial de coordenadas cartesianas ortogonais

- -

(e, (& = 6ij)’ as componentes covariantes e contravariantes de um ve

tor sao identicos.

E necessario ressaltar que, nos dois casos de coordena
das fixas, mencionados anteriormente, 0s vetores base sdo fixos. Isto
&, para cada ponto no espago 0s vetores base conservam sempre as mesmas
diregoes. Todavia, existe ainda o caso mais geral de transformacao de
um sistema de coordenadas arbitrario a um outro, onde as direcoes rela
tivas dos vetores base mudam para cada ponto do espaco, seguindo uma
lei pre-estabelecida. Um exemplo deste tipo de coordenadas & o caso das
(coordenadas) curvilineas estudadas na secdo 1.10 do CapTtulo I, embora
as direcoes relativas dos vetores base, neste caso, permanegam  ortogo
nais entre si. 0 estudo de tensores sujeitos a transformacoes deste ti
po correspondem & analise dos tensores gemeralizados que também serao

vistos no decorrer deste capitulo.

Algo de extrema importancia na aplicacao da transforma

gao de coordenadas a problemas praticos, e que deve ser sempre lembrado,



e que as leis da fisica, que normaimente sdo expressas mediante equa
coes, sao as mesmas para qualquer sistema de referencia correspondente
ao mesmo espago. Assim, por exemplo, a equagao (I1I.3), expressa num sis

tema de vetores base arbitrarios, sera:

1 _ I [1 c
Ji. = 0’{-‘_{- Ej (I11.8)
Esta expressao, comparadacoma (II1.3), implica que se for feita a trans
formacao separadamente das componentes Ji’ Gij e Ej’ e depois  substi
tui-las na equacao (I11.3)., necessariamente devera se obter a relacdo

(111.8)

3.2 - TENSORES CARTESIANOS

3.2.1 - Tensor de Primeira Ordem

Considere-se um sistema cartesiano tridimensional S de
vetores base X, y e Z. Um vetor V, neste espago, tem por componentes Vs
Vg e VZ. Suponha-se que o sistema de coordenadas e girado ao redor do
eixo Z de um angulo a, no sentido positivo da orientacdo do sistema,
de maneira que a relacao entre 0s vetores base do sistema S e do novo

' (X', y' ez'), seja
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A representagac esquematica desta rotac3o & a mesma que
a ilustrada na Figura I1.2do Capituloe II. Portanto, as componentes de
Y, neste novo sistema, de acordo com a equagao (I1I.20) do Capitulo II,

sac dados pelas relacoes:

-
-
]

5 + ¥  sen
Vx COS o y o

Vé = - Vx sen o + Vg CcoS o

-
1}
==

V' o= [jMz (o) | ¥ (I11.9)
onde,

COS o sen a 0
M, (¢) = | -sena  cos o 01, (II1.10)
0 0 1

matriz que deve ser lida da seguinte maneira: matriz da rotacdo em tor
no do eixo Z, num angulo o. Esta rotagdao & chamada de positiva porque o
sentido da rotacao, segundo a regra da mao direita., coincide com a do

eixo 2. Uma rotacao negativa € obtida pela simples substituicio de o

por -a.



Matrizes de rotagao em torno dos outros eixos podem ser
obtidos por analogia. Uma orientagao arbitraria & conseguida mediante,
no minimo, 3 rotacdes sucessivas. Assim, por exemplo, partindo-se do siste

ma base go,

Ky

5? 20 pode-se chegar a um arbitrario X3, y3, z3, median

te as seguintes transformagoes {ou rotacgoes) sucessivas:

M, (o)
-— _— ) O - — - - —
Zor Yo0 2, —> X1s Y15 Z1 (z, = 21)
M (B
91( )
X1s Y1 21 —_— Ez, Eza 22 (Y1 = ¥2)
i, )
Xos You 2y ——> X35 Y35 23 (zp = z3)

Evidentemente, podem também ser feitas sequencias diferentes de rotacoes
em torno de eixos diferentes. 0 importante & que 530 necessarias apenas

tres rotagoes, para se chegar a uma orientacio arbitraria.

As matrizes de rotagac sdo facilmente obtidas, conforme
sera demonstrado a seguir. A rotacdo ao redor do eixo y1 de um  angulo
B, de acordocomaFigura II1.2, & dada pelas sequintes relacoes das com

ponentes de V, em ambos 0s sistemas:

sz = Vzl cos g + Vxl sen B
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-
1]

- + s
X2 VZ}. sen g VX.l cos B

Y2 Y1

Fig. II1.2 - Rotagao positiva em torno do
eixo y; em um angulo B.

de onde se tem que a matriz de rotacao Mgl(B) e:

cos B 0 - sen B
M = 0 1 4] III.11
g (8) (111.11)
sen B 0 cos R

Entretanto, nao e necessario desenhar esquemas parecidos
com o mostrado na Figura III.2, toda vez que se precise encontrar a matriz
de rotacao em torno de um eixo qualquer. Para evitar isto, e suficiente ob

servara forma das matrizes (I11.10) e (II1.11), de onde se pode tirar con



- 13 -

clusoes interessantes. Por exemplo, o elemento da diagonal, que corres
ponde ao eixo de rotagao,e sempre 1. Assim, se o eixo de giro @ 0 3, en
tao M35 = 1, conforme (1I11.10). Por outro lado, todos os elementos da 1i
nha e coluna correspondentes a este elemento unitario sao nulos. 0b
serva-se, tambem, que os elementos restantes da diagonal sdo sempre o

co-seno do angulo (e) da rotagdo. Finalmente, os elementos restantes,

fora da diagonal, sao da forma

.. = +
M&j + sen @
onde o sinal positivo ou negativo depende dos Tndices numericos. Se es
tes se encontram na sequencia 1, 2, 3, T, o sinal @ positivo, ou na se
quencia inversa 3, 2, 1, 3 o sinal & negativo. Assim, por exemplo, ©

elemento M5 da matriz (I11.11) sera ~sen g, no entanto M3; = sen B.

Com estas observacoes, pode-se escrever a matriz da rota
¢ao em torno de qualquer eixo, .tomando-se cuidado, apenas, com o senti
do da rotagdo (angulo de rotagdo positivo para uma rotacdo positiva, e

negativa, caso contrario). Assim, a matriz M, (y) e:
2

cos v sen vy 0
Mzz(y) = |-seny cos v 0 (I11.12)
0 0 1

Finalmente, a transformacdo dos componentes de um vetor

¥, inicialmente num sistema Sy» @ um sistema S, sera dada pelas rela

[
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¢Oes de transformacao sucessivas:

n-= Méo(a) ¥,

o
]

-%JME1=[%JMJE%JMJQ

b
1]

[%Jﬂ][%ﬁm][%gw]yg (I11.13)

Consequentemente, a matriz de transformacao de um siste

ma ortogonal tridimensional S, a um outro similar S5, e dada por

# (as 80 v) = Lo, (0 1L, (8) ] 0o, ()] (111.14)

Pode-se verificar que

M11 My M3
M (Oﬁs B, Y) = M21 Mzz M23 (III.]S)
M3, M3 M33

onde:

Mjp = cosSy COSR COSa -Seny sena
My = COSy COSB senc +Seny coSa
Mg = - cosy seng

M;; = - seny COSR cosa - COSy Sena
My» = - seny cosB sena + COSy COSa
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Mag = seny seng
M3, = seng cosa
Msr» = SEnp sena
M3z = cos B

Este tipo de transformacdo € muito comumnaMecanica Clas
sica, onde certos tipos de problemas ficam mais facil de se resolver em
um sistema de coordenadas especial (como, por exemplo, o sistema natu
ral de coordenadas, mencionado no Capitule II}, para, logo depois, trans
formar a solugdo de volta ao sistema original de coordenadas. O0s  angu
1os o, B e v sao chamados de Angulos de Euler. AFigura II1.3ilustra a
orientagao dos vetores base, apds cada rotagdao, comegando do sistema
inicial X,, ¥, € Z,, que, depois de girado, mediante M%o(a), da origem
ao sistema Xy, y;, Z1, que por sua vez, mediante a rotacdo MU1(B)’ ge
ra o sistema X, Y2, Zp, de onde se obtém, finalmente, o sistema desejado

X3> ¥3s Z3-

Voltando a equacao (I111.13), e chamando Mij aos elementos

da matriz ¥ («, B, v), esta relagao na notagao indicial fica,

3)i = i Vo)g (I111.16)

Grandezas que se transformam segundo a relagdo acima, on
de os coeficientes da transformacaoc sio os elementos da matriz M, s3o
chamados de tensores de primeira ordem. Observa-se que este & o mesmo

tipo de transformagao que ja foi estudado no Capitulo II, onde a matriz
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de transformacac fora denominada G. 0 leitor pode verificar que a ma

triz de transformagao (II1.15) e uma matriz ortogonal, isto e:

Fig. I11.3 - Angulos de Euler o, g @ v como resultado de trés
rotacoes sucessivas, partindo do sistema X,, ¥,.
z, para chegar ao X3, ¥3, Z3. As regides com a
mesma hachura  encontram-se num mesmo plano.

3.2.2 - Diadicas. Tensores de Segunda Ordem:

Conforme fora apontado no Capitulo II, considera-se que
dois vetores pertencem ac mesmo espaco vetorial, quando ambos podem ser

expressos como combinagoes Tineares dos vetores base do espaco. Entre
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tanto, 05 dois vetores nao precisam representar quantidades fisicas se

melhantes. Muito pelo contrario, estes vetores s3o, em geral, grandezas

intrinsecamente diferentes.

[ importante, tambem, ressaltar que da interacio entre
dois vetores diferentes, pode surgir uma terceira grandeza com proprie
dades fisicas proprias. Por exemplo, a equacdo dW = F.dx, indica o tra
balho dW (grandeza escalar) desenvolvido por uma forga F, quando seu
ponto de aplicagdo percorre uma distancia elementar dx. Neste exemplo,

X

F e dx, sac dois vetores do mesmo espaco (dado que e FL 3@ e dx X;

dXL)’ porem intrinsecamente diferentes, e de cuja interacao surge uma
terceira grandeza de propriedades fisicas definidas. Alem do produto es
calar, a operagado entre dois vetores, pode tambeém ser feita mediante o
produto vetorial, e o produto temsorial. 0s dois primeiros produtos (es
calar e vetorial) nao precisam de maiores explanacoes por serem 0$ mais

conhecidos. Analisa-se, em seguida, a natureza do produto tensorial.

Seja o produto (de certa maneira algébrico)} dos vetores

A e B, expressos num sistema ortogonal tridimensional
AB = (Ax§ + Ayx + Azg) (Bx§ + Byl + BZE)
Desenvolvendo-se este produto algebrico, tem-se:

AB = AB, Xx + AxBy Xy + AB xz+ AyBx Xﬁ'*AyBg yy + Ang yz + A B zx
+ Ang zy + AB, zz
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0 novo ente, que assim acaba de se formar, € chamado

de diadica. Na notagao indicial, a expressao anterior fica:

AB =7 )AB.eJ.=AB. €&, (III,17)
Lf

onde os é& sao os vetores base do sistema. Cada um destes termos sdo
chamados de wnidades diddicas ou, simplesmente, diades. Note-se que os
componentes da diadica podem ser arranjadas como se fossem elementos de

matriz, Chamando T = AB a nova grandeza assim formada, e cada elemento
T..=A.B., (IIT.18)

segue-se gue

-

T=T.. e.e.
= Af ==

(II1.19)

Em seguida far-se-a uma andlise das propriedades desta
nova grandeza. Para isto & necessario nao esquecer que o Ultimo  fator
§j, € um vetor e como tal, sujeito a operacdes conhecidas entre vetores.
Assim, pode-se, por exemplo, fazer o produto interno {ou escalar) da

diadica (3.18) com o vetor ¥ = V€, Assim,

it—
1=z
113

de onde, tem-se que,
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' Ts. V.)e I11.20
iy ) 3 j)~3 ( )
Este resultado & um vetor ! Logo: o produto interno de uma diddica com
um vetor da outro vetor. Note-se que cada componente { do novo vetor,
Tij Vj’ representa, exatamente, a notacao indicial do produto de uma ma
triz T com o vetor coluna V. Portanto, o produto interno entre Te 'V,

na notagaoc matricial, fica:

( Yo ( Y
T Ty Txz] [V AB. A8, AB [V,
v o= T T T - AB A v I11.2]
- o gy Tyz| |y A Ay Azl 1Yy ( )
Tox T2y T22) Ve A8, A8, AB,| |V,

Pode-se observar que a matriz 7, por sua vez, e formada pelo produto,

em sequencia, de um vetor coluna com um vetor linha. Assim,

(A ) (AB AB AB
X XX Xy xz
= 4B = B. B = B 1.2
T = AB Ay(x gBZ) AyxAyBg AyBZ (111.22)
AZJ \AZBX AB y AB,

Fica evidente que a matriz T (que apenas € um arranjo de elementos) e

diferente da diadica T (que em si representa uma soma de termos).

0 produto AB = ALBj e chamado de produto externo, logo,

0 produto externo de dois vetores forma uma diadica.
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A sequir, ver-se-a a transformacao do produto externo
de dois vetores, a um outro sistema de coordenadas. Chamando A' e B' a
dois vetores no sistema de coordenadas S', e observando que cada um dos
vetores se transforma segundo (III.16), tem-se que o produto A’ B' se

gue a seqguinte transformacao

Ai B} = ML& Ak sz BK = Mﬂ2 Mjﬂ Ah Bﬂ
ou tambem:
Tij =M, Mjﬂ Tkﬂ (II1.23)

onde nao se deve esquecer a soma dupla, envolvida, sobre os indices re

petidos.

Esta ultima expressao define o tensor cartesiano de se

gunda ordem. Toda entidade 1, cujos componentes Tij se transformam se
gundo a equacao (II1.23) e chamada de Temsor Cartesiano de segunda ordem.
Desta maneira,o produto externo de dois vetores forma um tensor de se
gunda ordem. E importante ressaltar que as componentes deste tensor po
dem ser colocadas como elementos de uma matriz T, porém, o tensor T e

algo mais complicado que um simples arranjo de elementos.

A equagao (I1I.20) permite concluir que o produto escalar
de um  tensor de segunda ordem com um vetor resulta em outro vetor. Es

ta conclusao estava ja implicita na equacdo da lei de Ohm (II1.3).
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Por ultimo, & também importante observar que as compo
nentes do tensor de segunda ordem I (de acordo com a sua representacio
matricial) sao 9, para um sistema cartesiano tridimensional. Para um
sistema de n dimensoes, o nimero de componentes do tensor de segunda or

dem sera n2,

EXEMPLO 3.1

Neste exemplo ver-se-a a diferenca que existe entre. os
elementos de uma matriz e os de um tensor, arranjados em forma de ma

triz. Sejam as matrizes

x2 Xy y2 Xy

Xy y? Xy X2

onde os elementos de cada matriz sao formados pelas componentes do ve
tor v = xg + yz. Suponha-se que se deseja expressar os elementos  das
matrizes T e R, num sistema onde v = x'X'+y'y', cujas componentes s3o

obtidos segundo a seguinte transformacao:

X COS a + ¥y s5en a

e
n

=X Sen o + ¥y cos o

A matriz de transformagao ¥ (rotacdo num angulo « em torno de z) e:
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COosS o Sen o

- 5eh o Cos o

Para simplificar a algebra chama-se,
C=cosa €5 =sena

Logo,

Se todos os elementos, de quaisquer das duas matrizes,
se transformam segundo a relagao (1I11.23) entdo, esta matriz sera um ten

sor. Por exemplo, se 7 € um tensor, entao, no novo sistema ter-se-a

Se de alguma maneira se souber que T & um tensor, entao
sera suficiente substituir as relacdes de transformacao de coordenadas

em cada elemento de 7'.

0 elemento Tij’ segundo a relacao (II1.23), escrito por ex
tenso e considerando-se que a variagao numerica dos indices € de 1 a 2,

fica:



- 23 -

A5 MLI i1 Tll * Mil sz T12 * Miz Mjl T21 * Miz sz Tzz

Assim:

—
-
—

1l

C2x2 4+ €S xy + SC xy + S2%y2 = x2C2 + 25C xy + y252 =

(xC + y5)2 = (X cos o + ¥ sen a)? = x'2

Pode-se verificar que os outros elementos de 7 obedecem a mesma  trans
formagao. Logo, os elementos da matriz 7 correspondem as componentes de

um tensor,

Para saber se F & um tensor, poder-se-ia seguir o  mesmo
procedimento. Entretanto, dado que R & uma matriz, pode-se obter uma
versao matricial da equacdo (I11.23) e, desta maneira, ter uma transforma

cdo simultanea de todos os seus elementos. Assim, a equagdo (III.23) fica:

14

Portanto, a transformagao da matriz %, aoc novo sistema de coordenadas,

e;:

C S)(y2 xylfC =S} [(yC+xS5)2 (x2 - y2)SC + xy(C2 - $2))
R' = MR{T

1l

=S Cjilxy x%J{S €] [(x%-y2)SC+xy(C?-52) (yS - xC)2

Pode-se ver que
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v |
ot o=
—

11

(ycosa + xsena)? # y'2 = (ycosa - xseng)?
Ris # x'y', etc

Desta maneira, chega-se @ conclusdc de que os elementos

da matriz R nao correspondem aos elementos de um tensor.

EXEMPLO 3.2

Uma quantidade matematica que possui dois indices e que
foi de uso muito comum nos capitulos anteriores e o delta de Kronecker
Gij' Sera que esta entidade (que na realidade apenas representa um sm
bolc) & um tensor? Evidentemente, se 7 e um tensor,tera que se trans
formar sequndo (II1.23). Ou seja, tem que satisfazer a relagao:

! =
Para isto, e importante lembrar que o delta de Kronecker

e uma definigao, e, portanto, aplicavel a qualquer sistema base ortogo

nal. Assim:

1 se L=4

0 se L #4
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Evidentemente, esta € a conclusao a que se deve chegar,
partindo-se da relacao (III.24). Aplicando-se as propriedades do simbo

lo é,,, ao segundo membro de relagao (II1.24), fica:

6£j = Mik Mjh
Porem,
Mij = (M)kj

logo:

1 = M kY - -1

th
=
=
1
by
m

..
1

Portanto, o delta de Kronecker @ um tensor cartesiano

de segunda ordem.

3.2.3 - Tensores de Ordem Superior

0s tensores cartesianos de terceira ordem podem  tambem
ser definidos pela associacao de tres vetores A B C formando “triadi
cas". A transformacao destas grandezas podem ser escritas em analogia

com as diadicas
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[ 1 |-
A By Cp = Mg Moy My Rp B Gy
E mediante este tipo de transformacao que sao definidos os tensores car

tesianos de terceira ordem

Tiik = Moo Min Mo Tomn

Em geral, um tensor cartesiano de ordem arbitraria se

transforma segqundo:

1 =

ik o..n® Mia MjB MhY . Mnn TaBY o (I11.25)
De uma maneira analoga a definigao de produto externo en

tre dois vetores, existe, também, o produto externo entre tensores de

ordem arbitraria. Assim, por exemplo, o produto externo entre dois ten

sores de segunda ordem,

TP =T Pre = Qg

da como resultado um tensor de quarta ordem, Pode-se ver que, a  ordem
do tensor formado pelo produto externo de dois outros tensores, e igual
a soma das ordens dos tensores. Deste ponto de vista, os vetores repre
sentam tensores de primeira ordem, uma vez que o produto externo de

dois vetores, A e B,

1=
il=~]
m
x=
oW
il
1
1=

. B. T.. =
L] L]
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forma um tensor de segunda ordem.

Analogamente, o produto externo de um escalar » com um

tensor de primeira ordem,

da como resultado um outro tensor de primeira ordem. De onde se conclui

que o escalar x» @ um tensor de ordem zerg.

3.2.4 - Tensores Simetricos e Anti-simetricos. - Pseudotensores

Un tensor de segunda ordem Tij’ e chamado de tensor simé

trico quando seus elementos satisfazem a seguinte relagdo:

T.. .
A4 4

No entanto, quando

o tensor e chamado de anti-simétrico. Aqui, surge a seguinte pergunta:
sera que um tensor, sendo simetrico num determinado sistema de coorde
nadas cartesianas, tambem resulta ser um tensor simétrico em qualquer

outro sistema cartesiano? A resposta e positiva, isto &, se
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tem-se tambem que,

T, = TV, (I11.26)
Lf 44

A demonstracao desta propriedade e muito simples

= p=1 — = '
G T M Mip T = Mep Mip Top = Mg Mep T = Tig
Esta mesma propriedade se aplica para os tensores anti-

-simetricos.

Para tensores de ordem superior, pode-se, tambem, definir
estas mesmas propriedades de simetria, porem, em relacao a apenas dois
de seus Tndices. Assim, um tensor de terceira ordem & simétrico em rela

cao aos seus dois primeiros Tndices, quando

Tije = Tiee
Chama-se de pseudotensor, ao tensor cujas componentes

sao regidas pela transformacao (II1.25), exceto que vai multiplicado pe

lo determinante da matriz de transformagao. Isto e,

HE

Tijk o n SMgg Mg Mo e M T ety (111.27)
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Para o caso da matriz de transformacao (III.15), tem-se queodet ¥ = 1.

Porem, este resultado nem sempre & o mesmo, conforme sera visto aseguir.

Existe outro tipo de transformacao, chamada de rotagao
imprépria, na qual, embora a matriz de transformacaoc seja ainda ortogo

nal, o seu determinante tem o valor:
det ¥ = -1

Este tipo de transformagao, tambem leva o tensor (ou me
Thor, as suas componentes) a ser expresso no sistema desejado, exceto
que a direcao de um dos vetores base neste sistema & invertido . {Isto
2, um vetor base qualquer do novo sistema §L e trocado pelo 'éi)' Fica

evidente que a matriz M (III.15) representa uma rotagdao propria.

EXEMPLO 3.3

Seja o simbolo de Levi-Civita € jps Aue N0 Capitulo I
chamou-se de "tensor anti-simetrico". Em seguida, determinar-se-a, se

€4k € de fato, um tensor. Para isto, suponha-se que, de fato, cijk ©

um tensor, e gue portanto satisfaz a relacdo:

M

eiik = Mie Min Mo Somn (111.28)
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De uma maneira analoga ao feito para o tensor de
Kronecker, aqui tambem se faz uso das propriedades definidas do simbo

lo de Levi-Civita. Assim, sabendo-se que

1 quando os valores numericos dos Tndices se encontram

na sequencia positiva: 1, 2, 3, 1
-1 quando a sequencia e negativa: 3, 2, 1, 3

0 quando aparecem indices repetidos

deseja-se saber se Eijh’ tem as mesmas propriedades no novo sistema de
coordenadas. Suponha-se, por exemplo, que: £ =1, § = 2, k = 3. Para es

tes valores, a relagao (III.28) fica:

SEERE M1£ M2m M3n € tmn

Nota-se que esta expressao e a representacdo indicial do
determinante de uma matriz de 3 x 3 elementos (ver a equagao (III.33) do

Capitulo II). Portanto,
€i23 = det M

Para outro conjunto de valores dos indices, por exemplo

<=1, §=2, k=2, temse que,

M, M 0

€123 = Egyy Mg Moy Moy =
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Este resultado & devido ao fato de que as duas Ultimas Tinhas do determi

nante, sao iguajs. Para outros conjuntos de valores tem-se:

Comn "2e M3 My = S0 My Mop Mg, = det

m
wo-
N
=

|

= S M3£ M2m M1n T "o Mln Ma« M3E = -det i
onde foram usadas as propriedades de inversao de indices em € pmn”

Pode-se ver que o simbolo de Levi-Civita satisfaria as
relagoes de um tensor anti-simetrico, se a transformagdo fosse decorren

te de uma rotagao pripria, ou seja, quando det ¥ = 1.

Se as rotagoes fossem improprias (det m = -1) os resulta
dos anteriores, entao, nao corresponderiam @ definicao do simbolo de Le
vi-Civita que, por ser definigao, nao deveria depender de qualquer sis

tema cartesiano de referencia.
Para gue os resultados sejam os desejados, sera necess@

rio que na transformacao (111.28) seja incluido o fator det M, ficando,

portanto,

ik = Map M Moy g X (det ) (I11.29)

Desta maneira, ter-se-ia:
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= (det M) x (det M) =1

M
-
%]
w

I

= -(det ¥) x (det ¥) = -1

m
[oves
[}
—

1

onde todas as propriedades do tensor anti-simetrico sao satisfeitas. Co
mo consequéncia, e de acordo coma equacdo (II1.29), chega-se a conclusao

de que o simbolo de Levi-Civita € um pseudotensor.

E interessante,ainda, saber qual o tipo de tensor que &
gerado ao se fazer o produto externc de um tensor simples (por exemplo

de segunda ordem) T e um pseudotensor .

bl = TI 1 =
Chamando-se
Boons = ot Tus

tem-se que,

R .
44PG

H]

My Mg Moy Mg Bopy (det 1)

Portanto, o produto externo de um tensor simples com um

pseudotensor (ou vice-versa) e um pseudotensor.
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Obviamente, o produto externo de dois pseudotensores da

como resultado um tensor, sempre e quando |det M| = 1.

3.2.5 - Contracao de {ou Produto Internc entre) Tensores

Considere-se o produto interno {(ou escalar) entre dois

vetores:

| =
19
1l
>=
j=s)

(111.30)

A nova grandeza, assim formada, € evidentemente um escalar. O que tem
acontecido, portanto, & que da associacao de dois tensores de primeira
ordem, A e B, mediante o produto interno entre ambos, gera-se um tensor

de ordem zero.

A relacao (II1.30) indica que quando dois indices do  ten
sor sao tomados iguais (implicando, portanto, numa soma sobre estes in
dices repetidos), o tensor diminue de ordem. A operacao de se fazer dois

indices iguais e chamada de contragdo.

Pode-se ver tambem, da relagao (II1.30), queo produto in
terno entre dois tensores implica sempre numa contracao. (Ao contrario

do produto externo que implica em uma "construcao").

Em seguida, ver-se-ao as propriedades de transforma

caoc do produtp interno, assim definido,
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=
-

[ w]

H1

= Mg Mep Ay Bp = (M Moy Ay By = (M), Ay By

Spp Ah Bﬂ = Ah Bk

Portanto, Ah Bfz e um tensor de ordem zero em ambos sis

temas de coordenadas, ou tambem, o produto escalar entre vetores & uma

invariante sob a transformacac por rotacdo.

Outros exemplos de contracao entre tensores foram mencio
nados nas relagoes (I1II.3) e (II1.20). A contragao ndo sd implica numa redu
¢30 na ordem do tensor, mas tambem e como consequéncia disto  uma redu
¢ao no numero de componentes do tensor. Por exemplo, o produto externo

entre 0 tensor T.. e o V.,
Lf k

Pejb = Tej Vi

e um tensor de terceira ordem, e de 33 = 27 componentes no sistema car

tesiano tridimensional. Entretanto, o produto interno entre os mesmos

mi

tensores

.= T.. V.
A 41 4
que @ um tensor de primeira ordem com apenas 3 componentes.

E interessante também notar que a contracdo de um tensor
de segunda ordem TLL’ & equivalente ao traco da matriz formada com as

componentes do tensor.
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Em seguida ver-se-3o algumas contragoes interessantes co
nhecidas sob o ponto de vista do calculo vetorial. Por exemplo, conside

re-se o produto vetorial:
A x EIL ® Sk Aj B, (IT1.31)

Olhando-se para o segundo membro, pode-se ver que esta
operagao representa o produto interno, primeiramente entre o pseudoten
sor €k e o0 Bh’ cujo resultado da origem a um pseudotensor de segunda
ordem, e em sequida o produte interno deste resultado com o tensor Aj‘
Fica evidente que o resultado final e um pseudotensor de primeira ordem.

Assim, conclui-se que o produto vetorial entre AeB gera um pseudovetor.
Da forma analoga o produto

representa um pseudoescalar.

3.2.6 - Derivadas em Tensores Cartesianos

Uma das operagoes muite comuns no calculo tensorial
€ a diferenciacao ou derivagao. Conforme sera demonstrado em segui
da, um tensor cartesiano, ou methor, as componentes de um tensor
cartesiano podem ser sempre derivadas em relagao a uma outra va

riavel que n3ao seja nenhuma das coordenadas, gerando-se, como

consequencia, um outro tensor da mesma ordem. Entretanto, quande a de



- 36 -

rivacdao @ feita em relacao a uma das coordenadas do sistema ou a alguma
variavel diretamente ligada com as coordenadas, o resultado & um ten
sor de ordem superior ao original. Primeiro ver-se-a 0 que acontece
com as propriedades de transformacao, quando a derivada & em relagao a
uma variavel nao relacionada com as coordenadas. Por exemplo, seja w es

ta variavel e considere-se o tensor:

TL, (%], X5, X3, w) = b Mjﬂ Thﬂ (X1, X2, X3z, 0)

44
BT;-J- 2 3

= —— | M., M., T =M. M., — T
» o ik L CRE Lk 4R " ke

Chamando-se

tem-se,

2 M Mip Zpp

Esta relagao mostra que, independentemente das proprieda
des fisicas da nova grandeza gerada Zhﬁ’ a transformacao deste novo en
te B a mesma que a transformacdo de um tensor de segunda ordem. Portan
to, a derivada de um tensor cartesiano, em relacao a uma variavel que

nao depende das coordenadas, e outro tensor da mesma ordem.
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Para o caso da derivada do tensor em relacao a uma das
coordenadas, o caso @& diferente. Seja o tensor Tij = Tij {x], x5, x3).
A derivada deste tensor, e de sua transformagao, em relagao a uma  das

coordenadas, &:

3 9 2
§ = r—— : = s——
— T F [Mﬁa Mg Tm} Mie Mg - The
m m

Note-se que a matriz de transformagéoapara sistemas de coordenadas car
tesianas, so depende dos angulos de rotagdo e, portanto, ndo & afetada

pelas derivadas. Por outro lado

P P Tkﬂ X

— T, (X1, X25 X3) =

' !
3Xm BXH BXm

¢!

Porem, as coordenadas tambem se transformam segundo (III.16).

Supondo-se que a matriz de transformacao M, € uma matriz (nao - singu
lar) ortogonal e colocando a expressao anterior na notacac matricial

tem-se que,
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Yoltando a notagao tensorial,

= 7 1 !
Xn - (M)nm xm mn Tm
tem-se que:
axn
—L =M
ax' i
m

Note-se que nao existe mais a soma sobre o indice m, des

de que nao se tem Tndices repetidos. Finalmente, a derivada do  tensor

fica:

— ThE Mg M M — Twe (111.32)
n

Nesta expressao, nota-se a presenca de 3 fatores de trans
formagado, que, segundo a equagao (II1.25), corresponde & transformacio de
um tensor de terceira ordem. Logo, a derivada de um tensor cartesiano
em relacao as coordenadas € um outro tensor, porem, de ordem acrescida
em uma unidade. E importante notar que esta derivada, no sistema car
tesiano tridimensional, corresponde ao gradiente, uma vez que a deriva

da e feita em relacao a todas as coordenadas.

Observe-se que se estas derivadas sao diferentes de zero,

significa que existe uma variacao do valor do tensor para pontos no es
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paco. Ou tambem pode-se dizer que, para cada ponto do espaco, existe
um valor definido do tensor. Esta situagao, em analogia com as defini
goes de campo escalar e vetorial, e conhecida como campo temsorial e o

estudo deste € chamado de caleulo tensorial.

3.2.7 - Transformacao mais Geral de Coordenadas

As transformacoes que foram vistas referem-se, especifi
camente, as transformacoes por rotagdo do tipo (III.15). Para campos
tensoriais, em geral, quando se fala de componentes do tensor, o que
realmente interessa sao as componentes associadas as diregdes dos veto
res base do sistema. Assim, por exemplo, um vetor V no ponto x do espa
¢0 pode ser expressc mediante suas componentes

V() =V, (0§

Fica evidente que, para um campo vetorial nao interessa
onde se encontra a origem do sistema de coordenadas e, portanto, para a
transformacao das suas componentes e necessaria apenas a matriz ¥ de
transformacao. De uma maneira similar, para campos tensoriais em geral,

a transformacao das componentes de um tensor & feita apenas com o conhe

cimento de M.

No entanto, se a transformagao envolve nao apenas rota

goes, mas tambem uma tramslagao da origem do sistema, ela afeta apenas
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o vetor de posicao x, e nao as outras grandezas do espaco. Neste caso,

as coordenadas de um pontoc no espaco se transformam segqundo:

' =Mx+a ou xt =M., x. +a. (111.33)

onde a & o vetor coluna "translacao", cujos componentes sao as coorde

nadas da origem do novo sistema.

Entretanto, se = nao e o vetor de posicdo, porém, por

exemplo, a diferenga entre dois vetores de posicao

entao, sua transformacao tambem nao depende do vetor translagdo, confor

me pode-se ver aseguir

br' =g} - @ =My ta- My -q= Ma - o)

de onde se tem que

Logo, inclusive para este caso, o vetor translacao nao

entra na transformagao. Desta maneira, conclui-se que a relacao de trans

formagao (mais geral), indicada na equagio (111.33), € aplicavel so a ve

tores de posigao.
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3.3 - TENSORES CARTESIANOS 0BLIQUOS

3.3.1 - Vetores Covariantes e Contravariante

Os tensores referenciados a coordenadas obliquas  fixas

sao conhecidos como tensores cartesianos obliquos.

A interpretagao geométrica das componentes de um tensor
de primeira ordem, foi mostrada na Figura III.1, onde se fez a distin
¢do entre componentes contravariantes e covariantes. Assim, o vetor v
pode ser representado pelas suas componentes contravariantes Vi, obti
das a partir da lei do paralelogramo, ou pelas suas componentes cova
riantes Vi’ obtidas diretamente da projecdo do vetor V sobre os vetores
base do sistema. Ressalta-se, porém, que o vetor V, para ambos 0s casos,
e 0 mesmo. Desta maneira, o vetor V pode ser representado alternativa
mente por um vetor coluna de elementos contravariantes, ou outro de com

ponentes covariantes. Portanto, existirdao dois tipos de vetores coluna,

0 Econ e o Ecov’ que representam o mesmo vetor v.
V1) ( Vl A
v2 Vs
= | Vo, = | (111.34)
v v,
. AL
V" v
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Evidentemente, se o sistema de coordenadas & o cartesiano ortogonal, 0s
dois vetores coluna serdo identicos, recobrando-se a conhecida represen

tagao unica.

3.3.2 - Tensor Fundamental

Comumente, os vetores base do sistema de coordenadas sao

escolhidos de maneira que |eL[ 1. Todavia, para o caso de coordena

das obliquas, tem-se que &, . e, = cosa, onde o & 0 angulo entre os ve
tores base e; e §2. Entretanto, em vez de designar pelo co-seno do angu
lo, o produto interno entre dois vetores, pode-se adotar uma representa

¢ao mais geral como a que se seque:

(111.35)

onde |€,]* =g,; (aqui os Tndices repetidos, nao implicam em soma) &

uma grandeza que, em geral, & diferente da unidade.

0 conjunto de grandezas gij e chamado de tensor fundamen
tal, ou, tambem, de tensor métrico. Fica evidente a necessidade de um
esclarecimento quanto a natureza desta grandeza e, em especial, de uma
justificacao para defini-lo como um tensor. Na realidade, nac se dispoe,
nestas alturas, de argumentos que justifiquem a denominacao de  tensor
para a grandeza gij' Contudo, e apenas devido ao fato desta grandeza

possuir dois Tndices, pode-se adiantar que & um tensor de segunda ordem.
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De fato, conforme sera provado mais tarde, na subsecao 3.4.3, esta gran

deza & um tensor covariante de segunda ordem.

Observa-se tambem, na definicao (I1I11.35), que os elemen
tos gij formam um conjunto que podem convenientemente ser arranjados em
forma de matriz, e que esta matriz, assim formada, & uma matriz simétri
ca. De fato, o tensor fundamental e um tensor simetrico, cuja proprieda

de de simetria sera provada de uma forma geral, na subsecao 3.4.5.

3.3.3 - Tensores Covariantes e Contravariantes

Yoltando ao. conceito de vetores base, nota-se que uma muy
danca de coordenadas traz, como consequencia, uma mudanga nao  apenas
nas direcGes dos vetores base, mas tambem na escala do novo sistema.
A Figura III.4 esquematiza uma mudanca de coordenadas, em duas dimensoes,

entre os sistemas S e S, onde

er = Npper + Nyp gy
gy = Nap €1 + Ny €.
De uma maneira geral, tem-se que:
e, = N:jes (111.36)

onde Nij e a matriz de transformacdo.
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Fig. I11.4-Mudanca de vetores base em
coordenadas obliquas.

A transformacao das componentes covariantes VL do vetor
V, do sistema de vetores e, a0 éj’ pode agora ser obtida da seguinte ma

neira. Segundo a equagao (IIL.7),

VL =Y. € = Af ~ gj
de onde,
VL = Nij Vj (I11.37)

0 interessante desta transformacao & que esta obedece a
mesma Tei de transformacao que a dos vetores base, indicada na relagao
(I11.36). Estae a razdo pela qual as componentes VL sao chamadas de com

ponentes covariantes do vetor V.

Arelacao (II1.36), escrita na notacao matricial, fica:
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HI]
It
=

1 ®

Assim, supondo-se que ¥ & uma matriz nao-singular, tem-se

ou, na notacao indicial:

—1 —

= (¥ 7). e; 111.38
()5 85 ( )
Esta @ a relagdo da transformacao inversa entre os vetores base. Subs

tituindo-se esta relacao na eguacao (II1.6), vem

A A 1 ~ VL -
V=V =¥ n . = (N ..
~ & Wy =) Vg
Chamando-se
. N]_ ,é
o S
Vo= (¥ )ji ) (IT1.39)

tem-se que,

A _of =
Y SL =V gj

ou seja, o vetor Y pode ser expresso, mediante a mesma representacao,

tanto no sistema S como no S.
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A expressao (I11.39) e arelacdo de transformagao das com
ponentes contravariantes do vetor V. A denominagao de contravariante fi
ca evidente devido & matriz de transformacdo (que & inversa da matriz
de transformacao covariante).

n

Em suma, pode-se dizer que 0s vetores coluna ECO e v

' ~coy’
ou  simplesmente vt e \(/é respectivamente, sao definicGes mais ge
rais de "vetores" e que, mediante a analise anterior, auto justificam-
~se as denominagoes de componentes contravariantes e covariantes de um
mesmo vetor, respectivamente. As entidades que se transformam segundo

as relagoes (II1.37) e (I11.39) s3o chamadas de tensores covariante e contrq

variante de primeira ordem, respectivamente.

Analogamente, entidades que se transformam segundo:

Tei = N Mg Tee (111.40)
st
T2 @0 7N, T (111.41)

sao chamadas de tensores covariante e contravariante de segunda  ordem,
respectivamente. 0 resultado do produto externo de um vetor covariante
e outro contravariante, da origem a um tensor mixto de sequnda  ordem,
Logo, toda entidade que se transforma segundo,

= _ 1 k
Ti= ) g Ny Ty (111.42)
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e chamada de tensor misto de segunda ordem. Naturalmente, este tipo de

tensor nac existe em sistemas cartesianos ortogonais.

3.3.4 - Tensor Reciproco

. .~ £
0 produto interno do vetor de posicao X = X e, com um
dos vetores base ej do sistema evidentemente &: x .ej = X .. Assim:

e, .e, xt=g. xt (111.43)

Neste caso, o tensor fundamental atua como se fosse um operador que con
verte uma componente contravariante numa componente covariante. Em ou
tras palavras, o tensor gji tem a propriedade de "abaixar" o indice do
tensor sobre o qual atua. Ao mesmo tempo, este procedimento consiste na
contracao de um tensor mixto de terceira ordem (dois indices covarian

tes e um contravariante).

Em correspondencia & operagdo de abaixar um indice con
travariante, existe a operacao inversa de "levantar" o indice, podendo
ser feita da seguinte maneira. Multiplicando-se a equacgaoc (I11.43) pela
matriz inversa de g (formada com os elementos de gij)’ ou seja g_l, e

definindo-se
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¢ x,

L. X
§ g

=g i

Porem, por definigao:

logo,
X, (111.44)

0 tensor gid, que e um tensor contravariante, conforme

sera demonstrado mais tarde, & as vezes chamado de tensor reciproco do

fundamental. Uma outra maneira de se referir aos tensores gij e gLJ e

chama-los de componentes covariantes e contravariantes do tensor g. Ob

Serve-se gue:
g.. g Sgg =T = &7 (111.45)

Esta relacao da uma nova definicao do delta de Kronecker em coordenadas
obliquas. 0 delta de Kronecker pode ser considerado como um tensor mix

to de segunda ordem que resulta da contracao entre as componentes cova
k

£
e efetivamente um tensor mixto sera feita de uma maneira geral na segao

riante e contravariante do tensor fundamental. A demonstracao de que §

seguinte.
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Note-se que sendo o tensor fundamental gij’ uma grandeza
. - . —~ - - - /{’,' -
simetrica em relacao aos seus indices, o tensor reciproco g I também se

ra simetrico em relagao aos mesmos indices.

3.3.5 - Yetores Base Covariantes e Contravariantes

Os vetores base, que tem sido de uso comum no material
visto ate aqui, sdo vetores covariantes, devido a sua caracteristica de

transformagao indicada na relagao (III.36).

Define-se um vetor base contravariante e* mediante o se

guinte produto escalar:

(111.46)

Esta definicao tem implicacoes muito interessantes. Por

exemplo

et e =0 se L # §
Ou seja, os vetores e sao ortogonais aos e Por outro lado,
9@' cos (gi, e;) =1

E interessante notar que a relagao entre os vetores base

covariantes e contravariantes & similar 3@ relacao entre os vetores do es
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paco primitivo e os do dual nos espacos vetoriais lineares estudados no
Capitulo II. Nesta comparacdo, os vetores base contravariantes represen

tariam o papel de um espaco dual.

A existencia dos vetores base contravariantes traz como
consequéncia uma representacdo alternativa de um vetor em funcio das suas
componentes covariantes. Lembrando-se a representagao (I111.3) para um ve
tor, e fazendo-se uso da propriedade do tensor reciproco de levantar os
indices covariantes, tem-se que:

Vavte, =qg¥ v, e,
~ 4L i ~L

Dada a simetria do tensor reciproco, tem-se ainda que

e, = g'te, = @&
L = =

logo

HE
1
=

11D

¢~

(I11.47)

0 interessante das relacoes (I11.6) e (I1I1.47) & que ambas
representam uma adicao vetorial das suas componentes, contravariantes

e covariantes respectivamente, de acordo com a lei do paralelogramo.
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3.4 - TENSORES GENERALIZADOS

Nesta secao, ver-se-a a transformacao das componentes de
um tensor, referenciadaaum:sistema de coordenadas arbitrario (onde, in
clusive, a orientacao dos vetores base do sistema varia para cada pon
to do espago), chamado tambem de curvilineo generalizado a um outro sis
tema igqualmente arbitrario. Naturalmente, nesta analise, encontram-se
incluidos os tensores cartesianos ortogonais e obliquos, estudadgs nas
segoes 3.2 e 3.3, e que chegam a ser simples casos particulares do que

se seque,

Exemplos de sistemas de coordenadas, cujas orientagoes
mudam para cada ponto do espaco, sdo as coordenadas curvilineas ortogo
nais, entre os quais tem-se as esferico-polares e cilindrico-circula
res, estudados na secao 1.10 do Capitulo I. Por exemplo, no sistema es
ferico-polar, mostradona Figura III.5, para um ponto x no sistema de co
ordenadas r, 8 e ¢, 0s vetores base neste ponto sdo r, § e ¢. As compo

nentes do versor r, em fungdao do sistema fixo X, ¥ e Z, sao:

L H

175

= sen 6 COS ¢ X + sen © sen ¢ Y + €OS 6 Z

Fica evidente que esta direcao e diferente para cada ponto do espaco.

Naturalmente, os outros vetores base tambem mudam de diregdo.

Se no exemploda Figura III.5 se quisesse mudar do sistema
esferico-polar para o cartesiano, ter-se-ia que se usar as relacoes se

guintes:
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X =T Sen 8 cos ¢ = x{r, 8, ¢)
¥y =1rsen g sen ¢ = y(r, 8, ¢)
Z =" Cos 6 = z{r, 0, ¢)

Fig.II1.5-Sistema esferico-polar como um exemplo de
sistema de coordenadas, onde as diregoes
dos vetores base mudam para cada ponto do
espago.

Note-se que, neste caso, as relacoes de transformacao
ndo sao mais lineares, como foi o caso das transformagoes cartesianas.
De uma maneira geral,echamando—sede:(éﬁscoordenadas de um sistema S,
e X as do sistema 5, as relagdes de transformacao, agora, podem ser es

critas da seguinte maneira:
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ek, w2, ol Y (111.48)

3.4.1 - Yetor Contravariante e Covariante

0 vetor elementar d £ que une o ponto representado pelo
vetor de posicdo x, com outro muito proximo dele & d £ = d xi'gi. Mais
simplesmente, este vetor elementar pode ser representado apenas por uma
de suas componentes d xi. Analogamente, no sistema S, o vetor elementar
e representado por d ii. Estas ultimas componentes sao obtidas diferen

ciando-se diretamente a relagao (III.48):

dit = B gy (111.49)
axt

Esta ultima expressao define a transformagao de vetores

contravariantes. Assim, toda grandeza que se transforme sequndo:

vf (T11.50)

e chamada de vetor contravariante. Note-se, nesta transformagao, que as
derivadas parciais sdac feitas nas coordenadas do sistema "combarra® {(nu

merador), em relagao as coordenadas do sistema "sem barra" (denominador).

A equacdo (IL1.50)e uma generalizacdo das transformagoes

(I11.9) e (111.39) dos tensores:cartesianos ortogonais e obliquos, respecti
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=L
vamente. Pode-se ver que as grandezas Eﬁ?’ sao equivalentes aos elemen
X
tos das matrizes de transformagao correspondentes. De fato, e chamando-
=L
-5e Nji = Eﬁ;, ve-se que, com estes elementos, pode-se construir uma
ax

matriz de transformagao.

Em seguida, encontrar-se-a a relacdo de transformacdo de
um vetor covariante. Para isto, considere-se a fungao escalar & (x!,
X2, .. X7 ... xN) que, por ser uma grandeza escalar, e invariante em
relagao a transformacoes de coordenadas. Entretanto, o conjunto formado
com as derivadas iﬁ%, e um vetor (grandeza com um indice) que "mede" o
grau da variagao d2x¢ nesse sistema de coordenadas. Este vetor, escrito

no sistema S, & dado por:

= X 9 (111.51)

Esta expressao define a transformagao de um vetor cova

riante. Toda grandeza que se transforme segundo:

v, = 2y, (111.52)

e chamada de vetor covariante. Observe-se que nesta transformacio, as
derivadas parciais sao feitas nas coordenadas do sistema "sem barra"

(numerador}, em relacao as coordenadas do sistema "com barra™ (denomina

dor).
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Para facilitar a memorizagao das relagoes de transforma
¢cdo dos vetores contravariante e covariante, e interessante notar que a
posicao do Tndice (se superior - contravariante - ou inferior - cova
riante), da grandeza gque se encontra no primeiro membro, indica a posi
gao, {numerador ou denominador respectivamente), da sua coordenada nos

coeficientes da transformagao.

EXEMPLO 3.4

Suponha-se que em coordenadas polares (r, 8) se faz a
seguinte troca de variavel: A = £n r, de maneira gue as novas coordena
das "polares" agora sejam r e 8. E interessante saber como & que se
transformam, a este novo sistema, as componentes contravariantes Vi do

vetor V, expressas no sistema cartesiano (x, y).

As relagoes de transformacao segundo a equagao (II1.50),

sao0:

yhoe By B Y

3% ay
TR L L
X y

Fica evidente que o problema consiste em encontrar os valores das deri
vadas parciais. Nao se deve esquecer que as relagoes de transformacdo

das coordenadas polares as cartesianas, sSao:



<
1l

=
0

r Cos

r sen

s

8

ou, alternativamente,

P2 = x2 4+ y2

I
>[4

Assim, entao,

JA

3X

Porem,

Todavia,

_

ay

ar
ax
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de onde se tem:

A 2 o cos o

|

X
Analogamente,
222 . sen g
oy
Finalmente:
v} = e™ (cos e V* + sensvY)
De uma maneira similar, encontra-se que,
%8 . e sens = os e
X Jy
de onde:
V8 = 2™ (-sene V* + cos 8 VY)

Pode-se verificar, tambem, que a transformagao inversa é:
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- yv e vY = yvk + xv®

0 problema de se encontrar as transformagoes covariantes

e deixado para o leitor.

3.4.2 - 0 Jacobiano da Transformagao

No ultimo exemplo, a transformacao inversa (deixada como
exercicio) pode ser encontrada aplicando-se dirvetamente as relacoes de
transformacao, ou, tambem, resolvendo-se o sistema de duas equagdes ob
tido da primeira transformagao. Entretanto, surge sempre a pergunta:
sob que condigoes existe uma transformacac inversa? Ou melhor ainda,
quando & possivel a transformagao de um sistema da coordenadas a um ou
tro, e vice-versa? Em seguida, encontrar-se-a uma relacac matematica

que responde a este tipo de perguntas.

Considere-se a retagao de transformacao (III.52) na sua
forma matricial. Para isto, & necessario notar que o primeiro Tndice de
cada elemento da matriz tem que corresponder ao indice do operador E:I’

ax
por razoes obvias. Assim, chamando-se

a relagao (II1.52) pode ser escrita na da forma
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v =qQV

“.cov “cov (111.53)

onde os vetores cojuna sao formados com as componentes covariantes, e

onde
[ ax! %2 ... )
ax! ax! ax?
ax1 22 "
g = | X X2 X2
ox1 3x2 . axt
L ax” ax'" ax’" )

A transformacao inversa e obtida multiplicando-se a equa

cao (III.53) por g !, na suposicao de que este inverso exista,

Yeov =@ Yeov (111.54)

Fica evidente que a transformagao inversa existe, apenas

1

quando @ e uma matriz nao singular. Lembra-se (Capitulo 1I) que esta

2]

condicao e satisfeita quando: det ¢ # 0.

0 determinante da matriz ¢ e uma grandeza de muita signi

ficancia e sera designado por:

5
X - det @ = det E§Z}

ax X J
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Assim,

[ ax! 9x2 ax’" )
ax? ax! axt
ax ! ax2 ax't
]i’_i = | ax2 9%2 3%2 (111.55)
ax ) . )
axl ax2 ax"
X" ax" 3% )

Este determinante recebe o nome de Jacobiano da transfor
magdo, cuja existencia {diferente de zero) garante a existénciada trans

formacao de um sistema para outro, e vice-versa.

Embora tenha sida usada a relagao de transformagao dos
vetores covariantes para se chegar a expressao do Jacobiano, pode-se de
monstrar que uma expressac equivalente & cbtida se se fizer uso da rela

cao de transformagao dos vetores contravariantes.

Outras representacoes do Jacobiano comumente encontradas

na literatura correspondente sao:

Lembra-se que o Jacobiano ja tinha sida mencionado no

Capitulo I, porém, sob um ponto de vista diferente, embora, na opor
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tunidade, fora adiantado que se tratava do "acoplamento" entre dois

sistemas de coordenadas.

3.4.3 - Tensores de Ordem Superior

De uma maneira similar ao caso dos tensores cartesianos
obl3quos, o produto externo entre dois vetores contravariante origina,

tambem, um tensor contravariante de segunda ordem. Assim,

gl - 22%- 32%— Ak gt
X 3xX
Chamando-se, como antes,
T - At g
tem-se:

(111.56)

Toda grandeza, cuja transformagao sequea relacao (II1.56), e chamada de
tensor contravariante de segunda ordem. De uma maneira similar, sao defi

nidos os tensores seguintes:

kL
= 8% 8% T,, = Tensor covariante de segunda ordem (111,57)
o axd B

—

Af



- 2 =

=L £
Tj = EEE- 2%* Tﬁ = Tengor misto de segunda ordem (I11.58)
ax X

EXEMPLO 3.5

Neste exemplo, investiga-se natureza do delta de kronecker,
sob 0 ponto de vista de coordenadas generalizadas. Deve-se lembrar que,
de uma maneira mais ou menos intuitiva, foi inferido que este simbolo

era um tensor misto conforme a relagao (II1I.45).

Para se saber seo delta de Kronecker e, de fato um tensor
misto, € necessario submeté-lo a transformacao de um tensor misto e ver
se, depois da transformacao, esta grandeza continua a satisfazer as pro
priedades definidas. Assim,

i _ axt ax®

k
§, = — @
N T

Aplicando-se, nesta expressao, as propriedades do simbolo

de Kronecker no sistema sem barra, tem-se

=L
0 Ultimo termo € 1 se {=4 (ou seja, para um valor numerico de £, §§¢—=
ax
= 1) ou e zero se L # §, uma vez que as coordenadas, no mesmo sistema,
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sao variaveis independentes entre si. Logo, a relacao de transformagao
torna-se uma identidade, de onde se conclui que o delta de  Kronecker
obedece a transformagao

£

. =L
=£{ _ 8x" oX k

X X

Esta relacao mostra que os elementos 6; sao as componen

tes de um tensor misto,

Convida-se o leitor a provar que o delta de Kronecker
nao satisfaz as transformagoes de um tensor contravariante nem as de um

covariante.

3.4.4 - Contracao

A propriedade de contragao, de uma maneira semelhante
aos tensores nos sistemas cartesiano ortogonal e obliquo, implica na
redugao da ordem do tensor. Aqui, também, a contracdoc € feita igualan
do-se dois Tndices. Porem, e aqui estd a grande diferenca, os 7ndices
envolvidos tzm que ser um Tndice covariante e um contravariante, ou vi

ce-versa. A contragao nao pode ser feita com indices do mesmo  "njvel®

conforme sera visto a sequir.
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Seja o tensor TH Vj uma vez que o indice € repetido,
este e "mudo", ficando, entao, o Tndice contravariante . como repre
sentativo do tensor. Chamando-se

AL = Tij Vj

tem-se que a transformacao desta grandeza, éa:

R L2 A ST GO R VA Y UV G P T T A
iTTE X Tk o7 7 n
O ax® ax!  ax

Porem,
ax k) ax" _ om
38X axﬁ ax £
Portanto,

. =L
ﬁ»(.. _ 9X fem v _ X k (111.60)

Esta transformacao corresponde a um vetor contravariante. Logo a gran
deza TY Vj (originalmente um tensor de terceira ordem, contravariante

nos indices 4 e covariantes no outro indice j) & um vetor contrava

riante.
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Suponha-se que se queira saber se a grandeza TY I (in
dices contravariantes iguais) & um tensor. Para elucidar isto, primeiro
supoe-se que esta grandeza, de fato, seja um tensor, aplicando-se, por

tanto, a transformacaoc de um tensor

=if 5f _ oxt ox! %! ke m
T = T v
ax® axt o

Pode-se ver que a transformacao desta grandezando leva a uma contragao
e, devido a soma sobre os indices repetidos j, nem sequer & a transfor
magao de um tensor. Isto prova que a contracdo de um tensor so tem 1u

gar quando os indices iguais ficam em niveis diferentes.

Rs vezes e necessario explicitar que um determinado ten
sor € o resultado de uma contracdo. Assim, por exemplo, na equagdo (I11.
60), o tensor contravariante A“ & o resultado da contracdo dos tenso

km

res T e V . Para que isto seja assim entendido, a relagdo (I11.60) pode

ser escrita na forma:

.. -4,
=L{ _ B kin
RS = 2 A (I111.61)

J ax

3.4.5 - Tensores Fundamental e Reciproco

Na secao dos tensores cartesianos obliquos,o tensor fun

damental foi definido mediante a relagdo (I11.35)
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onde os e, sao vetores base (ou diregoes) do sistema cartesiano obl17
quo. Neste sistema, a magnitude (ou modulo) de um vetor elementar d7,

no espaco das coordenadas, e dada por:
- = (dx¢ § s a et dit
(dZ) (dZ} . (dZ) = (dx EL) . {dx gj) 9 dx™ dx

0 tensor fundamental gij (ou meThor, as suas  componen
tes), que para o caso das coordenadas obliquas s3o quantidades constan
tes, em tensores generalizados, sao diferentes para cada ponto do espa
co. A seguir, demonstrar-se-a que estas grandezas sdo componentes de um
tensor covariante e nao apenas de uma matriz, conforme fora mencionado

na secao 3.3.

Sabendo-se que (dZ}? & uma invariante para qualquer sis

tema de coordenadas tem-se que,

(42)% = dx* dxl = g, dx® axt (111.62)

0 primeiro membro:



- 67 -

Comparando-se o segundo membro desta Ultima expressao

com o segundo membro da equacao (III.62), tem-se

Esta transformacao corresponde a um tensor covariante de segunda ordem
do sistema S ao sistema S. Portanto, conforme foi adiantado, conclui-

-5€ que o temnsor fundamental é um tensor covariante.

Neste ponto fica interessante encontrar uma interpreta
cao geometrica para o que significa o tensor fundamental. Para isto, su
panha-se um espaco bidimensional “curvo', tal como o de uma  superficie
esferica de raio R. Usando-se as coordenadas esferico-polares, pode-se

demonstrar que o elemento de comprimento, neste espaco, & dado por:
(d2)? = R?(ds)2 + R? sen 8 (d¢)2
Para este caso, tem-se que:
911 = R%3 gpp = R? sen?8 e g15 = gp; = O

0 importante, nestas relagOes, & que as componentes do tensor fundamen
tal exprimem as caracteristicas geométricas do espago. Note-se que a ma
triz g, formada com os elementos do tensor fundamental, &umamatriz dia

gonal, para este caso em particular. Em geral, quando o elemento de com

primento e obtido mediante a relagao:
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(d2)? = g, (dx*)? (I11.64)

o espaco de coordenadas & um espago Fuclidiano de vetores base  ortogo
nais entre si.Em geral, um espaco Euclidiano pode estar referido a um
sistgma de coordenadas obliguas tendo-se, portando, o tensor gij nao
diagonal. Evidentemente, existe a necessidade de se ter um criterio pa
ra se estabelecer quando um espaco € Fuclidiano. Este criterio existe

e sera mencionado depois na segao da lei gravitacional de Einstein.

0s espagos, cujo comprimento diferencial & dado pela equa
cao (I111.62), (referenciado a sistemas nao-cartesianos}, onde a matriz,
formada com os elementos do tensor gij’ ndo e diagonal e det g # 0, sao
chamados de espagos Riemanianos, 0u tambem, espagos curvos. Aplicagoes
dos espacos Riemanianos serao vistos no final deste Capitulo. Entretan
to, pode-se adiantar que nao € muito facil imaginar um espaco Riemania
no, mesmo porque nao existe nada parecido neste mundo Euclidiano. Por
exemplo, no caso do espaco bidimensional "curvo", o que, ao final, fi
cou estabelecido @ que este espago corresponde a um Euclidiano. Isto
porque o espaco bidimensional, assim definido, corresponde a um  Eucli

diano tridimensional.

Agora, volta-se ao estudo do tensor fundamental. Uma pro
priedade deste tensor e obtida da equagao (I11.62), observando-se que os

ndices mudos podem ser convenientemente trocados de maneira a se ter:

() zg,; dd ot =g, dx® dxd
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Comparando-se esta expressao com a {III.62}, conclui-se que

g.. = 9. (I11.65)

Isto &, o tensor fundamental é um tensor simétrico. Esta conclusao e tri
vial em coordenadas obliguas, uma vez que o tensor fundamental, neste
caso, & definido apenas como o produto escalar entre os vetores base do

sistema de coordenadas, conforme indicada na equagao (III.35).

A seguir, ver-se-3o as caracteristicas do tensor recipro
co. Para isto, lembra-se que os elementos do tensor reciproco, ou me

Thor as componentes do inverso da matriz g, foram definidas mediante

a equagao (1II.45).

. e = . -1
onde, de uma maneira arbitraria, os elementos de g foram chamados de
componentes do tensor contravariante de segunda ordem. Em sequida esta

denominagao sera justificada.

) ij = ¢¥* aos elementos da matriz g™, e

de acordo com a relagao (III.45), tem-se que

Chamando (g~*

L] _ A
9 gjh = 8y
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0 que se conhece, nesta expressao, & que 9:h e um tensor covariante de
segunda ordem, o segundo membro da equacac & um delta de Kronecker, e
este sTmbolo, em coordenadas generalizadas, & um tensor misto. Escreven
do-se a equagao anterior no sistema S, e efetuando-se a  transformacgdo

do tensor misto no segundo membro, tem-se:

_ £ aii 3X in
RE% "7 -k oL ok &8

oX ax IX

Af o o gh oo BXC ! ’
97 g, o

Por outro lado, com a transformagao do primeiro membro,

esta equagao fica:

R | m =L M
={f 3% 3 _axToax Ln
9" — —F 9w "7 5 9 9
oxd x5l R um

(|
Igualando-se os coeficientes de—a—X-E 9, M ambos 0s membros, tem-se
X

n iy =L
a -
f- gti = X gﬁm

X Ix

=k
Multiplicando-se esta equacao por Eﬁﬁ e, evidentemente, somando-se so
ax -

bre todos os indices repetidos, tem-se:

gtk = 2 B (111.66)



- 71 -

Arelagdo (111.66) mostra que os elementos da matriz g !
se transformam. segundo as componentes de um tensor contravariante de se
gunda ordem. Portanto, o tensor reciproco & um tensor contravariante de

segunda ordem.

. L = .
Suponha-se que o sistema de coordenadas x~ € o cartesia
no ortogonal fixo tridimensional, e que o sistema de coordenadas x* &

um sistema arbitrario. De acordo com a relagdo (III.35), tem-se que:

%j = Sij

Logo,

(d2)?

§,. dx© dxd = dxi dxi
AS
Por outro lado, da relagao (I11.62),

(42)2 = dx* axt = 3, dk® ok (111.67)

Porem,

. L
dx* = EéE dx
2

Assim, efetuando-se esta transformacao na relacdo (III.67), tem-se:
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i
X g7k axb =5, dx® axt
i ke

aX X

Fica evidente que,
Y% * F 7 (I11.68)

Esta ultima relacdo permite determinar as componentes do
tensor fundamental do sistema de coordenadas x*, quando a transformagao

e feita de um sistema cartesiano ortogonal.

EXEMPLO 3.6

Supondo-se que o sistema de coordenadas X* & o esférico-
-polar (x! = r, X2 = g e x® = ), encontrar-se-30 as componentes do ten

sor fundamental, deste sistema, relativos ao cartesiano ortogonal fixo.

Lembra-se que a relagao de transformacdo entre os  dois

sistemas € o sequinte:
xl = x1 sen x2 cos X3, x2=xlsenxZsenx® e x3 = Xl cos x2

Logo,

g11 = — + — -t = »
axl  axl ax!l ax! axl axl

- axl  axt x2  ax2 ax3  ax3 _ [ax1)2 4 |ex2)2 N ax 32
ax !

ax! ax!
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{sen X? cos x3)2 + (sen x2 sen x3)2 + (cos X%)2 = 1

g1p = 1
Analogamente,
§22 = r? s §33 = r2 sen? o

Os outros elementos fora da diagonal sao todos zero, conforme pode ser

facilmente verificado. Portanto, os elementos do tensor fundamental,

colocados na forma matricial, sao:

1 0 0 )
g =0 re 0
0 0 r2 sen? g

J

Assim o elemento (d7)?, em coordenadas esferico-polares, & dado por:

(d7)2

_ _ 32
gr1 (dx1)? + g5 (dx2)2 + g35 (dX ) (I11.69a)

(d2)?

(dr)2 + r2 (de)2 + r2 sen2 o (d¢)2 (IT1.69b)

Observa-se que a relagao (III.69a) e identica & equacao
(1.42) do Capituio I, onde o quadrado das "métricas" hi das coordenadas
curvilineas, identificam-se com as componentes do tensor fundamental

(chamado tambem de tensor métrico) 9
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3.4.6 - Tensores Relativos

Existem tensores, cuja transformacao de coordenadas se

gue as relagoes normais de transformacdo, exceto que vao multiplicadas

por uma potencia do Jacobiano de transformacdo. Isto &:

_,{: —f -Y T
5 ax”  Bx ax'  ax aB ax
ptd = 9K X% . X .... R = (111.70)
. ax®  axP 2%k ol T0 5%

Tensores que se transformam desta maneira sao chamados de tensores rela

9X

9X

tivos de peso m, onde m € uma constante e

e o Jacobiano da trans

formagao definido na relacdo (IIL.55).

Quando = =+1, o tensor & chamado de tensor densidade.

Se v = -1, o tensor € &@s vezes chamado de tensor capacidade.

E muito facil demonstrar que o produto (internc ou exter
no) entre tensores relativos da, como resultado, um outro tensor relati

vo, de peso igual @ soma algebrica dos pesos de cada tensor.

EXEMPLO 3.7

0 tensor de Levi-Civita, em coordenadas generalizadas,

pode, convenientemente, ser representado como um tensor contravariante
Lik . . . .
et » Ou covariante Eijh’ ainda com as mesmas propriedades conhecidas.
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Em seguida, ver-se-ao, as propriedades de transformacdo da versao con

travariante.

Dado que o sTmbolo de Levi-Civita € decorrente de uma
definicao, deve ficar evidente que em qualquer sistema de coordenadas,

suas propriedades serao sempre as mesmas. Isto e:

5&4& . E&jh

Supondo-se que este sTmbolo & um tensor contravariante de terceira or

dem, sua relacao de transformacdo sera a seguinte:

Sijh o XS a% AR tmn
axC o ox

A relacao de transformacado acima, neste caso, & mais con

venientemente estudada sob o ponto de vista de produto matricial. Assim,
=L

representando-se os elementos de transformacdo Eﬁz, por elementos de

X

uma matriz @, e dado que o tensor contravariante de terceiraordanezm”,

no sistema de coordenadas x*, tem as propriedades do simbolo de Levi-Ci
vita, entao ve-se que o segundo membro da relacao de transformacao pode

ser escrito na forma matricial equivalente da seguinte maneira:

0x¢ axd ozt Lm0 g
axﬂ, o™ oyl 24 “mi “nk Smn
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Assim, a relagao de transformacao, escrita na forma matricial e para va

lores de £ =1, § =2e k =3, fica:

€123 = Qo Qo Q3 Eppy = det @

Porem,
det @ = o
3X
Logo,
“123 _ |3X
ax
Pode-se ainda provar que
3X Eé =1
X ax
ou seja,
ax| _ |ax|™!
3X X

Portanto,
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=123 -1

ax

ax

Evidentemente, este nao € o resultado desejado, uma vez que, sequndo a

definicao do simbolo, 123 = 1,

Pode-se ver ainda que

ax| -1

ax

=321 - _ £221 = g

e assim por diante.

Observa-se que todos estes exemplos reproduzem os resul

tados desejados, quando 3 relacdc de transformacao se acrescenta o fa
+1 gl - - » - -

§§ . Logo, para que a definigao do simbolo de Levi-Civita seja u

X

ma invariante, & necessario que a sua relagdo de transformacdo, como

tor

tensor, seja

ik axt axd xR Amn

axC ax™ ax

ax +1

3X

de onde se conclui que o tensor contravariante de Levi-Civita & um ten

sor relativo do peso m = +1, chamado também de tensor contravariante

densidade de terceira ordem.
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De uma maneira similar, pode-se provar que € ik e um ten
sor covariante de peso w = -1, ou tambem, um tensor covariante capa

cidade.

E interessante ocbservar que o sTmbolo de Levi-Civita, em
coordenadas cartesianas ortogonais, € apenas um pseudotensor, uma vez
que o Jacobiano das transformacoes sao simples determinantes das matri

zes de transformacao.

EXEMPLO 3.8

Neste exemplo sera determinado o tipo de grandeza que re
presenta o determinante da matriz formada com as componentes de um ten

sor covariante de segunda ordem. Considere-se o tensor covariante Tij'

o _axkoaxd
R o |
YRt xR
- axk
Esta relacao escrita, novamente, numa forma matricial onde —7 = Qpo
90X

fica:

Tii = QU Tee Qg = Qg Ty (@)
ou seja,
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Tomando-se o determinante desta equacao matricial e lembrando-se que o
determinante de um produto de matrizes & igual ao produto dos determi

nantes de cada matriz, tem-se

det T = (det @) (det 7) (det @)
Por outro lado,
det ¢ = det @ = Eéi
ax!
Finalmente,
det T, = det Ty, —2—2—{”

Isto e, o determinante das componentes de um tensor covariante de segun

da ordem, & um escalar relativo de peso = = 2.

3.4.7 - Teorema do Quociente

Este teorema permite determinar se o conjunto de grande
zas A(4i, f, k, ...), individualizadas pelos valores numericos dos Tndi
ces L, §, k, ..., constituem as componentes de um tensor. 0 procedi
mento seguido ndo @ o de verificar se cada um dos elementos deste con

Junto de grandezas se transforma como as componentes de um tensor, po
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rem, segue-seummetodo indireto pelo qual, e coma ajuda de outros tenso
res definidos, consegue-se saber de uma maneira imediata se A (4, 1,

ky ... )} & um tensor.

0 Teorema do Quociente pode ser expresso da sequinte ma

neira: Se o produto tensorial (seja interno ou externo) da grandeza A

(<> 45 Ry ...) com um tensor arbitrario, d3 como resultado um segundo
tensor, diferente do primeiro, entao, A(i, §, k, ...) tambem & um ten
sor.

Para a demonstragac deste teorema,suponha-se a seguinte

relagao:
A4, £, k) T, = PR (111.71)
3 ) ’Lj_ .
onde Tfj e um tensor misto arbitrario, e Rph um contravariante. De

uma maneira intuitiva, pode-se raciocinar da seguinte maneira. No pri
meiro membro existe contragao nos Indices 4 e j, e dado que a contracao
existe apenas quando os Tndices da contracdo se encontram em niveis di
ferentes, pode-se concluir que os Tndices £ e § da grandeza A{ ., f, k),
sao indices contravariantes. Olhando-se para o segundo membro, observa-
-se que os dois Tndices que subsistem sao ambos contravariantes, de on
de se infere que o indice k da grandeza A({, j, k), € também um Tndice

contravariante. Logo,

AL, 7, k) = ALIR
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0 metodo dedutivo anterior € confirmado pela seguinte a
nalise. A transformagao da equagao (I11.71) pode ser feita apenas nos fa

tores das grandezas conhecidas. Assim, o primeiro membro fica,

- W n
ﬁ(i, is k) Tp. = ﬁ(i’ i k) BX BX, ax'

4 axt axt axd M
Por sua vez o segundo membro
- P ok P oaxk
gPk - 3xT E;E RIT - 3X° Eﬁz. AL, §, &) T%.
sx?  ax ax?  ax I

Subtraindo-se membro a membro, a segunda equacdo da primeira, e i

gualando-se, convenientemente, 0s indices mudos, tem-se:

li?] n

= . . ax aX ax axX oX
A(L, §, R) — - lE - —5 — A(m, n, 1) IE =0
axt axC axd M 5l ot s

- " n =k

X X IX . ax

- R4, 1. RY - = A(m, n, 1) ™ -
¢ [ axt  ox%! ax"

X

4
Multiplicando-se esta equagao por-géE (operagao que implica em soma
3X

sobre todos os indices p), e notando-se que:

5> BX &
axP axﬂ £
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tem-se:

Porem, T;n € um tensor arbitrario (diferente de zero). Logo,

i n =k
27 5 M4 s k) 2 P A, s x)
ox ij ax
~ axt axY
Multiplicando-se ambos os membros desta equagdo por — (onde a so
ax ax

ma sobre os Tndices repetidos men fica implicita) tem-se:

-k .=u  .=v
5% 8% A4, §, k) = Bxﬂ me X Am, n, 1)
y ax " XM ax

Assim, finalmente:

-k -
Rlu, v, by = 2 3% 33X wpy ) (111.72)

E evidente que a equacao anterior (e mais especificamen
te, a relacao de transformagao) corresponde a transformagao de um ten

sor contravariante de terceira ordem. Pontanto:

Aiy 4, k) = NIR
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EXEMPLO 3.9

Considere~-se, outra vez, o caso do tensor reciproco. 0
problema de se determinar se os elementos da matriz ghl (onde g & a ma
triz formada com os elementos do tensor fundamental) sac componentes de
algum tensor, foi estudado na subsecao 3.4.5. Naguela oportunidade, fez-
-se um tratamento rigoroso que, ao final, foi uma repeticac da demons
tracao do Teorema do Quociente, para provar que os elementos desta ma
triz constituem um tensor contravariante de segunda ordem. Desta vez, a
plicar-se-a o mencionado teorema de uma maneira dedutiva. Considere-se

a relacao:

-1 k
g (L, k) g({:j' = 5J;
onde g.. & o tensor fundamental, e sh o delta tensor misto) de
A4S b

Kronecker. Aqui nao pode ser aplicado diretamente o Teorema do Quocien
te, porque 9 nao e um tensor arbitrario. Por esta razao, escolhe-se
um tensor arbitrario, por exemplo um vetor contravariante Vj, e faz-se

0 produto interno com a relagao anterior:

-1, . § _ ki _ R
s R oW o= 8T W o=
g (4 k) gy 7 v
_:{ - -— . - .
Agora gij V- o= l‘-\/é e um tensor arbitrario
g i, B) A =R
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Segundo o Teorema do Quociente, g (i, k) = g

, uma vez que existe con
tragao no indice 4, e que o Unico Tndice que subsiste & o contravarian

te k.

3.4.8 - A Operacdo de Rotacionar

Considere-se um campo vetorial covariante VL(E)' Isto &,
para cada ponto x do espago, existe um vetor covariante caracteristico

VL' Fste campo vetorial pode ser caracterizado pela variagao do  vetor

3V,

covariante de ponto a ponto: — %, Entidades similares podem ser defini
X _: av _

das no sistema de  coordenadas x': —%. A seguir, ver-se-3 de que for

ax
ma se relacionam estas entidades, assim definidas, para o mesmo  ponto

x do espago. Para isto, faz-se primeiro a transformagao do vetor cova

riante dentro da derivada.

- = . -V
okl axd | axt R

Vi _ o [axfa _ a%E L axe W
aX

Por outro lado,

ax ax X

Com esta substituicao, a expressao da derivada fica,

oW gk boav, LA
YENeE < T =]

axd  axd axt axt axt 9k

(111.73)
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Permutando-se os Tndices 4 e §, por inspecgao, consegue-se a seguinte

expressao nova:

k BooaV 2
Zx" oy o, TR 3X] (111.74)
bk - =L

axt axd %) axt a%

a2 LQJ
> =7
o

Subtraindo-se (III.74) de (III.73), tem-se:

3\!i BVj ) axk axﬁ B‘«f!ta axh axﬂ BVh

d T

ad e et ek o et arC add

Fazendo-se a troca dos indices mudos, k pelo £ e £ pelo k, respectiva
mente, o segundo termo do segundo membro, fica:

axﬂ axfz BVE
k

axd  axt ax

Portanto, a expressao anterior pode ser colocada em uma forma mais sim

plificada como segque,

LA S i Y A (I11.75)
axd ot e et (ad xR

Resumindo os resultados obtidos ate agui, observam-se
V.

dois pontos de interesse. Primeiro, a grandeza ""?' nao e, hecessaria
3X

mente, um tensor, conforme pode-se observar na equacao (111.73) onde a pre
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senca do primeiro termo {segundo membro) estraga a relacao de transfor
magao de um tensor covariante. Isto, porém, € compensado com o segundo
ponto de interesse a ser notado e que se encontra expressc na equacao
(II1.75), onde pode-se reconhecer que e uma transformagao  correspondente
a um tensor covariante de segunda ordem. Desta ﬁaneira, 0 que se fez

foi construir um tensor covariante de segunda ordem

§4 i

2V .
g (I11.76)

oy [+5)
> =z
L

X

Note-se que em coordenadas cartesianas ortogonais, os
elementos do tensor covariante Tji representam o rotacional do vetor
V: v x V. Por esta razao, o procedimento que se acabou de desenvolver,
e que consistiu da construgao de um campo tensorial a partir de um cam

po vetorial, & chamado de operagao de rotacionar.

3.4.9 - Modulo de um Vetor e Bngulo entre dois Vetores

No infcio da subsecdo 3.4.3, o modulo de um vetor elemen

tar dZ no espago das coordenadas foi definido mediante

(d1)% = (1) . (€1) = g, dxt dxd (111.77)

Por outro lado, lembre-se tambeém que os tensores ng e g&j (fundamental

e reciproco) tem a propriedade de abaixar e levantar os Tndices contra
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variantes e covariantes, respectivamente, conforme foi mostrado nas re
lagOes (I11.43) e (II1.44). Assim, pode-se, também, escrever a equagao

(I11.77} na forma:
(d2)2 = dx* dx, (111.78)

Desta maneira, fica definida a componente covariante do comprimento ele

mentar dg.

Em analogia a equacao (I111.78), define-se 0 mddulo de

um vetor |V| da seguinte maneira:

2 2y, vtz g, yd I11.
V12 2 v, vz g vy (111.79)

onde 0s sinais * sao escolhidos de maneira que |VY| seja sempre um nume

ro real positivo.

0 produto interno entre dois vetores V.U pode ser co

locado também em funcao das suas componentes contravariantes:

t=
1=
ilt

v Ut = v Jul cose (II1.80)

A

0 angulo & € definido como o angulo entre os vetores contravariantes vt
e U“. Esta Gltima expressio & a generalizagdao do angulo entre dois veto
res do espago Euclidiano tridimensionai. Se cos ¢ = 0, diz-se que 05

vetores sao ortogonais.
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As expressoes (1I1.79) e (I11.80)} podem ser re-escritas em

funcao das componentes covariantes dos vetores correspondentes. Assim,

e

igij v, Vj (111.87)

-
[
]

= g -
=gV, Uj = |V} |Ul cos e (I11.82)

3.4.10 - Direcoes Principais de um Tensor

Lembra-se {subsecdo 2.6.3 do Capitulo II), que quando
uma matriz quadrada se encontra expressa num sistema de coordenadas,
onde suas direcoes coincidem com os seus proprios autovetores, a ma
triz & uma (diagonal) simplificada. Correspondentemente, um tensor cova
riante simétrico Tij’ quando expresso num sistema “especial" de coorde

nadas, pode tambem adquirir uma forma mais simples.

Considere-se um tensor covariante simétrico de  segunda

ordem TLj’ tal que

=2 g (111.83)

T.. .
4.4 <4
onde » & um escalar (que de certa forma representa o "modulo" do tensor
., & o tensor fundamental. Levando-se tudo ao primeiro membro,

8|
e tomando-se o determinante do resultado, tem-se que

Tij) eg,

det(T,; =1 gz) =0 (I11.84)

J
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Esta U1tima expressao & equivalente 3 equagdo caracteristica para o cal
culo dos valores de uma matriz estudada no Capitulo II. Por ou
tro lado, lembra-se que a transformacao do determinante formado com as
componentes de um tensor de segunda ordem, segundo foi encontrado no E

xemplo 3.8, e aplicado ao determinante (III.84), e:
det(T., -~ A g..) = det(T,, - » G,,) ax|* . 0
Af L4 kL kL ax

Na suposicdo que exista transformagao reciproca entre os sistemas de coor

denadas x* e x4 (i.e. |22 # 0), tem-se que
X
det(T,; -2 gij) = det(T,, - A g,,) = 0 (I11.85)

Esta relacao mostra que os valores de » (designados por
Aps Agps .- Ay) podem ser obtidos, usando-se a equacao (II1.84) em qual
quer dos dois sistemas de coordenadas. Observe-se que os valores de )

sao equivalentes aos autovalores de uma matriz.

Portanto, e de uma maneira analoga ao feito para o caso
das matrizes, pode-se formar um autoproblema da seguinte maneira:

Tij EJ(L) = ljgij EJ(j) (I11.86)

onde A e uma das raizes da equacao (II[.84),e E;(3) e uma grandeza

que corresponde a cada valor de Ag- (Deve ficar claro que os Tndices de
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letra maiuscula sdo usados apenas para individualizar as grandezas
EJ(j) e nao podem ser confundidos com os indices tensoriais). Observe-
-se que, na equacgao (111.86), o primeiro membro envolve uma contracao no
indice 4 (sugerindo a natureza contravariante da nova grandeza). Apesar
disto, nao & possivel afirmar que EJ(i) seja um vetor contravariante
(pelo Teorema do Quociente}, uma vez que, no segundo membro, tem-se ou
tra grandeza de natureza desconhecida. Por esta razaoc e necessaria a

analise que segue,

Levando-se tudo ao primeiro membro naequagao (I111.86), e

efetuando-se a transformacao das grandezas conhecidas, tem-se:

(T.. = X )E(')zﬂﬁg{T - . q E,(f) =0
i "3 %) B9 =T 7 e g Ge) B5U)
X
~ axi
Multiplicando-se a expressao transformada por —> tem-
3x
-se:
=L
= = 3X N
(Tmf,-)\,'fgmﬂ) ij EJ(J‘)‘O

Esta expressdo seria a mesma que a (II1.86), escrita no sistema S, sem

pre e quando

=L
= ax .
J axd J
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Esta relacao mostra que Ej(j) = E§ e um vetor contravariante. Esta
grandeza & equivalente aos autovetores do problema matricial e, equiva
lentemente, formam tambem um espagco vetorial linearmente independente.
Evidentemente, se se quiser, os modulos destes vetores podem ser normali

zados a unidade, fazendo-se uso da relacao (III.79)
+q.. B¢ B 21 (111.87)

Em seguida, ver-se-a a relagao que existe entre vetores
contravariantes E? correspondentes aos diferentes valores de AJ.I\equg
cao (III.86) vpara A, fica:

£d

i
T.. E = K

Lf K A gij

Fazendo-se o produto interno desta equagao com E?, e em se

guida o produto internoda (111.86) com EE, vem:

- iph 2
(T - M 9:) ELES =0

) joei ) Qg
(Tej =279 BpBe= (T = 250.) By B =0

onde, na ultima relacao, foram trocados os indices mudos { pelos j, e
vice-versa. Subtraindo-se membro a membro as duas ultimas  expressoes,
tem-se:

IS I T e ied _
Tij B BT - T B ET+ 2y 9 E7 Eg = M 9 ERET =0



- 92 -

Porem, o tensor Tij ¢ simetrico devido asuadefinigac (II1.83). Logo,

- Loed .
(A= 2 94 B EL =0

Todavia,
AJ # A
Logo:
Lopf _
gij EJ EK =0 (I11.38)

Esta relacao, segundo a equagao (III.80}, implica que cos o5 = Oe,por

tanto, os vetores contravariantes E? e E% sao ortogonais. Desta manei

ra, chega-se a mesma conclusaoc que para o casc das matrizes Hermitianas,

}

a saber, o teusor simetrico Tij determing um sistema de vetores mutuamen
te ortogonais, isto sempre e quando as raizes de x sejam todas diferen
tes. Quando existem raizes multiplas, os vetores contravariantes nao sao

determinados de uma maneira univoca e a propriedade anterior ndo se a

plica. Os vetores unitarios contravariantes Ej com a propriedade (I11.88)

sao chamados de diregdes principais do tensor simetrico Tij'

Para o caso do sistema cartesiano ortogonal ng = Gij’e

as grandezas i, e E_ sao chamadas de autovalores e autovetores respec

tivamente.
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3.4.11 - Simbolos de Christoffel

A equacgao (III.73) mostra que, em geral, a derivadadeum

k
~ = . 3 [8X
vetor nao e necessariamente um tensor. Entretanto, se — [——ﬂ} =0, se

v, axd | ax*
gue-se que a grandeza-——?, transformar-se-ia como um tensor covariante.
ax k
- . - . - . - . £, 8X
A razao disto nao ser assim, e devido a matriz de transformagao — va
3%

riar de ponto a ponto no espaco, e da7 sua derivada e diferente de zero.

Em tensores cartesianos ortogonais, os elementos M. .,
das matrizes de transformagao ¥, sao constantes, de onde vem que as de
rivadas (ou melhor, o gradiente) de tensores formam outros tensores de
ordem superior em uma unidade, conforme foi visto na subsecao 3.2.5. Na
proxima subsecao, ver-se-a uma forma de fazer com que a derivada de um
tensor generalizado seja um tensor. Isto e possivel mediante o uso apro

priado do tensor fundamental gij'

A seguir, definir-se-3o certas quantidades que depois se

rao de utilidade.

Considere-se o tensor fundamental cuja transformacdo &:

§,.=@£— %f.- g
AT axt ol TR

Derivando-se esta expressao em relagao as coordenadas do sistema S, vem:



- g4 -

e o _ant at a + ax a2t - axf ot o P9
o ek X axd P axt aRd s R axt axd o ax”
~ Bémi aéjm ~ . - -
Expressoes para ——~ e > 5d0 obtidas por analogia. Assim, pode-se
5x7 ax
ver que:
i - a2xt  axt g, + ax® a2t 9., + ax® axt ax® e
ok XM ekl axC PR aR axlaxd TRE T 3 0 G o
%9 iy _ 025t axt g, + ax% a2yt g, + ox® axt o e
axC  oxd axt aRM R RS R axC TRE T 2 R 5K

Somando-se as duas primeiras equages e subtraindo-se do resultado a

terceira, tem-se:

. - ] 1
Bgij + i _ agjm _ 32x° axt + a2y ax* B y2xR ax’ q,, +
ox"axdakC [axt aR™ axd R ok okt Xt oX") R
( \
. p2xt ax® + p2xt ax? _ s2xt axt g, +
ax? ox™ axC akC k! o™ X" ax© o) H
+ 3X%, ax’ ax” pe + ax* ax® ax" %9 _ axk ox" ax" Fpe
ax“ axd aX™ e XM ekt R X axd R okt ax®

(111.89
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Para simplificar a notagao, define-se o simbolo:

I:jm”‘::l = M

3g ;. E1e Jp 3g .
b LR L (111.90)
ax ax) ax®

1
2

Esta entidade, assim definida, € de extrema importancia nas aplicagoes
do c3lculo tensorial e & conhecida como Simbolo de Christoffel de  pri
meira espécic. (Note-se que a sequénciados Tndices, neste simbolo, corres
ponde 3 dos indices do Ultimo termo). O Ultimo parentesis da equacao
(111.89) pode ser.ainda transformado, redefinindo-se os ndices repetidos

de uma maneira conveniente. Assim,

ax axt axt ke, e ax® axf 89 ax® axt ax* 2%k
% o A A ekt X axf axd aF™ axt ax

ax
T R~ _on M A [kl, n] = =1

_ e + o 2%e | ax® axt ax! -2 Boad !
X X 3xX ax?  ax  BX axd 2" axt

Por outro lado, o primeiro paréntesis da equagdo (II1.83}, depois de se

trocar k por £ e vice-versa, fica:

32x£ ax% g, + azxﬁvr ax’ g, - 02t g
7L ax and R TG axd axt R gRT arE it AR

Lembrando-se ainda que 9pp = Jpp» @ SOMa deste termo com 05 termos con

tidos no segundo paréntesis da equacao (111.89), e:
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azxﬂ ax%

7 —7 9
axM axd gt RE

Com estes resultados, a equacao (III.89) fica:

R .2 ..n R
[im, 4= 2 22 2 [pe, ] + 22X g (IIL91)
axd  ax™ axt axt  ax™ axd

Esta equagao resultante pode ainda ser resolvida para a segunda deriyada.
=4

. . . ~ X
Para isto, faz-se, primeiro,o produto interno desta equacao com ~—. 0

resultado desta operacaoc e:

£ =4

_— f2 £
32X ax ax  ax
0, , = ms £ ]= — — [kes n]
XM axd T gyt Lin- 2] ax?  ax™ :

Em seguida faz-se o produto interno deste resultado com gén, Tembrando-

-se sempre que gM 9p = az
2 =L A r —_— k £
52x°  _ ax” ax® ax" - . ax© ax~ A
ey Sy iy - gt [fms 2] - — 9 [kes ]
ax ax X" axt  ax axd  ax
A A ;o —— k £
02x°  _ ax® =pi ax~  ax~ sk
——— =g [jm, 4] - = =g [ke, n]
ax" axd  oxP axd XM

Definindo-se a nova grandeza com o simbolo:
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L . . .
{ } - g&f. [f&q 2,]: Simbolo de Christoffel de (111.92)

it segunda espécie.

tem-se uma expressao simplificada que sera de utilidade logo mais,

2t ad [Pl ot ] (111.93)
ax" ax axP jm] e axX™ ke

Note-se que para a transformacao entre sistemas cartesia
nos em geral, as componentes do tensor fundamental gij sao constantes

e, portanto, os simbolos de Christoffel sao nulos.

3.4.12 - Derivada Covariante

Considere-se, novamente, a equagao (II11.73). Substituindo-
~se, nesta relagao, a expressao recentemente encontrada (II1.93), paraa

segunda derivada, tem-se:

Wy k[P oot ad W oad -
G R et sl et ot e R | im

Manipulando-se, apropriadamente, os indices no ultimo termo, tem-se ain

da que,
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Porem,
f2
ax =
— ¥, =¥
5xP R P
Logo,
oV, .2 [av m
R L T L. k- v, (111.04)
ax] L Poax® axd | ax £

Observa-se que esta € a relacao de transformacao de um tensor covarian
te de segunda ordem. 0 tensor assim formado, e que pode ser mais simpli

ficadamente representado por,

oV, o

vy, —% - Vo, (I11.95)
4 iy F

e chamado de derivada covariante do vetor covariante V. De uma manei

ra similar, pode-se tambem obter a derivada covariante de wm vetor con

travariante VL, verificando-se que o tensor resultante,

L i
vovt = Ay yP (I11.96)
9 axd Lp

€ um tensor misto de segunda ordem.
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A derivada covariante de um tensor de ordem superior @
obtida de uma maneira similar s relacOes (I11.95) e (I11.96), onde cada n
dice {covariante ou contravariante) tem o seu proprio termo contendo o
sTmbolo de Christoffel correspondente. Assim, a derivada covariante de

um tensor misto de segunda ordem & dada por:

S AN AN
th? 53—{2— - 'k} TE + {m} ¥ (111.97)
X i

Esta Ultima relacdo tem uma demonstragao simples, quando se considera
o tensor misto como o produto externo de dois vetores, um covariante
e outro contravariante, respectivamente, e depois se aplica a regra da

derivada de um produto.

EXEMPLO 3.10

Usando-se as propriedades dos simbolos de Christoffel
tornar-se-a provar a relagao {III.75) do rotacional de um vetor cova
riante. Subtraindo-se daequacao (II1.94), a equacao obtida da mesma ex

pressao com os Indices L e § trocados, vem,
EEE _‘EEi + P V- P 7 = axe ax% _ ax? ax; Ve ;
ol axc i) Pl P olaxtex! add ax® ) axt

Bﬁf.ﬁﬁf "y EEE.EEE "y
oxd %t ke M axtoaxd kL] M

-+
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Porem, {_ﬁ;} = {15}}“ uma vez que | 4f, £ = [ j4, £] conforme pode-

-se verificar pelas definicoes (II1.92) e (II11:90), respectivamente. Por
tanto, 0 terceiro e quarto termos do primeiro membro se cancelam entre
si. Isto tambem acontece com os dois ultimes termos do segundo membro.

Assim,

3Vi avj ) axk axﬂ avh ay

axd  axt Akt axd wt ax

e

3.4.13 - 0 Gradiente, Divergente e Rotacional

Para uma melhor compreensao do que sera tratado a seguir,
e muito util fémbrar que, para o estudo dos campos escalares e  vetori
ais em coordenadas cartesianas, o operador Vv {que em si representa o
operador diferencial EHI ) & de extrema importancia. Este operador pode
atuar diretamente sobiz um campo escalar (gradiente), ou mediante um
produto escalar (divergente) e vetorial (rotacional) sobre um campo ve
torial. Um operador semelhante em coordenadas generalizadas & o opera
dor derivada covariante que se acabou de estudar, alias, a derivada co
variante & a generalizacdo do operador ¢ dos campos vetoriais euclidia
hos tridimensionais. Com estas observacoes, podem-se escrever as opera
coes correspondentes de gradiente, divergente a rotacional, conhecidas

no calculo vetorial, em forma de tensores generalizados por uma substi

tuigao do operador derivada pelo operador derivada covariante,
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Considere-se um campo escalar em um espago multidimensio
nal, nao-Euclidiano, ¥(x), onde X € o vetor de posigao. Define-se o gra
diente do campo escalar ¢ (grad ¥) pela seguinte relagao:

grad ¥ = v, ¥ (ITL.98)

Pode-se ver que, para este caso, 0 operador derivada covarian

te & um simples operador diferencial, i. e., v, ¥ = Y | ogo,
X
grad ¥ = 2% (111.99)
ax

Esta grandeza, assim formada, seque a lei de transformacao de um vetor
covariante, conforme indicado narelacao (III.51). Assim, o gradiente de

um campo escalar e um campo vetorial covariante.

Para a definicao tensorial do divergente, que em analo
gia com a definicao ordinaria de divergente implica numa contragao,
considere-se as componentes contravariantes dovetor V. 0 divergente do

vetor V & definido por:

N
divvey, vi=32 4 { } vP (111.100)

~ A 4 .

ax Lp

Esta expressao pode ainda ser simplificada, devido a contracao presen

te no simbolo de Christoffel.
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3% -

i) . _ T i %9 o %9,
¢ [ipo 2] =1 gd——‘,fw —PL gt _p
Ap 2 ax 3X

Trocando-se os indices 4 por £,, no ultimo termo, e considerando-se
que os tensores fundamental e reciproco sao simétricos, ve-se que oS

dois ultimos termos se cancelam. Assim,

< 1 e 39
=1 g
Ap 2 sxP

divy=2 4 Lypgtt “& (111.101)

Pode-se ainda obter uma expressac alternativa, muito
mais pratica, para o div V, em termos do determinante do tensor  funda
mental, da seguinte maneira. O determinante det g, formado com os compo
nentes do tensor fundamental, pode ser escrito na forma indicial mostra

da na expressao (II.33) do Capitulo II

det g = €abe ... n 990 92 - gNn

Assim, o gradiente deste determinante, e de acordo com a propriedade c)

dos determinantes (ver Capitulo II), e&:
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%914

3 _
gr‘ad detg :gﬁ detg = Eabc L n—a—xE—' ga .. gNVL

Evidentemente, e se assim se desejasse, a operagao pode
ria ter sido feita derivando uma linha diferente a primeira, ou uma co
luna qualquer. Observe-se na Ultima expressao, que grad det g, em 51,
constitui tambem um determinante, e, portanto, sujeito as propriedades
dos determinantes. Assim, este novo determinante pode ser expresso  em

termos dos cofatores da primeira linha:

3 det = Bgla cof
% g = —F gla
ax ax

Por outro lado, segundo a relacdao (II.51) do Capitule II, tem-se que

cof g, = (det g) (571}, = ¢" det g

Logo,

0
X

g
det g = g™ det g -%?
ax
Esta expressao para o grad det g, foi obtida em termos
da primeira linha da matriz g. Pode-se ver que expressoes similares po
dem ser obtidas, tambem, em termos das outras 1inhas. Assim para uma 1i

nha qualquer £, tem-se que
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. 3g. ;
3 - qdt Ay

_E det g = g det g

ax axh

.. 939, . B ~
Substituindo-se g ——%% desta relacao na equagao (III.101), tem-se:
X

( p
div V = L) A U L T P (111.102)

ax* 2 det g axP

Esta ultima expressao pode ser colocada numa forma ain

da mais simplificada, observando-se que:

1 1 3 1 3 3 1 3
- —— (det g) =— —(Indetg) =——(Inv detg)= ——/det g
2 det g ax? 2 axP axP vdet g axP
Assim,
1 Ve, i
divV = ——— | vdet g ——IA-V — vdet ¢
Vdet g 3x 3X
Finalmente,
div ¥ = — > (V¢ JEet g) (111.103)
vdet g ax

De uma maneira similar as difinicoes anteriores, e Tem
BVh

brando-se que em coordenadas cartesianas rot V|, = €t T
~'A Ao axj

s D rotg

ctonal de wm vetor V, e definido por
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rot ¥ = 9F v v, (111.104)

3.5 - EXEMPLOS DE APLICACAO DO CALCULO TENSORIAL

Nesta secdo, ver-se-ao algumas aplicacdes do calculo ten
sorial, visando estabelecer apenas umas amostras da potencialidade des

te importante campo de matematica.
3.5.1 - Geodesicas

No espago Euclidiano tridimensional familiar,nao e preci
so muita imaginagao para se provar que a distancia mais curta entre
dois pontos & a linha reta que os une. Porem, se este espago for
"curvo" (por exemplo, um espago bidimensional que pode ser uma superfi
cie nao-plana), a menor distancia entre dois pontos, neste espaco, nao
e mais a reta que os une. Por exemplo, a superficie da terra, de certa
maneira, pode ser assemelhada a um espaco bidimensional curvo, onde a
distancia mais curta entre um ponto em Brasilia e outro em Paris, encon
tra-se, aproximadamente, sobre o arco de circulo que resulta da  inter
seccao do plano que passa por este dois pontos e o ponto central da ter
ra, e a superficie terrestre. Evidentemente, neste caso, a distancia

mais curta corresponde a um arco de circulo, e nao a uma linha reta.

De uma maneira analoga, e de acordo com as conclusGes de
Einstein, o espaco sideral e, de certa meneira, curvo. Esta curvatura

& acentuada em regiCes proximas as estrelas. Este &, alias, o argumento
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geometrico que originou a teoria gravitacional de Einstein e que sera

tratada mais tarde.
Seja C uma linha curva dada pelas equagGes parametricas
x* = x* () (I111.105)

no espago Riemaniano. Considere-se um trecho desta curva entre os  pon

tos x* (g,) e x* (£1). 0 comprimento elementar desta curva |dZ| = ds, e

< 1
dsz/g/(.’j. dx“ dx? =/g X dxT g (111.106)

& ds dg

Logo, o comprimento sobre a Tinha curva entre os dois pontos sera:

T gl
g..(x) & & 4 (111.107)
i

de dg

onde evidentemente, o tensor fundamental gij depende das coordenadas

no ponto e foi assim colocado para ressaltar este fato.

L(go) e x“(£,) existirdo ou

Todavia, entre os pontos X
tras (infinito niimero de} curvas. Dentre todas as outras, a curva que o

ferecer o menor comprimento possivel & chamada de geodésica.
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Suponha-se que C e a geodesica entre os dois pontos conside

rados. Considere-se uma outra curva C, muito proximo da primeira, tal que

onde &x* & um vetor elementar arbitrario que varia de maneira conti
nua ao longo de C. {Ressalta-se que os ii representam pontos sobre a
curva C, e nao pontos de um outro sistema de coordenadas conforme fora
referido anteriormente). Evidentemente, se C & uma curva que tambem une

os pontos x“(£,) e x“(&;), ter-se-3 que:
6x“(£o) = 6x“(gy) = 0

Agora, o comprimento s da curva C entre estes dois pontos e:

Por outro Tlado,

g..(x) = g,.(x) + e sx
G = 000+
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i (x) = g.., a grandeza dentro do radical, fica

o4t g3d ag . . A i § §
g,,(x).ﬁﬁ__ﬂi_ = (g, + —= sxBy |95 4 d(sxT) ] |dxD | d(8x))
“ df  dt de  de

Desprezando-se os termos de segunda ordem, vem

J £ iy 3g.. A

i de  dz 4 4r de 4§ de  dg ax? de  de

Assim, voltando-se @ integral do comprimento, tem-se:

L 89 ; C g d
£ 29{'dx d(sx7) , 4gfdx dx axk
s- dxt dxd |, de e ax deg de de
“de de dx” dx!
i 1/2
3 - g, & J&L _Ei_ﬁj_%._ﬁi‘__ sx
_ /g dx* dx I+ 1 dg ox° de  de d
“ g dg dx dxj
£o

9 oge de

Observe-se que o segundo e terceiro termos do parénteses sao grandezas

de primeira ordem. Chamando-se
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: .29, gﬁf jL(Sxi)_Fagﬁg dx® dx? 6xk
5 d del) Y de dg x°  dg  dt
3 E X X
g =
dz dz

e desenvolvendo-se o parenteses em série (binomio de Newton), tem-se:

1+5g..ﬂi‘.£i>i{ 1/2=1+lag,.ﬂﬁdij-l ag..i’ii’i E
Yode  de 2 | Y de de] s Yodg de

Desprezando-se, novamente, termos de segunda e ordem superior, a inte

gral do comprimento da curva C, fica,

&1 e -

- )
5 = /g,éj,_d_x_gx_dg.y

dg dg

f g ¢ d(ed) 1 9y ad e
L de de 2 o dE de

! g 4 ad
© Y4 de

de onde seque que,

dg
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£1

3

9 —
- - g
At dnd de dg 2 axc dg  dg
gij__
dg dg

] : o i
de [ dxt d o) 1 29 dxt add &ﬂ

&o

Voltando-se ao comprimento elementar (III.106), nota-se

que se pode simplificar a ultima integral fazendo-se a mudanga:

ds

Y de de

dg =

Assim,

S1 i . P ,
1 eg. ., A 1 3
§s = g, B d(ex?) 1 24 dxXdx” kb
9 ds  ds 2 ax° ds ds
0

Nesta expressao, S; € o0 comprimento da curva C entre os pontos xi(gl).

Integrando-se, por partes, o primeiro termo, tem-se que

0 primeiro termo & zero, uma vez que sx* se anula em ambos 0s extremos.
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Por outro lado,

k
5 + 4.

e T A d2x*
ax©  ds  ds 4 gs2

B I 7 i R W TR Tl
ods2 2 w® ds ds 2 ¢ ds ds

onde o ultimo termo (que e igual ao segundo) foi cbtido trocando-se os

indices mudos £ pelo k e vice-versa. Assim,

S, .
. 3g . , AL k

_ B d?x ] ] dx= dx

§s = - sxd g, - ——75-5x +.__qL 5 X = -

0 1] 4g2 ax ax* ds ds

1
2 o9 ds ds

EE%{- 6xh Qﬁf_ Qﬁ{ } ds

Trocando-se § por k, e vice-versa, nos ndices mudos do segundo e  ter

ceiro termos, tem-se:

< axE ds ds

i 39, 89., 39; A i
SSLJ [g'hdzx W1 [k, T Pipaxt o 1 kg
0 ax) ax
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onde o [4f, k], & 0 sTmbolo do Christoffel de primeira espécie.

Lembrando-se que se supos C ser a curva geodesica, decor
re que §s = 0 sera a condicao necessaria para que isto acontega. Assim,

sendo ﬁxk um vetor (elementar) arbitrario, tem-se que

axt o i
9p ds’; + [ig, R] & X - (111.108)

Esta equacao representa a equagao da geodesica.

Fazendo-se o produto internode (II1.108) como tensor re
ciproco gﬂh, segue-se uma outra forma da equagdo da geodésica, em ter

mos do sTmbolo de Christoffel de segunda especie.

oh (2 I
Xy LS SO (I1I1.109)
ds?

3.5.2 - Teoria Gravitacional de Einstein

A teoria gravitacional de Einstein decorre como uma conse
quencia da suposicdo que o espaco cosmico & um Riemaniano "curvo", cuja
"curvatura" & notada apenas quando as distancias consideradas sdo inte

restelares.
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Conforme sera visto a seguir, a teoria gravitacional de
Einstein revela que 0s corpos, no espaco 1ivre, movimentam-se seguindo
trajetorias geodesicas estabelecidas pela geometria-curva do  espago,
sendo que a curvatura do espago & definida pela posicao e densidade
de massa dos corpos existentes no mesmo. Assim, pode-se imaginar, por
exemplo, que os corpos representam pogos de potencial onde a forma do
poco representaria a curvatura do eSpago e a profundeza do po¢o  repre
sentaria a densidade da massa do corpo. Fica evidente que, para a dedu
¢3o matematica da lei gravitacional de Einstein, e necessaria a intro

ducao de conceitos generalizados de curvatura.

Chama-se a atencao, ainda, que esta teoria (cujas im
plicacdoes sao t3o grandes que em si constitui a base fundamental da
Teoria Geral de Relatividade) & abordada de um ponto de vista geometri

co, e nio de forca gravitacional, na qual se baseiaa Tei de Newton.

Considere-se a derivada covariante do vetor covariante

Vi' Chamando-se Vi:j ao resultado, tem-se:

BV’{: P
Vv, .=v.V, = —% - v

Tomando-se a derivada covariante desta nova expressao,

e chamando-se

Verje = R (75 V)
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tem-se:

I
[s%)
RIS
|~
b
]
=
Q2
xn_‘ @
—————,
& oo
— et
|
p——
& ot
'_Y__—/
[+ %) Q2
xh‘lr\;:
+
——
& s
NS —
——
IS
—
=7
o
]

{ats L)y

Constrdi-se uma expressao semelhante com os indices j e k  permutados.

Assim,

52V, . [P f2) av, Z P
V "k‘. P —-—'#'-'——E - Y — - -—E + v -
AIRE T axd ax Poaxd ik ii] ax ii |tk P

£y a3V, £ o
A
- _.._ﬂ_+ ‘ ) Vp
kij 3x kj L

Subtraindo-se entre si as duas ultimas equagoes, tem-se:

Verje ™ Visk ["a?%? {i} T {Z} ) {i} {;} ' {i} {;H v
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Nesta grandeza, observe-se o sequinte. No primeiro mem
bro, 0s dois termos sao tensores covariantes de terceira ordem, Togo
sua diferenca e tambem um tensor covariante de terceira ordem. Assim,
no segundo membro, e dado que Vp e um vetor arbitrario, a grandeza en
tre colchetes (de acordo com o teorema do quociente) sera um tensor mis
to de quarta ordem, contravariante no indice p e covariante nos demais

indices. Este tensor, que sera representado por

- L - Ha)
RE, = — - = + - (I1I1.110)
I e k) ax® 4y ik L if] ek

e chamado de Tensor de Riemann - Christoffel, ou tambem de tensor de
Curvatura., E interessante notar que este tensor depende apenas das ca
racteristicas do tensor fundamental gij’ uma vez que o simbolo de
Christoffel e fungao das primeiras derivadas do tensor fundamental.
Por outro lade, conforme foi ressaltado na subsecaoc 3.4.5, 0  tensor
fundamental exprime as caracteristicas geometricas do elemento de com
primento no espaco Riemaniano. Assim, o tensor de  Riemann-Christoffel
representa um sistema de equagoes que descreve as caracteristicas geome

tricas do espago.

0 tensor de curvatura thj e relacionado com o conceito

de curvatura Riemaniona K, atraves do tensor covariante de curvatura.

: p
Ruih = Snp Riny (II1.111)
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mediante a equagao:

ropk o nd
L At AR Bt B
K = ik Su— (111.112)
9p; Gpe) A KB B

(gz‘b(: gkj

onde os dois vetores contravariantes sao arbitrarios. A  interpretacao
da equacao {III,112), pode ser assemelhada ao conceito elementar de curva

tura «, da geometria analitica,

onde p € 0 raio de curvatura. Deve-se esclarecer que a relagao entre
curvatura e raio de curvatura e, na realidade, uma definicao da geome
tria analitica, porém € conveniente para o presente objetivo. Evidente
mente, quando k = 0 {(p » =) a curva, nas vizinhancas do ponto onde sua

curvatura e calculada, e uma reta.

De uma maneira analoga, quando a curvatura Riemaniana

™1

tal que K = 0, diz-se que o espago & "plano”, ou tambem, que 0 espaco

e Euclidiano (nao-curvo). Para que aconteca esta situacdo, & necessario

k

que R, . " a% Bt BY = 0. Porém, dado que os vetores contravariantes

s
sao arbitrarios, esta condicao reduz-se a Rnikj = 0. Como consequéencia,
num espaco Euclidiano,

P
R = 0 (171.113)
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A veracidade da uitima equagao pode ser comprovada de
uma maneira trivial, para o caso de um sistema cartesiano fixo, onde to
dos as componentes do tensor fundamental sac constantes. Entretanto, o
que & mais importante ainda, para o mesmo espaco Euclidiano e usando-se
coordenadas curvilTneas (onde as componentes do tensor fundamental nao

sao mais constantes), verifica-se novamente a relagao (IIT.113).

Considere-se novamente o tensor de  Riemann-Christoffel

REhj para um espago curvo. Por razoes que somente Einstein e, provavel
mente, pouca gente saiba (o autor se exclui deste grupo), Einstein fez

a contracao do Ultimo indice covariante, e o resultado igualou a zero,

a — —
Esta expressdao, de uma aparéncia inocente, representa a
famosa lei gravitactonal de Einsteim. A equacao (III.114) "descreve" a

trajetdria de uma particula material num espaco onde apenas existe a i
nercia da particula e o campo gravitacional (isto &, um espaco despro
vido de materia e outros campos fisicos). Neste espago, a particula se
movimentara ao longo de geodesicas. Assim, num espago Euclidiano, as
trajetorias serao linhas retas, ac passc gue num espago Riemaniano a
trajetoria ficara restrita a curvatura do espago. Portanto, e mais apro
priadamente falando, o sistema de equagGes que representa a expressao (III.

114) determina a geometria do espago, uma vez que sao equacgoes dife

renciais parciais dos elementos do tensor fundamental. Estes elementos,
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assim encontrados, podemser substitufdos na equagao da geodesia (I11.109),

tendo-se, como consequéncia, a trajetoria da particula.

Uma pergunta natural que surge neste ponto e, por que ra
720 a expressao {I111.114) @ chamada de lei gravitacional dado que, na sua
dedug@o, nao foi utilizado o conceito de forga gravitacional? Mais ain
da, como & que arelacao (II1.174) pode ser comparada coma Jei de Newton?
As respostas a estas perguntas nao sao obvias e precisam de um pouco de
elaboracao, especialmente porque pretende-se comparar "geometria"  com

“"forca gravitacional”.

Segundo Newton, a forga de atracac entre dois corpos de

massas m; em, & dada por

Gm_}_mz
F=- X
) Ix]*

onde x & o vetor de posigao e G a constante gravitacional. Assim, a ace

leracgao a e:

_6°

a = - X
- |x{3

onde a constante G' se agrupa as outras constantes. Porem,



t
cpz_G_
| x]
de onde,
a=ve

e tomando-se

<3
fw
11

onde r = [x].
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o divergente desta expressao, tem-se:

7.0 = V2o
Todavia,
X . ax
-G'_a_ A = -G* 1_ —_ X:L
ax, | r? I r3 ox L oax
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Logo, a lei gravitacional de Newton pode, tambem, ser expressa median

te a relagao

vip = Q (I11.115)

onde ¢ € chamado de potencial gravitacional.

Por outro lado, a expressao (III.114}, ou melhor a (III.

110), apos se fazer a contragao desejada, e considerando-se que,

A1 a(det g) _ _® (In VAT g)
i) 2detg sxJ ax

fica,

(I111.116)

£
- g In vdet =0
{ } L (1n vdet g)

il X

Observe-se que o que se tem de comum entre as expressoes
(II1.115) e (III.116), sac as derivadas segundas de grandezas diferentes
relativas as coordenadas. Desta comparagdc decorre que o tensor fundamen
tal gij pode ser interpretado como o potencial gravitacional da mecani

ca Newtoniana. Contudo, pode aparecer que esta conclusao seja, de cer
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ta maneira, arbitraria, uma vez que g e, por definicao, apenas o ten

LS
sor fundamental. Por esta razao, uma verdadeira comparacao somente e
possivel com os resultados que sao obtidos aplicando-se as duas teorias

a problemas praticos.

Uma comparagao relevante & obtida resolvendo-se o siste
ma (II1.116) para um espaco tetradimensional (onde a quarta coordenada
seja o tempo), esfericamente simetrica (solucao de Schwarzschild), e a
plicando-se as solucbes a equagao das geodésicas (II1.109). 0 resultado
desta analise fornece as equacbes da trajetoria de uma particula num
campo central de forcas. {0s detalhes matematicos da analise mencionada
podem ser encontrados um qualquer livro sobre mecanica relativistica

em capitulos referentes as Orbitas planetarias). Estas equagoes sdo

2
d_E +u=_m_ + 3 muy2 (II1.117)
d¢2 h=
rz 92
ds

onde, r & a distancia entre o centro de coordenadas e a particula, m e

h sao constantes de integracao, ds & oarco subtendido por d¢ (coordenada

1

azimutal) e u = -
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Agora, trabalhando-se o problema de uma particula se mo
vimentando num campo central de forgas, de acordo com a mecanica Newto

niana, tem-se que a trajetoria da particula & definida por:

2 Gmy
d_E + U = —
d¢? h2
(I11.118)
r2 d¢ . h
dt

Para o caso da orbita de um planeta em torno do sol {que & o exemplo
mais 1lustrativo do movimento de uma particula num campo central de for
gas), r & a distancia do sol ao planeta, m; € a massa do sol, G a cons
tante gravitacional, d¢ & o angulo azimutal varrido pelo raio vetor cor

respondente a posicao do planeta num tempo dt, e como antes, u = %.

Observando-se as equacgoes (I111.117) e (I11.118), pode-se a
preciar a semelhanga de ambos os resultados. Em especial, nota-se que a
constante de integragac m da teoria Einsteiniana, & igual a Gmy. A apa
rente discrepancia de ambos os conjuntos de equacoes e representado pe
To termo "a mais" 3 m u2. Acontece que as verdadetiras relacoes que des
crevem a Orbita de um planeta sdo as fornecidas por (II1.117). Em outras
palabras, as relagoes Newtonianas sdo apenas uma "aproximacdo" das ver
dadeiras equacoes do movimento planetario. Esta conclusio foi verifica
da com observagoes diretas da Grbita de Merciirio. Segundo a teoria New

toniana, Mercurio deveria se encontrar numa orbita eliptica com uma pre
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cessao determinada do perihg&lio (ponto da orbita que se encontra mais
proximo do sol). Porém, durante decadas de observagoes deste planeta,
chegou-se a conclusdo, definitiva, de que a precessao do perihelio nao
era 531 seg de arco/século ({depois de feitas todas as corregdes pertur
bacionais dos ocutros planetas), conforme previa a mecanica Newtoniana,
sendo de 573 seg de arco/seculo, existindo, portanto, uma diferenca
nac explicada de aproximadamente, 42 seg de arco/seculo. Pois bem, a

plicando-se as equagoes (III.117) a orbita de Mercurio, a presenca do

termo 3 m u? toma conta quase exata desta diferenca!

Decorre, portanto, que a orbita de Mercurio =ao é uma
elipse, ou melhor, & uma elipse apenas em primeira aproximagaoc. De cer
ta maneira, poder-se-ia dizer que este planeta tem uma orbita eliptico-
-espiral. Para um melhor entendimento deste tipo de orbita @ interes
sante imaginar que o espago onde se movimenta um planeta € um espago bi
dimensional curvo, devido a presenca de uma estrela. Assim, a estrela
cria, de certa maneira, um pogo de "potencial" simetrico da forma mos

trada na Figura [Il.6.

Este exemplo simplificado serve para visualizar alguns
fatos importantes quanto ao movimento dos planetas. Devido a simetria
do pogo, ndo e dificil imaginar que um planeta que se movimente ao Ton
go de pontos do espago, onde o valor absoluto de curvatura seja sempre
o mesmo, descrevera uma trajetoria (orbita do planeta) circular. Esta
trajetoria sera igual a das curvas de nivel do chamado poco de potencial e

que sao ilustradas pelas curvas tracejadas, fechadas, da Figura III.6.
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Fig. II1.6-Concepcao bidimensional de um espago curvo devido a presen
¢a de uma massa estelar. As curvas tracejadas fechadas re
presentam curvas de nivel do poco de "potencial" criado pela
massa estelar. As tracejadas abertas sao 1inhas geodésicas
que passam pela estrefa. A curva cheia mostra, de uma manei
ra exagerada, a trajetoria "real" de um planeta.

(0 planeta Vénus tem aproximadamente este tipo de orbita}. 0s  corpos
planetarios que se encontram em Orbitas excentricas com perihelios mui
to afastados do sol, sdao 0os que menos sentem a curvatura do espago in
terplanetario e, portanto, possuem orbitas aproximadamente elipticas.
(Plutao & o planeta com estas caracteristicas orbitais). Entretanto,
corpos planetarios de Orbitas excentricas, porem, com periheélios nas
proximidades do sol, tal como o mostrado pela linha continua na Figura
111.6, sao as que sentem em maior grau a curvatura do espago, dando ori

gem a orbitas eliptico-espirais. A este tipo de oOrbitas correspondem
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0s cometas, e também, o planeta Mercirio, cuja excentricidade orbital €

suficiente para acusar o efeito da curvatura do espaco interplanetario.

Outro fato interessante que se pode apontar, aproveitan
do o exemplo do espaco bidimensional curvo, e que se a densidade de mas
sa da estrela aumenta (por exemplo, diminuindo seu tamanho), o pogo fi
cara mais "fundo", aumentando a curvatura do espago proximo da massa es
telar. Assim, se a estrela continuar a aumentar indefinidamente sua
densidade de massa, poder-se-ia criar um "furo" no espago, ou, falan
do-se em termos matematicos, ter-se-ia uma singularidade no espago. ES
tudos deste tipo de situagdes,no espaco interestrelay,sao termos de pes
quisa moderna em Astrofisica. Acredita-se que estas singularidades exis
tem no espago sideral, e que sao criados pelos chamados buracos negros
(black holes). Um buraco negro € definido como uma regiao do espago-tem

po {espaco tetradimensional) de onde nada pode encapar, nem mesmo a luz.

3.5.3 - Forma Relativistica das Equagoes de Maxwell

Considere-se dois sistemas de referencia como os indica
das na Figura IT1.7, um deles S fixo e outro S', movimentando-se com ve
Tocidades v = vé;. No espaco-tempo da Fisica, o tempo t & considerado
como uma quarta coordenada, para definir a posicac de um ponto. Assim,

um ponto de coordenadas x, y, z e t no sistema S, tem as seguintes coor

denadas no sistema S°:
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x' = x - vt
ey (111.119)
z' =z
t' =t
YT S y'? Sl
o0 = vt
F
b L]
0 x Q 4:-
M
4 2 !

Fig. I11.7 - Dois sistemas de referéncia, um S fixo e outro $' movimen
tando-se com velocidade v = ve;.

Estas relacbes de transformagao de coordenadas sao conheci
das como relagoes de Galileo, as quais sao apropriadas quando v <<c (C=
velocidade da luz no vacuo). Porém, quando v comeca a ter alguma impor

tancia emrelacao a ¢, entdao as relagoes de transformagao sao as de Lorents:

X' = y(x - vt}
yt =y

(I11.120)
z' =1z

ct!' =vy(ct - Bx)
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onde, =Y e v =
C

Nas relagoes (II1I.120) se encontram incluidos os efeitos
relativisticos de contragac de FitzGerald-Lorentz (contragao de um com
primento orientado na direcao de v do sistema S', para um observador
situado no sistema S) e de retardagac (para um observador do sistema S',
um relogio de sistema S aparenta funcionar mais lentamente do que um si
milar do S'}. As relagoes de transformagao {III.120), depois de multi
plicar a ultima destas equagOes por ¢, podem ser escritas na  seguinte

forma matricial:

x' = My (ITI.121)
onde,
x| y 0 0 -y
y 0 1 0 0
x = e M = (II1.122)
z 0 1] 1 0
\Ctj L-YB 0 0 Y

Pode-se ver, das relagoes (I11.120), que:

c2(dt*)2 - (dx')2 - (dy*)2 - (dz*)2 = c2(dt)2 - (dx)2 - (dy)? - (dz)?
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Em palavras, o elemento de "comprimento" tetradimensional ds dado por:
(ds)? = c2(dt)? - (dx)2 - (dy)* - (dz)?

& uma grandeza invariante. Observe-se que esta relacao implica que o es

pago-tempo (espago tetradimensional) @ um espago Euclidiano. Chamando-se:
x0 = ct, x! = x, x2 =y, x3 =1z

o elemento ds pode ser escrito na forma:
(ds)2 = (dx0)2 - (dx!)? - (dx2)2 - (dx3)% (I11.123)

Fica claro que o termo fundamental gij’ para este caso,

tem como componentes:

9, = 15 911 = 922 = 933 = -1 9 ° 0 (£ #4)

Logo, e fazendo-se uso das propriedades dos tensores fundamental e reci
proco, de abaixar e levantar os indices, pode-se ver que as componentes
covariantes e contravariantes de um vetor arbitrario v, sao relacionadas

por:
Vo = V%, ¥y o= vl W, = - V2, Vg o= -v3 (I11.124)

de onde, e segundo (III.77}):
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V]2 = (V)2 - (V)2 - (V7)) - (V32

E necessario esclarecer, neste ponto, que todas as pro
priedades e relacoes deduzidas nesta subsegao, sac validas para dois
sistemas inerciais, isto &, dois sistemas que tem movimentos relativos
constantes (nao envolvendo forgas de aceleragdo). Esta & a caracteristi
ca principal da Teoria da Relatividade Restrita, ou Especial. Por outro
Jado, a existéncia de sistemas de referéncia dinamicos (ou sistemas em
espagos curvos) € que caracteriza a Teoria da Relatividade Geral. Por
tanto, as relacoes a serem obtidas, ateé onde nao seja especificada ou

tra coisa, sao aplicaveis apenas @ relatividade restrita.

No sistema de unidades MKS, as equagoes de Maxwell na

eletrodinamica sao dadas por:

v.E=" o (111.125)
=

7.8 =0 (111.126)
B

7B = - — (111.127)
at

1 Gk
YxB = ud + = = (111.128)
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onde E e B sao campos eletrico e magnetico, respectivamente, ¢ e J sao
densidades de carga e corrente, respectivamente, e, € a constante de
permitividade, e ¢ a velocidade da Tuz. Por outro lado, os campos E e B

sao relacionados com o potencial eletrico ¢, e o vetor potencial magné

tico 5, mediante:

A
- Vo - — (I11,129)
at

™
1

B=vxA (111.130)

Com as componentes contravariantes de A e o potencial es

calar ¢, pode-se formar um vetor contravariante de quatro componentes:

VO o= 83 V1 o= AL, W2 = A2, Y3 = A3

Assim as trés componentes contravariante de E, sao:

LI A | LT
ax1 ax?
c 2
2= .8 .3 | peo | (1I11.131)
ax2 ax°
I AN | LT
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~ 0 - .
onde, como antes, x° = ct. A notagao ™ & conveniente para 0 que se

segue, De uma maneira similar, as componentes contravariantes deB, sao:

gl < 3V3 _ V2 | s
ax2 ox3
1 3
g2 - 3V _ 3T _ | (111.132)
ax3 ax!

g3 - V2 AVl

ax! ax?2

Note-se que as componentes da grandeza Fd (que logo
mais sera demonstrado ser um tensor) determinam os vetores E e B do cam

po eletromagnetico. Emvistade (III.124), observe-se, ainda, que:

. aV, aV
B =c—-—=F10=-Fn
ax®  axt
Analogamente,
E2 = Fpy = -Fgy g (I11.133)
E3 = Fag = -Fp3
Bl = Fp3 = -F3,
B2 = F3; = -Fy3
B = F1p = -Fy; J
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Assim, obtem-se uma outra grandeza cujas componentes po

dem ser colocadas na seguinte forma matricial:

0 gl -E2 -E3 )
£l 0 B3 -B2
F = (I11.134)
¢ g -l 0 B!
[ E3 B2 B! 0

Pode-se notar que F, & uma matriz anti-simetrica que re

C
presenta as grandezas £ e B do campo eletromagnetico. Na forma indicial,
esta matriz pode ser expressa, de acordo com as definigoes (III.133), na

forma:

aV. av.
F.. =% __J1 (i, § =0,1,2,3) (II1.135)
oaxd axt

onde deve-se Tembrar que a constante ¢ vai associada @ coordenada x°.
Esta expressao corresponde a operagao de rotacionar, estudada na subse
cao 3.4.6, e que foi demonstrada, mediante a equacao (I11.73), ser um ten
sor covariante. Como consequencia, Fij & tambem um tensor. Os tensores
F/f,j e Fif sao chamados de tensores do campo eletromagnético.
Derivando-se a expressao (I1I1.135), ou mais apropriadamen
te, tomando-se o gradiente desta expressao, e trocando-se os  indices

convenientemente, formam-se as seguintes expressoes:
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=

BFij ; l avé 3V . ]

s ax® | oaxd ax

sx©  axd

S I

axt  ax
Somando-se membro a membro as tres expressdes, vem:

oF . . aF . aF, .
A . gk, RE _
ax ax® axJ

0 (I11.136)

Dando-se valores numéricos aos indices, e identificando-se os elementos
do tensor com os damatriz (111.134), chega-se @ conclusao de que a ulti

ma equacao & a expressao simultanea das (I111.126)e (I11.127), que corres

pondem as equacgoes de Maxwell,
Das relacoes (II1.131) decorre que:
- _ pi4
Derivando-se estes elementos em relacao as coordenadas x* (ou seja, to

mando-se o divergente destes elementos)}, e comparando-se o resultado

com a equagao (III.125), tem-se:
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0L (
AT _BEC 1 (111,137)
axt ot e

Q

Por outro lado, fazendo-se a mesma operacao com os ele

mentos F1*, vem:

aF14

10 12 13 1 3 2
’ oF oF12  aF13 _ 1 El  3B% _ 3B
A

+ 2
ax® ax2 ax3 c ax°  ax?  ax3

1
axt ¢

Comparando-se este resultado coma equacao (II11.128), iden

tifica-se que

14
£ ST Jl
ax

de onde & facil deduzir que,
(k=1, 2, 3) (I11.138)

As relagoes (I1I1.137) e (III1.138), quando somadas membro a

membro, podem ser expressas mediante uma Unica relacdo:

aF" | oF
__’(; + -—-—’{: = U o \J + — p
ax ax £
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Chamando-se, ainda,

Lae)
1}
s
=
[P

tem-se, finalmente,

ki
Klighaes (111.139)
ax*

onde c* pode ser chamado de vetor contravariante de "densidade de ele
tricidade". Esta ultima equagdo, em analogia coma (II1I.136), representa
a expressao simultanea das equacoes restantes de Maxwell (II1.125) e

(I11.128).

As equacoes (I11.7136) e (I1I1.139) podem ainda ser colocadas

numa notacac mais simplicada, observando-se que o operador _EZ’ na equa

aX
cao (II11.139), funciona como um vetor covariante (uma vez que existe con

tracao). Assim, chamando-se

R ofRt oF ¢j
A k

e e F.. =
L L,k ax

as equacoes (II1.136) e (II1.139), respectivamente, ficam
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Fiie " Pk * Frij =0 (111.140)
kai = ¢ (111.141)

Desta maneira tem-se colocado as equagoes de Maxwell numa forma tetradi

mensional, que corresponde a forma da relatividade restrita.

Lembra-se que o tratamento sequido até aqui, & valido
apenas para o caso da relatividade restrita que, sob o ponto de vista
de um espago Riemaniano, foi identificado como sendo Euclidiano tetradi
mensional. Para se encontrar as relacoes equivalentes para o caso rela
tivistico geral, que vem a ser sinonimo de espacoc Riemaniano curvo te
tradimensional, Tembra-se que as derivadas em relagao as coordenadas do

espaco Euclidiano, devem ser substituidas pelas derivadas covariantes

respectivas.
Assim, chamando-se
BFij i 2]

F.. =v, F.. = —+ - F .- F. 142

if:k R A axh | om | A (II1.142)
onde,

av . aVv
=7 -V, V.= —% - 1
41 A L 4 axj ax{,
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Pode-se ver que a definicao relativistica geral do tensor do campo ele

tromagnetico, € a mesma que a da relatividade restrita.

Permutando-se os indices de Fij-h’ e somando-se as tres

expressoes obtidas, tem-se:

ot * bt " Frif = P ¥ P * Freyj = O (111.143)

Este resultado significa que a equacdo (I1I1.140), & também
valida para a relatividade geral. Isto implica que as duas equacoes de
Maxwell, a (II1.126) e a (II1.127), permanecem inalteradas num espaco Riema

niano curvo.

Resta encontrar a expressao relativistica geral da equa
¢ao (III.141). Para isto, aplica-se o mesmo tratamento anterior. Assim, a
equacao (III.141), escrita em termos da derivada covariante, fica:
F?ﬁ = R (I11.144)

No primeiro membro tem-se uma contracao  interessante no simbolo de

Christoffel correspondente, a saber:

. hi k . A
el _ oF i k
i +{ } +{ ‘}Fn (IT1.145)
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Lembra-se que este tipo de contracao, no simbolo de Christoffel de se

gunda especie, apareceu naequacao (II11.98) onde, depois de uma extensa

manipulacao, obteve-se o seguinte resultado:

L
= ! an vdet g
A vdet g 3X

Por outro lado, e dado que F''* & um tensor anti-simetri

co, 0 segundo termo do segundo membro da equagac (III.145), fica:

o ot

Logo,

z{h_}F’""%o

de onde se conclui que

Com estes resultados, a equacao (II1.145) fica
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ou, tambem,

et g FC= 2 (f g4
T ax®t

Finalmente, multiplicando-se a equagao (111.144)por vdet ¢

e substituindo-se a relagao recentemente encontrada, tem-se:

a_a": (F Jlet g) = Jlet g cf (111.146)
A

Esta e a forma relativistica geral das outras duas equa
coes de Maxwell. Esta expressdo, comparada coma (I11.139) mostra a seme
Thanga qualitativa da mesma equacao fisica tanto na relatividade restri

ta como na geral. Derivando-se (III.146), tem-se:

2 »
—F— (F Vit g) = 2 (et g o
ax" ax 3x
Devido a propriedade anti-simétrica do tensor Fh&, tem-
se que
2 r -
—-f—? (F** /det g) = - — (FR et g)
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de onde vem que:

32 ki
—— (F7vdetg) =0
ax* ax

Ou, 0 que vem a ser mais significativo ainda,

39X

Esta equacao expressa a conservac3o da densidade de eletricidade na fisica

da relatividade geral.
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