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ABSTRACT

Synoptic scale vertieql motions are not measured and
must be inferred indirectly. One of the methods is to use the omega
equation which shouws the advantage of incorporating all the physical
processes that cause ascending motion. The quasi-geostrophic, adiabatic
equation is examined with the objective of testing ome alternative
numerical method of solution. It is proposed an espectral method based
on the expansion of the variables in double Fourier series in the zonal
and meridional directions. The pressure dependence is obtained by solving
ordinary differential equations with a modified Gaussian elimination
method. The espectral method does not vequire the especification of
artifictal lateral boundary conditions as in the relaxation method. The
espectral method yielded better results than those obtained by the
relaxation, when tested with wavelike data.
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1 - INTRODUQﬁO

Os movimentos verticais em escala sinotica desempe
nham papel fundamental nos processos dinamicos e termodinamicos respon
saveis pelo tempo meteorologico. A forma§50 de nuvens e precipitacao,
por exemplo, e em grande parte resultado de um resfriamento adiabatico
associado a movimentos verticais. Tipicamente, as velocidades verti
cais, nos sistemas sinoticos de latitudes medias, sao tres ordens de
magnitude menores que os ventos horizontais.e deste modo nao podem ser
medidos,devendo serem inferidos indiretamente {Dutton, 1976; Holton,
1979) . |

Existem varios metodos de determinacao de  movimen
tos verticais, dos quais destacam-se os metodos cinematico e o da equa
¢ao omega. O primeiro & de relativa simplicidade computacional, forne
cendo o movimento vertical como resultado da conservagac de massa,ere
lacionando este campo com a distribuicao vertical de divergencia do
vento horizontal. Este método @ bastante usado em modelos de previsao

numerica (Gates et al., 1971), porem,apresenta deficiencias inerentes,
como a nao inclusao da liberacac de calor latente e dos efeitos dinami
cos, bem como de imprecisdao no calculo da divergencia horizontal. Sob
estes aspectos, o chamado metodo da equacao omega € superior,  porem,
mais oneroso em termos de recursos computacionais. 0 metodo e de espe
cial importancia em analise diagnostica em Meteorologia Sinotica, e,
por isto, foi escolhido para ser testato neste trabalho.

A equagao omega quase-geostrofica € uma equagao di
ferencial parcial eliptica, de 2? ordem-que & resolvida por  métodos
convencionais. Dentre os mais comumentes utilizados, o mais conhecido
em aplicagdes meteoralogicas & o metodo de relaxagao. Este metodo nume
rico de solucao exige, no entanto, a especificacao de condicoes de con
torno laterais, que constitue uma artificialidade imposta para a solu
cao, visto nao haver contraparte na atmosfera real.

0 objetivo deste trabalho e propor um metodo alter
nativo de solucao da equagao omega, onde condigoes de contorno (sobre

.



tudo Taterais) sao dispensadas. 0 metodo utilizado e espectral, con
sistindo na expansdo de variaveis em serie dupla de Fourier (nas dire
coes meridional e zonal). Nos testes reé]izados, foram usados somente
dados teoricos, e os resultados obtidos foram satisfatﬁrios, comparan
do com aqueles obtidos pelo metodo de relaxagao sequencial.

2 - A EQUACAO OMEGA QUASE-GEOSTROFICA

2.1 - DERIVACAO

Dentro do contexto da aproximacao quase-geostrofi
ca, as equacoes da vorticidade e da termodinamica em coordenadas isoba
ricas, na ausencia de fricgao e efeitos diabaticos podem ser respecti
vamente escritas:

3¢ e B

CRORRA - (1)

3 d d

Ef'(- 5%) + J(y, - 5%) -ow =0 (2)
32¢ 82w

onde, ¢ = V2§ = w2t ay? e a vorticidade relativa, y a funcao de cor
rente e ¢ o geopotencial. Estes dois ultimos relacionam-se geostrafigi
mente por

4 =f v (3)
onde fo e o parametro de Coriolis, constante. 0Os termos advectivos sao
escritos na forma de Jacobiano, i. e.

aA 3B - 3A 3B

J (A, B) = Siﬂsy E}'g}

onde A e B sdo duas funcoes arbitrarias. O coeficiente de estabilidade
estatica, o, fungao somente da pressﬁo e dado em termos de ¢ (Holton,
1979) por

o= _ 1102¢ (4)



onde v = Cp/Cv e a razao entre os calores especificos a pressdo e volu
me constantes. Para uma atmosfera estaticamente estavel, & e positivo
e isto garante o caréter eliptico da equacdo omega a ser obtida em se
guida, e justifica o uso dos metodos de solucao empregados.

Finalmente,
D
" :.ﬁ% (5)

e o movimento vertical em coordenadas isobaricas dado pela derivada to
tal da pressao.

Aplicando o operador —g%— 2 Equacao (1) e-% 72 a
0

Equacao (2), tem-se, eliminando o termo da derivada temporal, a chama
da Equacao Omega Quase-geostrofica Adiabatica, ou seja:

2
2y 4 J0 9% _ (6)
o ap? d
onde
r |
.1 9 2 3¢
Fa = 51 Fo3p 00se) + 92 0y, - 55)}

e a forcante dinamica.

A interpretacao fisica, mais comum da equagao omega
adiabatica, e encontrada em varios livros textos, como por exemplo
(Holton, 1979), onde a velocidade vertical e resultante da  contribui
cao simultanea da advecgao diferencial de vorticidade e adveccao de
temperatura, dois mecanismos dinamicos que tendem-se a se cancelar. A
pesar de nio ser objetivo do trabalho, incTuir uma interpretacdo fisi
ca desta equacao, e interessante mencionar aquela dada por  Trenberth
(1977), onde o movimento vertical na média atmosfera e conseqiiencia da
adveccao de vorticidade (cié]ﬁnica no Hemisfério Norte) pelo vento ter
mico. Esta nova abordagem permite justificar algumas das regras, ate
entao empiricas, usadas na interpretacao subjetiva em Meteorologia Si

notica.



2.2 - DADQS TEDRICOS

Um conjunto de dados teoricos foi gerado para vali
dar o metodo de solucao da equacao omega, em termos da anilise de re
sultados fisicamente realistas, 0 perfil vertical de temperatura, refg
rente a atmosfera padfao americana (Tabela 1), foi wutilizado conjunta
mente com um cisathamento vertical do vento zonal, su/sp, constante,pa
ra a obtencao de um campo basico de geopotencial 3 (y, p) ao qual &
superposta uma perturbacac idealizada ¢'(x, y).

TABELA 1

PERFIL VERTICAL DE TEMPERATURA

Nivel Pressao Tempepatura

Vertical (mb} {7k)
k D T
1 200 217.0
2 300 228.0
3 400 241.0Q
4 500 252.0
5 600 261.2
6 700 268.5
7 800 275.5
8 900 281.5
9 1000 287.0

Usando a relacao do vento termico, 1. e.

"

u_ R AT (7)
ap fp oy

0
obtém-se para cada nivel k = 1,9 (1), o gradiente meridional, indepen

dente de x, da temperatura basica que, juntamente com o valor de T



(dado na Tabela 1), considerado constante ao longo da Tatitude cen
tral do dominio da solucao, e usado paﬁa gerar os campos de temperatura
T(y, p). Neste calculo, foi utilizado um cisalhamento vertical do vento
zonal constante e igual a 15m 5-1/]00mb.

Integrando a equagao da hidrostatica, i.e.

(¢ _ P
J k 3% = - J k g 3Tnp’ (8)
0 1000

a partir do nivel k=9, onde Eé = 0 (topografia plana), com um valor me
dic de T, tomado no centro da camada Peoq/Pyo © feito igual a media 2

ritmetica de T, e T, ,, tem-se:

T + T P
5, =0, 4 - R (& (Kl k=92 (1) (9)
k k-1 5 p

A perturbacao ¢'(x,y,p), especificada senoidalmente
como
2w

0'(xyp) = A sen = (x-2) sin =y (10)
L

dependente de p, somente atraves da fase 3 que e feita de modo que o ca
vado em 100mb esteja 7° a0 oeste da baixa de superficie, A dependencia
em y foi assim escolhida,de modo a se ter nos contornhos norte e sul com
ponentes normais, v, nulas.

0 dominio da solugao e dado por uma grade retangular
de largura D e extensao L, que em termos de espacamento de grade Ax =
Ay sao

D= (dM-1) ax e L = (IM-1)ax

com o numero de pontos na diregdao y, JM = 17 e na direcao x, IM = 23. 0



intervalo de grade usado foi ax = 250km e o parametro de Cor1o11s f
constante, foi conSTderado aquele correspondente 3 latitude de 45° S

Desta maneira, foram obtidos os campos totais ¢ =
¢+ ¢' em todos os niveis k, mas para propos1to de servirem como da
dos de entrada para a obtencasc de w, sao utilizados somente os campos
de 300, 500, 700 e 900mb devida a grade verticalmente alternada.

0 coeficiente de estabilidade estatica & calcula
do, usando a Equacao (4), aproximada por diferencas finitas centradas
apenas nos niveis k=4 (500mb) e k=6 (700mb). Estes valores, o, € og,
$ao usados para obter este coeficiente nos niveis onde w e calculado
(ver proximo capitulo) atraves de Shukla (1970)

o5 = {a, + ag) 0.5

It

].5 Cy - 0.5 06

O3

n

o7 ;3 (600/800)2

0s valores do coeficiente de estabilidade estatica
efetivamente utilizados no computo das velocidades verticais sao me
dias horizontais, de modo a se tornarem funcoes somente da pressao, co
mo exigido pela aproximagao quase-geostrofica.

3 - METODOS NUMERICOS

Como mencionado, o objetivo principal deste  traba
Tho & apresentar um metodo alternativo para a solugdo da equacac  ome
ga. Para fins de comparagao, a équagEo foi tambem resolvida pelo weto
do de relaxagao, de uso bastante popular em aplicacoes meteorologicas.

A distribuicdo vertical das variaveis e mostrada na

Figura 1.
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Fig. 1 - Distribuicao vertical das variaveis.

As forcantes sao calculadas por tecnicas convencio
nais de diferencas finitas, de modo a serem definidas em todos os pon
tos interiores das grades horizontais k = 3,5 e 7. Assim, no calculo
do Laplaciano e do Jacobiano foram usados esquemas de somente 5 pon
tos, apesar de se saber que o campo de movimento vertical & sensivel
a precisdo dos esquemas usados.

0s dois metodos wutilizados na solugao da equagao

omega sac agora escritos.




3.1 - METODO DE RELAXACAO

A descricao detalhada deste metodo pode ser encon
trada em varios livros textos, como por exemplo, Haltiner e William
(1980). A Equacdo (6) e resolvida jterativamente usando um método  de
relaxacao sequencial, onde, na (m+1)esima iteracao, a solugao aproxima
da, em cada ponto de grade e:

w = W

(med) )y () (11)

onde o m-esimo residuo € dado por

£2 y
R(m) - 72 w(m) . 0 Bzm(m) _ Fd (x,¥,p) (12)
o} sz

e o e um fator de sobre-relaxacao, escolhido experimentalmente, igual
a 1,6.

Como condigOes de contorno foram adotadas:

a) w=0 emy=20,D

b) w=0 emx=0,L

c) w=0 emp = 1000 e 200mb.

Na computacao presente, o criteric de convergencia a
dotado foi que a diferenca entre valores de duas iteracoes para cada

ponto de grade, nao pode exceder 3%.

3.2 - METODO ESPECTRAL

Como visto, o metodo de relaxagcdo exige o conhecimen
to de w em todos os contornos do dominio de solucao. Enguanto que, con
dicoes de fronteira na vertical (isto e em p= 1000 e 200mb) podem  ser
especificadés mais realisticamente, o mesmo nao acontece nos contornos
laterais. E provavel que muitas das condicoes de contorno laterais, ar



tificiais por natureza, como extrapolacao de valores e continuidade
ciclica nao sejam apropriadas em muitas situacbes. A vantagem princi
pal do chamado metodo espectral, aqui descrito, consiste em nao neces
sitar de condicoes de contorno laterais.

Dada a forgante, o primeiro passo do metodo espec
tral e realizar a sua analise harmonica bidiMensiona], nas direcoes x
e y, isto e, determinar os coeficientes das seguintes series de  Fou
rier:

K - -

C 2 2
F(x,y,p) = fo(y,P) +kX] fr (¥5p) COS-I? k x+ f (y,p) sen 1%—k X

(13)

onde fo(y,p) e o valor medio zonal para cada latitude y e K = IM/2  se
IM par ou K = (IM-1)/2 se IM impar.

Os coeficientes, nesta expansao, s3o por sua vez ex

pandidos como:

L _
= )
flrsp) = Folp) + 1 50 cos By e i) sen Zay | (10)
c = LT ec 2n cs i 15
FS(y.p) = Te(p) + I | oo (p) cos <oy + Fig (p) sen =ay | (15)
e=1 - D D

e

s _ S - .SC 27 SS 2r

folysp) = L (p) + RZ]__fkﬁ (p) cos =%ty + fieg (p) sen =" ay (16)

Supondo similarmente expansao em serie dupla de Fou

rier para w, isto e

K - -
C 2n s . 2w
w(X,¥p) = w (¥sp) + L] wp cos = kx + w sin = kx (17)

k=1 L L L -
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e substituindo esta expressao, juntamente com a série (13), na Fqua
¢ao (6) obtem-se o seguinte conjunto de equacoes diferenciais ordina
rias em p, envolvendo os coeficientes do campo de w.

0 conjunto de equagoes:

°-F_(p) (18a)

oL C C
32 2 e2,¢ = £C (D) (18b)

22— g2 = o (p) (18¢)

determina a estrutura vertical da solucao onde, A2 = fg/c(p). Jaa es
trutura horizontal(meridional e zonal) e obtida resolvendo:

dZe;
22 K ozt o F€ (19a)
K k
dp?
d2,¢C 2,02y ,CC o fCC _
d2eCs
22 ke 2 cs _ .Cs
07 ~{k%+42) ug = fig (19¢)

- . - -5 SC ss
e equacoes similares para os coeficientes mi, Bg © U,

Estas equacoes sao resolvidas adotando-se condicoes
de contorno inferior e superior homogéneas, isto €, cada harmonico as
sume valor zero para p = 1000 e 200mb. 0 método de resolucao delas e
uma adaptacdo especial do metodo de eliminagao de Gauss, e encontra-
se descrito em Richtmyer e Morton (1967} .

4 - RESULTADOS E SUGESTOES

A Figura 2 mostra uma secao vertical pressao-coor
denada x feita ao Tongo da linha zonal central da grade. A linha ‘tra
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cejada indica a inclinacao do cavado com a altura, para o oeste de acor
do com a equacac hipsometrica. A inclinacaoc & tal gue corresponde a umé
distancia de 7° entre o cavado em 100mb e a baixa de supéff?cie.@s movi
mentos verticais em p = 200 e 1000mb, como condicoes de cdntorno ha ver
tical, foram feitos nulos. 0 campo de movimento vertical, indicado pg
las setas cujos comprimentos sao proporcionais as suas magnitudes, € de
vido a adveccao diferencial de vorticidade e ao laplaciano da adveccdo
termica, agindo conjuntamente, ou seja aproximadamente i adveccao de
vorticidade pelo vento termico. 0s resultados sac caracteristicos de um
sistema baroclinico em desenvolvimento, cuja circulacao secundaria (nao
mostrada) pode ser notada pela mudanca de sinal em %9, de negativo pa
ra positivo na frente do cavado, o que implica, pela equacac da  conti
nuidade, uma troca de convergencia em baixos niveis para divergencia
em altos niveis. 0 nivel de 600mb, no modelo, corresponde ao nivel de
nao divergencia, isto & %

op
tro fato consistente com a teoria quase-geostrofica € a regiao de mo

= 0, ou seja » maximo em valer absoluto. Qu

vimentos verticais ascendentes (descendentes) a leste dos cavados {das
cristas), Considerando as adveccoes termicas pela circulacgao primaria,
este campo de movimento vertical carrega ar quente (fric) para cima
(baixo) tendo-se assim uma circulagac termica dita direta com conseglien
te conversao de energia potencial em cinetica para o sistema.

As Figuras 3, 4 e 5 mostram em secao horizontal x-y,
0s campos de altura geopotencial, em linhas tracejadas e em hectametro
geopotencial e os de movimento vertical, em mb/hr, para 0s niveis de
800, 600 e 400mb, respectivamente, obtidos usande o metodo de relaxacao
sequencial, com condigoes de contorno laterais e vertical nulas.As duas
configuragoes basicas previamente mencionadas, ou sejam, movimentos ver
ticais ascendentes na frente dos cavados e um maximo para ¢ nivel medio
de 600mb podem ser tambem observados nesta sequencia de figuras. Como o
campo de geopotencial da perturbacao foi especificado simétrico em y,
com cavado mais pronunciado'no centro (ponto de coordenadas 8.5 na esca
la vertical) e ciclico em x, e de se esperar igual simetria tambem no
campo de w. Os resultados obtidos com o método de relaxacao segiencial,
no entanto, mostraram um gradiente meridional %%—mais forte na parte
norte do dominio da solugao. Este fato destaca-se mais para © nivel de
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600mb, onde as velocidades verticais sao maiores. Concomitantemente, o
centro de maiores valores, para os 3 niveis, éparece deslocado para o
norte (em torno da coordenada'11, na escala vertfca1). Uma outra  cons
tatacao igualmente 1ndésej5ve1 refere-se a falta de simetria na diregao
zonal, gque deveria estar presente devido ao caracter senoidal da pertur
bagac de geopotencial. Estes efeitos certamente decorrem do uso de con
digoes de contorno laterais, como exigido pelo metodo de relaxacao.

As Figuras 3, 4 e 5 devem ser respectivamente compo
radas com as Figuras 6, 7 e 8, que mostram os campos de movimentos ver
ticais obtidos usandoometodo espectral.Com exceccao de condicoes de
contorno em p = 200 e 1000mb, este metodo dispensa a especificacao de
condigoes de contornos laterais, ao introduzir naturalmente ciclidade
em ambas dimensoes horizontais. As velocidades verticais apresentam-se
regioes de maximos mais intensos do que os respectivos casos anteriores
e mais centralmente localizados. Assim sendo, os resultados obtidos pe
lo metodo espectral revelam-se superiores aos obtidos pelo primeiro me
todo, pois conservam uma simetria que os fazem fisicamente mais aceita
veis.

0 objetivo deste trabalho foi simplesmente de propor
um metodo alternativo para a solucdo da equacao omega. Esta equacao e
de especial importancia em modelos diagnosticos de analise meteorologi
ca, e foi por isto escothido para tal proposito. O presente estudo deve
ser considerado como preliminar e mais testes, especialmente com dados
reais, devem ser realizados. Outra sugestao para continuidade deste tra
balho e testar o metodo espectral, para o caso de se incluir forgantes
térmicas parametrizadas por diferentes esquema.
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Fig. 3 - Geopotencial em hectametro geopotencial (Tinhas
tracejadas) e velocidade vertical em mb/h (11
has continuas) obtidos pelo método de relaxagao
seqilencial, para o nivel de 800mb.
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Fig. 4 - Geopotencial em hectametro geopotencial ({linhas tra
cejadas e velocidade vertical em mb/h (Tinhas cont?
nuas), obtidos pelo metodo de relaxacao sequencialy
para o nivel de 600mb,
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Fig. 5 - Geopotencial em hectametro-geopotencial ({1inhas
tracejadas) e velocidade vertical em mb/h (1in
nhas continuas), obtidos pelo metodo de relaxa
cao seqiiencial, para o nivel de 400mb.
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Fig. 6 - Geopotencial em hectametro-geopotencial (linhas
tracejadas) e velocidades verticais em mb/h (11
nhas continuas) obtidos pelo metodo espectral 7,
para 0 nivel de 800mb.
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Fig. 7 - Geopotencial em hectametro-geopotencial (1inhas
tracejadas) e velocidades verticais em mb/h (11
nhas continuas, obtidos pelo metodo espectral,
para o nivel de 600 mb.
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Fig. 8 - Geopotencial em hectametro-geopotencial (1i
nhas tracejadas) e velocidade vertical em
mb/h (1inhas continuas, obtidas pelo metodo
espectral, para o nivel de 400mb.



