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ABSTRACT

Simple formulations based upon the recursivity of the
Legendre polynomials are presented for the calculation of the geopotential,
the geopotential acceleration, and the matrix of partial derivatives of the
acceleration., For such calculations, explicit equations considering the
zonal harmonic terms up to the desired order are derived.
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1 - INTRODUCAO

0 principal objetivo deste trabalho e o de estabelecer
formulacoes simples para o calculo do geopotencial, das aceleracoes de
vida ao geopotencial e do jacobiano (matriz de derivadas parciais)
das aceleracoes do geopotencial. As formulacoes sao particularmente ade
quadas a programacao em computador, pois utiliza propriedades de recur
sividade dos polinomios de Legendre. Somente os termos correspondentes
aos coeficientes dos harmonicos zonais foram considerados. Para o cal
culo do geopotencial e das aceleracoes que incluam os coeficientes dos
harmonicos tesserais/setoriais, as equacoes podem ser encontradas em
Kuga et alii (1983). Para o calculo do jacobiano, nao e normalmente de
interesse a inclusao das influencias dos harmonicos tesserais/setoriais
para efeito de obtencao da matriz de transicao do movimento gravitacio
nal. Os coeficientes zonais truncados ate uma baixa ordem (p.ex. Jg)sao
suficientes para a integracao da matriz de transicao em problemas de
determinacao de orbita (May, 1979). A formulacao e bastante adequada
para o calculo da matriz de transicao pela integracao numericadas equa
coes variacionais ou pelo metodo de Peano-Baker (Ditto, 1969), onde as
parcelas perturbadoras devidas ao potencial terrestre sao  facilmente
separaveis.

2 - CALCULO RECURSIVO DOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

Formalmente os polinomios de Legendre sao a solucao da
Equacao de Legendre:

(1 - x2) P“n - ZXP'n +n(n + 1) Pn =0 n=0,1,2 ... (2.1)

onde x e o argumento e Pn sao os polinomios de Legendre de crau n, fun
cao do argumento x. Tambem sao validas as seqguintes relacoes:
2
dPn d Pn

P' = — 3 P" = . (2.2)
H dx?




As recursoes para os polinomios estao tabeladas emvarios
livros e sao recapituladas a seguir. Os polinomios de Legendre de grau
n, Pn, podem ser calculados recursivamente por:

nPn = (2n - 1) Pn_1 - (n-1) Pn_2 n=2,3, ... (2.3)

com condicoes iniciais Pp = 1, Py = x.

A derivada do polinomio de Legendre de grau n, P'n, pode
ser obtida via:

P'" = x P! +nP n=2e, 3, .co (2.4)
com condicao inicial P'; = 1.

A derivada sequnda, P" ., vem da Formula de Recursao 2.4.
Derivando a Equacao 2.4 em relacao a x tem-se:

P" = x P“n- + (n+1) P'n NE &y By oue (2.5)

n 1 =

com condicao inicial P"; = O.

3 - CALCULO RECURSIVO DO POTENCIAL GRAVITACIONAL TERRESTRE

Seja o potencial terrestre descrito por:

U R yn
u=- - = L0y )T P, (sh), (3.1)

onde u e a constante geogravitacional,
r e a distancia do ponto material ao centro da Terra,

Jn sao os coeficientes dos harmonicos zonais,



R e o raio equatorial da Terra,
Pn sao 0s polinomios de Legendre de arau n e

sp e o seno da latitude geocentrica.
Em coordenadas cartesianas sf pode ser calculado por:
sp = z/r, {3.2)

onde z e o valor da distancia do ponto material projetado no eixo Z apon
tado para o Norte, a partir do centro da Terra.

Seja Ug = py/r e Un 0 potencial devido ao coeficiente zo

nal n =z 2. Entao Un pode ser calculado recursivamente por:

R

U =--L 3 ()"p (sp), (3.3)
n w B n
de forma que:

4 - CALCULO RECURSIVO DAS ACELERACOES DO GEOPOTENCIAL

Dado o potencial U, Equacao 3.1, as aceleracoes podem ser
calculadas pelo gradiente do potencial, ou seja:

3

8x1

?‘:VUOU'){i: i=1, 2,3, (4.1)

= . >
onde X; sao as componentes cartesianas do vetor r.
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A aceleracao devido ao corpo central, Terra, € dada por:

ro=—2 - My i=1,2,3. (4.2)

Ja a contribuicao para a aceleracao total devida a cada coeficiente zo

nal Jn pode ser avaliada por:

U,
o i=1,2,3. (4.3)

3u n ZX.
n i R _ 1

e B 3B [l Bre B 4 (B ]

- pa D [ i'n 31 N n

(4.4)

onde P, P sao os polinomios e as derivadas dos polinomios de Legendre
para o argumento sff e 631 e o delta de Kronecker e vale:

53i 1 para 1 = 3,

(4.5)
835 = 0 para i = 3.
Portanto, a aceleracao total pode ser calculada por:
P T % T, (4.6)
o L N

levando em conta as recursoes dos polinomios pelas Equacoes 2.3 e 2.4.

5 - CALCULO RECURSIVO DAS DERIVADAS PARCIAIS DAS ACELERACOES

Dado um potencial na forma da Equacao 3.1, a derivada par
cial segunda em relacao as coordenadas cartesianas xj, j =1,2, 3 vale
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Para o termo U/ (vide Equacao 4.2) a relacao e imediata:

O . 8 (M) =-E (s.r? - 3xx.), (5.2)

ax‘aX1 ij 3 1 rs 1] 1]

onde 54 e 0 delta de Kronecker e vale:

0 para i =], (5.3)

1

1 para i =] .

Bieca
1J

Para o calculo da derivada parcial em relacao ao termo generico Un’ de

ve-se avaliar a seguinte expressao:

ZX.

3 n_ 3 M Ryn _ I ETY
= B O nw 1xg P (ogyr Pl (5.4)
AX.  IX. aX. r r r
J 1 J
As seguintes derivadas auxiliares foram utilizadas:
3 r'n'3 _ (n+3) -
oX. rn+5 J
J
AX
I gy 6ij ,
X
XJ
3P 3P P
L. (63jr - zxj/r) , (6.5)

X 3s X, r?
J g J

ar

>
J

X .
J



s fmd] [(Giji + 51jz)r - ZX; xj/r] ,

aP! 3p!
n__n 3§ __'n (6. - z x:/r).
axj 3sP axj r2 J J

Com auxilio das derivadas auxiliares, Equacao 5.5, e apos alguma alge
bra, o elemento i, j do jacobiano referente a Un’ isto e,da matriz de
derivadas parciais e dado por:

32U
n_o__u g (R)n [(n+1) (n+ 3) x;x.

1]
3K, IX i3 r
Jji

- (n+1)re 51j] P,
+ [(n + 3)xj(zxi/r - 631r)

+ (n + 1)x1(zxj/r = 63jr)

4 B o XLl 4+ ZHaKaf 1
+ ; J/

317]

= (53jx1 + dijz)r 1P,

% (63ir - zxi/r)(53jr - zxj/r) PH } .

Ro calcular a equacao de Laplace (laplaciano):

32U 32Un 3%l
L = + +
ay?

n

s (5.7)
SE=

chega-se a:

Ryn
L=-230E)mh+1)P
r3 0 r n

- 2sp P! 2l
£ (1= s20) P
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0 termo entre colchetes e a Equacao de Legendre (Equacao 2.1) e e iden
ticamente nulo, satisfazendo o laplaciano, isto e:

32U aZUn 32U

I_ — + + = U 3 (5-9)

ay®

que serve como um bom "check" para a exatidao da Equacao Final 5.6. Po
de-se verificar tambem que o jacobiano conserva tambem o carater de si
metria (matriz simetrica). Para fins de programacao em computador, es
tao listadas a sequir as equacoes explicitas para os elementos damatriz
do jacobiano:

N2
U I T (B)”{ [(h+ 1)(n+3)x% - (n+ 1)r2] P
ax? > n r
+ [(2n + 5)x2z/r - zr] P,
+ (zx/r)2 PLY o,
82Un Ryn
= - E—rdn(w) L+ 1)+ 3)y2 - (n+ 1)r2] P
ay? e r
+L(2n + 5)y*z/r - zr] P|
+ (zy/r)? Py} (5.10)
32U
n_o_u oy (E)n (L + 1)(n + 3)z2 - (n + 1)r2] Pr
372 (e L r
+[(2n + 5)z2z/r - (2n + 5)zr] Pﬁ
+ (r - z2/r)2 PH F o
U 3°Un _ _u Ryn
Bxa; "X - Jn (r) {(n+1)(n+3)xy P

+ (2n+5)xy z/r Py
+ (xyz/r2)z Py},
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aZUn aZUn -

. FIRSNENS | R Jn(—) {n+1)(n+3)xz P

3X3Z  9ZoX rs r n
+[(2n + 5)xz2/r - (n + 2)xr] Ph
-zx(rz - z2)/r2 P; F,

32U 32U

LR, | . E—-Jn(E)n { (n+1)(n+3)yz P,
aysz  3zay r° r

+[(2n + 5)yz2/r - (n + 2)yr] PH

- zy(rz - z2)/r2 Po 1.

6 - COMENTARIOS FINAIS

Foram apresentadas neste trabalho as equacoes explicitas
para o calculo do potencial terrestre, do gradiente do potencial terres
tre (aceleracao)e da matriz de derivadas parciais da aceleracao, que fo
ram modeladas pelos coeficientes dos harmonicos zonais. As equacoes
sao genericas e podem ser calculadas (truncadas) ate a ordem do  coefi
ciente zonal desejado. Um programa simples e breve foi implementado em
linguagem FORTRAN padrao. A listagem do programa nao e apresentada nes
te relatorio porque, usando as equacoes apresentadas, ele e facilmente
implementavel e adaptavel para as condicoes desejadas pelo usuario.
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