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ABSTRACT

An interference channel is a communication network where
two senders communicate with two receivers through a shared medium,
in such a way that the flow of information over the first link (from
the first sender to the first receiver) can impair the flow over the
second link, and vice versa. If R, and R, are the rates of information
transmission over the first and second link, respectively, the channel's
capacity region is the set of pairs (Ry,R;) which are jointly achievable
in reliable communications. The problem of determining the capacity
region has been solved only in some special cases, in particular in
"strong interference" cases. In this paper, a new outer bound on the
capacity region of the Gaussian interference channel is demonstrated
by means of a technique involving degradation of a modified channel
by added noise. In those cases where the interference is of medium
intensity, which, in practice, are more commom than strong interference
cases, the new bound is significantly tighter than previously known
outer bounds.
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1 - INTRODUGCAQ

Um canal com interferéncia (Figura 1) e uma rede de comu
nicagoes em que dois emissores se comunicam com dois receptores atra
ves de um meio compartilhado, de forma que o fluxo de informagao no
primeiro enlace (do primeiro emissor ao primeiro receptor) pode preju
dicar o fluxo no segundo enlace, e vice-versa. 0 canal e caracterizado
matematicamente pelo fato de que cada um dos sinais que chega aos re
ceptores, Y, e Y,, alem de ser afetado por ruido, depende estatistica
mente de ambos os sinais emitidos, X; e X,, embora apenas umdestes in
teresse a cada receptor. As influencias cruzadas de X; sobre Y, e de
X, sobre Y, constituem as interferencias. Sendo R, e R, as taxas de
transmissao de informacao no primeiro e no segundo enlaces, respecti
vamente, a regiao de capacidade € 0 conjunto dos pares (R;,R,) conjun
tamente atingiveis em comunicacoes confiaveis, ou seja, com probabili
dades de erro arbitrariamente pequenas, atraves do canal com interfe
rencia. A regiao de capacidade e sempre um conjunto convexo do primei
ro quadrante do plano.

— Y|

—» Y2

Fig. 1 - Representacao esquematica de um canal com interferencia.



0 problema da determinacao da regiao de capacidade parao
canal com interferencia, originalmente proposto por Carleial (1975),
so foi resolvido em certos casos especiais, particularmente nos casos
de "interferencia forte" (Carleial, 1975 e 1978a; Sato e Tanabe, 1978;
Benzel, 1979; Han e Kobayashi, 1981). No presente trabalho, demonstra-
-Se um novo limitante externc para a regiao de capacidade do canal
gaussiano com interferencia, definido a seguir. Em casos de interferen
cia media, que, na pratica, sao mais comuns que os de interferencia
forte, o novo limitante e significativamente mais justo queos limitan

tes externos anteriormente conhecidos.

0 canal gaussiano com interferencia utilizado neste tra
balho e um canal sem memoria, em tempo discreto. Os sinais Xj, X5, Y;
e Y, sao reais e, em qualquer instante, sao relacionados por

Yy =c¢pp Xy +cpp Xp vV (1)

Yo = Cip X; + Cop Xp + 1V (2)

"

onde 0s Cij sao constantes reais (coeficientes que definem os niveis

dos sinais recebidos), e V, e V, sao variaveis aleatorias gaussianas

(ruidos) com media zero. Definem-se ainda os coeficientes de transmis
2

x5 Pl . °

cias de X; e X, emitidas podem ser codificadas a vontade, mas estao 11

sao de potencias, = Quanto aos sinais de entrada, as sequen
i e o 2 72~
mitadas em potencia media: os valores medios de X e X, nao podem ex

ceder P, e P,, respectivamente.

0 canal assim definido tem a forma normalizada se 0S coe
ficientes ¢;; e c,,, bem como as potencias de ruido (variancias de V,
e V,), sao unitarios. Uma discussao mais pormenorizada e apresentada
em Carleial (1978a), onde se mostra que qualquer canal gaussiano comin
terferencia pode ser posto na forma normalizada atraves de transforma
cao de escala, sem alterar sua regiao de capacidade. Um canal gaussia
no com interferencia, I, fica bem caracterizado, portanto, pelos Timi

tes de potencia e pelos coeficientes de transmissao de potencias in



terferentes que a ele correspondem na forma normalizada. Adota-se nes
te trabalho a representagao I=(P;, P,, a;, ap;), onde se supoe, impli
citamente, a forma normalizada. A rigor, restaria especificar a distri
buicao conjunta de V; e V, e os sinais algebricos de c;, e Cy;, Mas po
de-se mostrar que a regido de capacidade nao depende destas caracteris
ticas.

2 - 0 LIMITANTE EXTERNO

Um limitante externo a uma regido de capacidade e um con
junto do primeiro quadrante do plano que contem essa regiao de capaci
dade; um limitante interno e um conjunto contido na regiao de capaci
dade.

De maneira geral, pode-se definir uma ordenagao parcial
entre os canais gaussianos com interferencia, aplicando-se a ordenagao
parcial da inclusao de conjuntos as respectivas regioes de capacidade.
Assim, escreve-se 1 < I' (significando que o canal I'naoe inferior ao
canal I) se a regiao de capacidade de I e um subconjunto da regiao de
I'. 0 limitante externo apresentado neste trabalho e obtido atraves da
comparacao entre um canal modificado e o canal original, mostrando que
este ultimo pode ser reduzido ao primeiro atraves de um processo de de
gradacao. Conclui-se entao que a regiac de capacidade do canal original
esta inteiramente contida na regiao de capacidade do canal modificado.

Lema: Seja T = (Py, P,, @y, ap;) um canal gaussiano com interferencia

e seja » > 1 uma constante. Tem-se:

I < (Pl, Apz, AB12 A_la2l) = T (3)
A n
I < (Apl, P2, A-lalz, Aazl) =1 (4)

Prova: Considere-se o canal I*, obtido de I' pelo acrescimo de uma par
cela de ruido V% ao sinal Y, que chega ao segundo receptor de I', con



forme indicado na Figura 2. 0 ruido adicional Vj & gaussiano, tem me
dia zeroevariancia r-1,ee independentedeV,, de sorte que a potencia
total de ruido no segundo receptor de I* e 1 + (A-1) = A.

Evidentemente I* < I', pois se for possivel fazer comuni
cagoes conjuntamente confiaveis a taxas de transmissao (Ry, R,) atra
ves de I*, tambem sera possivel faze-las por meiode I',usando-se alias
os mesmo codigos e as mesmas tecnicas de decodificagao. Para tanto, bas
ta gerar artificialmente o ruido V3 e soma-lo ao sinal disponive] no se
gundo receptor de I', de forma a transformar I' em I*.

A demonstracao da Relacao 3 e completada pela verificacao
de que I* e equivalente a I. De fato, a forma normalizada do canal I*
e justamente I = (P,, Py, a,,, @p,). A transformacao de escala pode ser
feita nos dois passos seguintes (representados esquematicamente pelos
diagramas de potencias da Figura 3).

1) Reduzir a potencia do segundo emissor de AP, paraP,, compensan
do o efeito desta reducao pelo aumento dos coeficientes de
transmissao de potencia ligados ao segundo emissor pelo mesmo
fator A.

2) Reduzir a potencia de ruido do segundo receptor de x para 1,
compensando o efeito desta reducao pela reducao dos coeficien
tes de transmissao ligados ao segundo receptor pelo mesmo fa
tor A.

A demonstracao da Relacao 4 e analoga, invertendo-se os

papeis dos dois enlaces no raciocinio acima apresentado.
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Teorema: Seja 1= (Py, Pp, a1z, ap1) um canal gaussiano com interferen
cia. Se o par de taxas de transmissao (R;, R,) e atingivel em comuni
cacoes conjuntamente confiaveis por este canal, entao R; e R, necessa
riamente satisfazem as restrigoes:

Ry < —— Tog(1+P)) (5)
2

Ry ¢ —— Tlog(1+Py) (6)
2

Alem destas, se a;, < 1, a soma das taxas satisfaz ainda

-1
Ry + R, < 1 Tog(1+Py+a;, Py). (7)

2

Da mesma forma, se a,; < 1, tem-se a restrigao:

=1
Ry + Ry < —— Tog(1+2a,, P, + Py). (8)
2

Observagoes: As Restricoes 5 e 6 sdao triviais e ja conhecidas (Car
leial, 1975). A combinacao dessas duas restrigoes com a Restrigao7 ou
8, conforme as condicoes citadas sobre a;, e ap;, fornece, nos casos
em que o Teorema e util, um limitante externode forma pentagonal (ver
exemplo na Figura 4). Quando as Restricoes 7 e 8 sao simultaneamente
validas, interessa considerar a desigualdade mais restritiva. A base
dos logaritmos usada em expressoes como 5-8 define a unidade de medi
da da informagao: por exemplo, para obter taxas em bits deve-se calcu

lar os logaritmos na base 2.

Prova: Demonstra-se aqui a impossibilidade de exceder o limite expres
so na Restricao 7 quando a;, < 1. A demonstragao da Restricao 8 para
a,; < 1 e analoga, invertendo-se os papeis dos dois enlaces.



Seja (Ry, Ry) um par de taxas conjuntamente atingiveis
em I pela transmissao de certas sequencias codificadas de X; eX,. Pelo
Lema, estas taxas sao tambem atingiveis em I' = (P, a]éPz, 1, aj0801),
onde se adotou para » o valor a]é > 1. Como se depreende da demonstra
cao do Lema, isto pode ser conseguido transmitindo-se por I' os sinais
X} = X, eX) = & Xz

A decodificacao correta de X, pelo segundo receptoremI’
e garantida, por hipotese, com probabilidade de erro arbitrariamente pe
quena. Isto implica a possibilidade de construir a seguinte combinagao
linear de X, e Y, = X; + X5 + V, no segundo receptor:

Z' =Y, + (Cc12Cp; - 1)X = X; + C1aCaXp + Vg (9)

Mas o sinal Z', para fins de decodificacao de Xi ou Xé, e estatistica
mente equivalente ao sinal recebido pelo primeiro receptor em I',

Y1 = Xp + cppe0 Xy + V) (10)

uma vez que V; e V, sao ambos ruidos gaussianos de media nula e poten
cia unitaria. Como, por hipotese, o primeiro receptor e capaz de deco
dificar Xi (a partir de Yi), conclui-se que o segundo receptor tambem o
e (a partir de 7').

A combinacao dos dois emissores com 0 Segundo receptor
(ignorando-se, portanto, o primeiro receptor) constitui um canal de mul
tiplo acesso. E fato conhecido (ver, por exemplo, Wyner (1974)) que, em
um canal de multiplo acesso gaussiano com potencias disponiveis P; e
alsP, nos emissores e com poténcia de ruido unitaria no receptor, a so
ma das taxas de transmissao dos emissores ao receptor nao pode exceder,
em comunicacoes confiaveis, o valor indicado na Restrigao 7, Ora, pelo
que ficou exposto no ultimo paragrafo acima, este resultado implica a
validade da Restricao 7 tambem para o canal gaussiano com interferen

cia, quando a;, < 1.



3 - DISCUSSAO GERAL E COMPARACAQ COM QUTROS LIMITANTES

A regiao de capacidade do canal gaussiano com interferen

cia e conhecida no caso em que a interferencia sobre ambos os recepto

Ml @D\

res e forte, 0 que e conceituado quantitativamente, na forma normaliza

da, pelas condigoes:
3122] dsy s> 1. (.H)

Neste caso, a regiao e delimitada pelas Desigualdades 5 e 6 e mais a se
guinte (Han e Kobayashi, 1981):

Ry +R, <~ Tog(1+min{Py +a,,Py » ap,Py +Py}). (12)
2

A regiao tem forma pentagonal, a nao ser no subcaso de interferencia
muito forte sobre ambos os receptores (Carleial, 1975), definido por

6122]+P2 5212]+P1 5 (]3)

neste subcaso, a Desigualdade 12 e superflua, e a regiao de capacidade
tem forma retangular.

A regiao de capacidade e conhecida tambem nos seguintes
casos especiais, que envolvem interferencia nula em pelo menos um dos

r‘eceptores:
a1, =0 dpq = 0 (]4)
dio 2 1 doy = 0 {]5}
dip = 0 ds1 2 1 {]6)

No mais trivial deles (Caso 14), a regiao de capacidade e dada pelas
Restricoes 5 e 6; no Caso 15, e dada pelas mesmas desigualdades e mais

R, + Ry, < —— Tog(1+P, +a,,P5) 3 (17)
2




- 10 -

no Caso 16, novamente pelas Restricoes 5 e 6, agora associadas a

Ry R e = Tog(] + agsPy #P5)s (18)
2

Pode-se convencionar dizer que a interferencia que afeta
0 segundo receptor do canal e de intensidade média quando se tem, na
forma normalizada,

(1+P)) " <ap, < 1. (19)

De maneira analoga, tem-se interferencia media sobre o primeiro recep
tor quando

(14Py)"" < ay < 1. (20)

Os casos a,, = | e a,; = 1, respectivamente, podem ser considerados co
mo de transicao para interferencia forte. Considerando-se queas Restri
coes 5 e 6 constituem sempre um limitante externo valido para a regiao
de capacidade, e facil verificar que o Teorema da Segao 2 forneceum 1i
mitante externo melhorado, justamente nos casos aqui caracterizados co
mo de interferencia media, sobre um dos receptores ou sobre ambos. Com
efeito, em situacoes de interferencia mais fraca,

A

0sap < (1+P))70 e (21)

IA

0 5 ap < (14P5)7, (22)
as Desigualdades 7 e 8, respectivamente, tornam-se superfluas diante
das Restricoes 5 e 6.

A Figura 4 mostra, em linha cheia (c), o novo limitante
externo para o canal gaussiano com interferencia, caracterizado pelos
parametros P; = P, = 6 e a;, = a,; = 0.64. Aparecem ainda na Figura 4,
em linhas interrompidas,

a) o limitante externo trivial;



b) um limitante externo proposto por Sato (1977) e calculado em
forma fechada para canais gaussianos simetricos por Carleial (1978b), o
qual, no presente exemplo, e menos justo que onovo limitante apre
sentado neste trabalho; e

d) um limitante interno, resultante da combinacao convexa de Timi
tantes internos ja bem conhecidos (Carleial, 1978a).

0s valores maximos da soma Ry +R, para os quatro limitan
tes citados acima (a)-(d) sao comparados em grafico, na Figura 5, para
a familia de canais simetricos com P; =P, =6 (constante) e com a;, =
= a,; = a (variavel entre 0 e 1). Para esta familia de canais, o novo
limitante (c) e mais justo que o limitante de Sato (b) no intervalo
0.21 < a < 1. Nota-se, entretanto, que permanece uma grande separacao
entre o melhor limitante externo e o interno na maior parteda faixa de
interferencias fracas e medias.

Com respeito a Figura 5, deve-se observar que a curva re
ferente ao novo limitante (c) e valida nao apenas para 0s canais sime
tricos com a;; = a;; = a, mas tambem para os canais assimetricos com
P, =P, =6¢e

a;, = a 0 ca, <a (23)
ou ainda,
0 < a;p < a dp;; = a. (24)

0 mesmo nao e valido para as curvas referentes ao limitante de Sato (b)

e ao limitante interno (d).



=12 -

1.404
Ra
Pl = P2 6 \\ “ac}
Gp = 0p= 0.64 \ \ -
A /(9
)
1404
Ry

Fig. 4 - Limitantes para a regiao de capacidade de um
canal gaussiano com interferencia.

a) limitante externo trivial
b) Timitante externo de Sato
c) novo limitante externo

d) Timitante interno

R, e R, estao expressos em bits.
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4 - CONCLUSAO

Demonstrou-se um novo limitante externo para a regiao de
capacidade do canal gaussiano com interferencia. 0 novo limitantee util
nos casos em que a interferencia incidente sobre pelo menos um dos dois
receptores do canal e de intensidade media, conforme criterio definido
no texto, embora persista uma separagao entre o limitante externo e o0s
melhores Timitantes internos conhecidos. Nos casos em que a interferen
cia sobre ambos os receptores e de intensidade caracterizada como fraca,
o novo limitante externo e frouxo e nao apresenta contribuicao ao conhe
cimento da regiao de capacidade. Nos casos em que a interferencia sobre
ambos os receptores e forte, a regiao de capacidade ja foi determinada

por estudos que precederam este trabalho.

Usando-se racioncinio analogo, e possivel demonstrarum1i
mitante externo a regiao de capacidade de certa classe de canais com in
terferencia de alfabetos discretos e sem memoria, embora nem sempreo re
sultado formal, expresso em termos de informagoes mutuas, possa ser com
putado explicitamente. A extensao do resultado a essa classe de canais
de alfabetos discretos, entretanto, nao foi apresentada neste trabalho.
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