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Resumo/Notas 

O problema de simulação nuniearica  vara oscilações barotr6pi 
cas, em um fluido incompress-Zvel, confinado em um canal 	unidimensional 
aqui considerado. Em especial, sõo discutidas as discrep2ncias 	entre 

as soluções anal-ttica e numrica, para o caso linear e sem topografia 	de 
fundo. Sao tambem apresentados dois experimentos que ilustram a 	aplica 
çõo do m4todo numérico (diferenças centradas em espaço e tempo, em 	uma 
grade de Richardson) ao problema nao-linear do quebrar de ondas, com 	e 
sem topografia de fundo. 

Observaç6es 



It is considered the problem of numerical sirnulation for 
barotropic osciliations in an incoinpressible fluid confined in a 
one—dirnensional channel. In particular, the discrepancies between the 
analytical and numerical solutions, for the linear case, without bottom-
topo graphy, are discussed. Two experimente are shown in order to 
illustrate the application of the numerical rnethod (centered differences 
in space and time, in a Richai'dson grid) to the non—linear problern of 
wave breakíng, with and without topography. 
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1 . INTRODUÇÃO 

O sucesso da solução de um problema de valor 	inicial 

por meio de integração numérica, requer uma certa atenção para a estru 

tura da grade, no tocante distribuição das variáveis dependentes no 

espaço e no tempo. Essa consideração deve, obviamente, incluir os tipos 

de diferenças finitas usados nas aproximações das equações diferenciais 

do problema. 

Nesse trabalho 	estudado, mais do ponto de vista 	de 

análise numrica do que da fTsica propriamente dita, o problema de 	si 

mul ação dos modos normais e de prop'agação de ondas barotr6picas 	de 

gravidade, utilizando-se um tipo especial de grade e esquemas centrados 

em tempo e espaço. Matematicamente, o problema consiste na obtenção e 

estudo de soluções numéricas de um sistema hiperb61ico de equaç6es(equa 

çes do movimento e da conservação de massa) que descreve as oscilações 

em um fluido homog&neo. Por simplicidade, as duas variáveis dependen 

tes (velocidade do fluido e desvio de sua superfície livre) são funções 

de uma ünica coordenada espacial, x, (por exemplo) e do tempo, t. 

A inconvenincia de ter duas soluções independentes, co 

mo seria o caso das duas variãveis serem definidas em todos os níveis 

de tempo, foi evitada ao se escolher um esquema alternado em tempo, on 

de uma varigvei definida para os níveis t/t = 0,1,2 e a outra, 

para os intermediários. As equações são tais que sugerem uma alternação 

das variáveis também em espaço, com apreci5vel economia de tempo de com 

putação, sem diminuir a resolução da grade. Além disso, os modos compu 

tacionais são inteiramente eliminados, de modo a tornar essa formulação 

de diferenças finitas bastante apropriada para tratar ondas puras de 

gravidade. 

Essa grade - denominada grade de Richardson - pode 	ser 

considerada como uma versão modificada do esquema C de Arakawa (Messin 

ger and Arakawa, 1976), com a introdução da alternação das variaveis em 

tempo. 
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A Seção 2 descreve a formulação matemática do problema., 

com referncia ao problema fTsi.co de uru fluido hornog&neo confinado em 

uma bacia unidimensional, e mostra a solução analTtica obtida para o ca 

so linearizado e cam topografia de fundo plana. A seção 3 introduz a 

grade de Richardson e contam a solução exata das equações de diferenças 

finitas para o mesmo caso da seção anterior, enfatizando as diferenças 

entre essa e a analTtica. Finalmente, alguns experimentos ilustrativos 

são apresentados e discutidos na última seção. 

2 CARACTERIZAÇÃO ANALTTICA DO PROBLEMA 

2.1 - FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

Como mencionado, o objetivo principal desse trabalho 

estudar um esquema centrado em tempo e espaço, usando uma grade 	de 

Richardson e enfatizando as discrepncias entre  as soluções 	analitica 

e numérica. Para esse fim, escolheu-se um problema fTsico que 	fosse 

susceptivel a um tratamento analTtico e que fornecesse  exemplos bastan 

te ilustrativos quando tratado numericamente. Assim sendo, o 	proble 

ma será considerado mais do ponto de vista da anãlise numérica do 	que 

da dinmica propriamente dita. 

Considere-se um fluido incompressTvel confinado em 	uma 

bacia unidimensional de comprimento L, com paredes verticais em x = O e 

x = L. Seja h0  (x) a sua espessura, no caso de um estado básico de 

repouso, como mostrado na Figura 1. 

(X, t) 

Fig. 1 - Representação esquemãtica do modelo fisico. 
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Supondo 	que a razão de aspecto max (h 0 )IL seja <c l,i.e, 

o caso de iguas rasas  as equações aplicãveis do movimento e da 	conserva 

ção de massa são: 

!LI 2u2 
 

Dt 	2 Dx 	DX 

(hu) - -- ( u) 	 (2) 
at 	Dx 	 Dx 

onde u (x,t) e c (x,t) são, respectivamente, os campos de velocidade e de 

desvio da superfTcie livre (em torno de sua posição de repouso) referentes 

a um estado perturbado, e g é a acelaração da gravidade. Os termos subli 

nhados são os termos não-lineares. 

A formulação completa exige a especificação de 	condições 

iniciais e de fronteiras. Para essas Eíltimas é realista adotar as 	condi 

ções de escoamento nulo, i.e: 	 - 

u (o,t) = u (L,t) = O 	para V t 	 (3) 

enquanto para as condições iniciais serão usadas: 

u (x,O) = O 	 (.a) 

(x,O) = 1' (x) 	 (4.b) 

2.2 - SOLUÇÃO ANALÍTICA DO PROBLEMA LINEARIZADO 

O problema de valores iniciais e de contornos,como 	formu 

lado na seção anterior, pode ser resolvido por vários métodos. A 	solução 

pode ser obtida, por exemplo, em termos de um par de equações diferenciais 

ordinrias denominadas equações diferenciais caracteristicas, como didati 

camente mostrado em Stoker (1957), para o caso particular de unia topogra 

fia do tipo "rampa" (i.e. ah 0IDx = constante). 

io entanto, para se conseguir uma solução analTtica expFíci 

ta, torna-se necessária a linearização do problema, bastando para isso não 
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considerar os termos sublinhados nas Equações 1 e 2. Com  a 	hipótese 

siniplificadora de uma topografia plana,, h 0  (x) = H, o problema linear 

será agora resolvido usando-se uma tknjca de expansão da solução em 

série de Fourier, que fornece a solução analTtica que servira de refe 

rncia na avaliação do esquema de diferenças finitas e na interpreta 

ção fTsica dos experimentos realizados a tTtulo de ilustração. 

Supondo solução do tipo de série de Fourier para (x,t): 

(x,t) = 	! 	7 (t) cos 
fl rX 

 

	

n=l 	n 	 L 
 

pode-se notar que as condições de contorno 3 - que, no caso 	linear, 

através da Equação 1, implicam ac/ax = O em x = O e 	= L - são autonia 

ticamente satisfeitas. O coeficiente Z 0  (t) é nulo para não violar 	o 

princTpio de conservação de massa. 

Para t = O, a Equação 5 reduz-se se a: 

7 (0)cos (!) =f (x) 
n=l 	 L 

a partir da qual os coeficientes iniciais da série de Fourier podem ser 

facilmente obtidos, usando-se a condição de ortogonalidade das funções 

trigonomtricas. São eles dados por: 

Z (0)
= 	

f (x) cos 
(nw 
	dx n 

	

	
L 

o 

Uma equação em apenas c  (x,t) pode ser facilmente deriva 

da a partir das Equações 1 e 2: 

(7) 
t2 	O ax2 

 

que e a equação da onda em sua forma mais simples, onde C o =  ± íW'são 

as velocidades de fase dos dois modos de ondas longas dó gravidade. 
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Com a substituição da Equaço 5 na Equação 7 obtõm-se um 

nümero infinito de equações diferenciais ordinrjas que governam a evo 

1uço temporal de cada uni dos coeficientes Z Çt), ri = l,2k .... ,ouseja: 

d 2 Z 
fl + (2iE. C 2 ) Z = O 

dt 	L2 O 
(8) 

Finalmente, usando-se a condição incial u = O, o que im 

plica que em dZ/dt = O para t = O, chega-se à solução desejada, que em 
sua forma completa : 

x,t) = 	Z (0) 
n=l n 

nuC 
nTx 

cos (_° t). cos 
L 	 L 

(9) 

que permite escrever para o campo de velocidade: 

nuC 
u(x,t) = /Ti' •  ! Z (0). són (_° t) sen (fl1) 

H 	n=l n 
	 L 	 L 

(10) 

As Equações 9 e 10, juntamente com as frequncias a 

n7TC 0/L (ou equivalentemente com os perTodos T a = 2r/a a , caracterizam 

completamente os modos normais (no caso, estacionários) de oscilação do 

sistema. 

3 - F0RMULAÇO DO PROBLEMA EM DIFERENÇAS FINITAS 

3.1 - GRADE E EQUAÇOES DE DIFERENÇAS FINITAS 

Para a obtenção das soluções numëricas dos 	experimentos 

realizados, utiliza-se unia grade de Richardson, que é essencialmente uma 

versão alternada em tempo do esquema C de Arakawa (Messinger e Arakawa, 

1916). Essa grade, no plano (x,t), é mostrada na Figura 2. 
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ti+ 	t 	+ 	
A 	4 	t 	4 - 	 1 	 1 

(p+ i)tst 

(p+)At 

pAt 

Ax 	P I 	1 	1 	i 
Xso 	 espaço —> 

Fig. 2 - Representação da grade de Richardson 
usada na integração numérica. 

As variáveis u e c são portanto definidas no espaço dis 

cretizado (x, t) do seguinte modo: 

	

u (x, t) = u (jAx, (p + !_) At) 	u. + 
2 

(x, t) = c ((j + 1)  AX, pAt) E Ç 
2 

onde p = O, 1, 2, ................. e  j = O, 1, 2, ..... N  com N = L/Ax. 

As derivadas temporais e espaciais nessa grade são apro 

ximadas por diferenças centradas com intervalos At e Ax, sem no entan 

to apresentar o inconveniente de ter duas soluções independentes coexis 

tindo durante o processo de integração (Plaztman, 1958). Os erros de 

truncamento em x e t são, portanto, de segunda ordem. 
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Usando-se esses esquemas, as Equações 2 e 1 são aproxi 

madas respectivamente pelas seguintes equações de diferenças finitas: 

= 	
- r (h 	u 	.7 - h 	u. 	7) - 	 (11) 

03+ 1 j+l 	° 	3 

	

j+l 	j+1 	 3 	 j+ 1 

	

7 	.7 

	

1 	
p+1 	P') - SP+l 	 (12) u 7=u 

 

	

i 	i 	 .1+1 	.i -1 	j 
.7 

onde r 	a razão entre o incremento de tempo (At) e o espaço (Ax), 	e 

	

1 	
+1 

	

RP+ 7 e S 	são os termos não-lineares explicitamente dados por: 

i+j 
2 

	

2 	
P 	p 	p+ 7 	p 	p 

R 

	

= 	 + 	) r 	
- ( 	+ c 	)*U 	2 	0.5 

	

j+1 	j+3 	j+1 	j+l 	j+i 	j- 
7 	7 

p+ 1 	p+1 I 	 2  7 
 2 

	

	

~ 	

p+- 11 í 
0.5 

	

p+1 	
[ 

u 1 2 	 + u . 
3 

- 1 J 
. 

S. 

	

= 	1 	
+ u 	

1 1 
3 	 II 

	

2 	 2 

3.2 - SOLUÇÃO EXATA DAS EQUAÇOES DE DIFERENÇAS FINITAS 

Consid 

com topografia plana, 

Au 
 —= - H 

At 	AX 

podem ser manipuladas 

2rando-se novamente a versão linear do 	problema 

as Equações 11 e 12, rescritas como 

A t  u 
e --- = - g 

At 	AX 

de uma forma similar ã derivação da Equação 7 ou 

A AU 
(13) 

AI: At 	AX AX 	AX AX 



se 

onde 

= ç (x,t + 	) - c (x,t -) 
2 	 2 

rA 

AX 	, = c (x+ —, t) -c x---, t) 
2 	 2 

Supondo-se a solução do tipo 

	

= 	N1 	Z 	(t) cos ( 	 (14) 

	

j+1 	n=1 	 L 

	

1 	3 	1 
com t = (0,1,2,... p, ... ) At e x = (—, -,... j + —,... N - —) Ax, 	che 

	

22 	2 	2 

ga-se após o uso de algumas identidades trigonométricas, a 

- 	 2 

	

A A 7 	 sin (fl7rAX) 1 t( t n) = gH 
	 1 Z

n 
	 (15) 

(At)2 	L 	AX/2 	J n  

para cada termo da série de Fourier. Essa equação € o anãlogo, em dife 

renças finitas, da Equação 8. 

O limite do somatório E igual ao nGmero de graus de li 

berdade do sistema, evitando assim o problemas de "aliasing" decorren 

te da discretização espacial. 

	

A Equação 15, além de determinar a evolução 	temporal 

dos coeficientes Zn  permite a obtenção das frequncias numéricas 	de 

oscilação, 
°n' 

 dos modos normais. Para isso, supõe-se Zncxexp(i  o t), 

com t discretizado, que usado na Equação 15 resulta, após alguns 	ar 

ranjos, em uma equação transcendental dada por: 

	

sen (-a At) = ± / gH san 
	

rAx
2L 

	

- 	 rn 
(16) 

At/2 	 Ax/2 
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que & a relaçio de dispersão desejada. 

Suas raTzes podem ser graficamente determinadas, 	como 

ilustrado na Figura 3. 

.252) 

At 

Fig. 3 - Ilustração do método grãfico de determinação 
das raizes da Equação 16. 

Do infinito número de raTzes reais (quando elas 
	

exi s 

tem), somente duas devem ser consideradas, On (k) e a'(A), pois todas 

as demais diferirão dessas em um número inteiro de 211 raílianos, corno 

por exemplo: 

o (B) = 	+ 
At 

o que implica que 
211 

n (B) 	
ia (A) 	ia (Ç) t 

n 	n 
e 	=e 	e 

pois t/ t assume valores inteiros. Pode-se ainda verificar que 	o(A) 

pode ser escrita como - o(A+), com O 	o (C) At < - - 
2 	

n 	 2 
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A solução da Equação 15 é: 

Z 
n 	 n 
(t) = C COSa (Ai ) t + D sena (C) t 	 (17) 

onde C e D são constantes a serem determinadas a partir das condições 

	

iniciais, que são u (x, Ç-) = O (deslocado de At/2 devido ao 	arranjo 

das variáveis na grade) e 	(x,t) = ç (x,O), como dado pela Equação 

li, linearizada. 

0 campo de desvio ç (x,0) conhecido é dado por 

N-I
c(x,O)=f(x) = 	7 (0 cos (x 

n 	
nu
-) 	 (18) 

n-1 	 L 

Após a determinação das constantes C e D, obtém-se: 

7 (0) 

(x,t) = N1 
	

n 
* _________________ 

n=1 cos (- anAt) 	
cosan(t -? * cos (fl i!!) 	(19) 

De uma maneira análoga: 

7 (0) 

(x,t) 	
n 

= j-j\ Nl 
	

* sénan (t _A.) * sén n
Trx 	(20) 

H ncos(aAt) 	 2 	 L n   

que, juntamente com a Equação 19, são as soluções exatas das equações 

de diferenças finitas 11 e 12 linearizadas e com topografia plana, que 

serão agora comparadas com as correspondentes soluções analTticas,i.e., 

com as Equações 9 e 10. 

Em primeiro lugar, nota-se uma distorção na amplitude da 

	

solução numérica de um fator sec (J- °n At) , que para uma dada 	harmóni 

ca aumenta com a parâmetro X = C At/Lx. Essa distorção é mais acentua 

da na região de ondas curtas (n grande), como observado na Figura 4,que 

mostra a curva de distorção máxima na amplitude, em função de X5flBn 

onde e ri = rnr/2N. 



U.5 
Xsin e 

Fig. 4 - Grãfico da curva de distorção máxima da ampli 

tude em função de xsenen. 

Com a introdução dos parâmetros o e x, a Equação 16 po 

de ser escrita como: 

seu 	a At) = x seno 

o que faz o fator de distorção ser dado por: 

1 
sec 	a At) 

1 - (x séne) 

que aparece na Figura 4. 

Ainda nessa linha de comparação, nota-se também um 	ou 

tro efeito da discretização, ou seja, provocar uma defasagem de 	At/2 

nas soluções numéricas, efeito esse que pode ser considerado secundário 

para perTodos curtos de integração. 
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Para apreciar os efeitos das discretizações espacial 	e 

temporal nas frequências numéricas, é conveniente reescrever a Equação 

16 na forma: 

(a) 	 n 
arcsen(xsene ) 

aflan 	
xe 

x , O 	 (21) 

notando que, como n = 1,2 ..... N-1 , tem-se que 

X - 	o < ir (1 - A_̂) 
flj — se Ax cc L. 	

(a) 
 são as frequências ana 

2L 	 2 	2 	2 

1 iticas. 

Para x -* O, a última equaçio reduz-se a: 

seno 
(a) 	n 

a 	0 
 n 	

(22) 
n  

en  

Os efeitos da discretizaçio nas frequências sio ilustra 

dos na Figura 5, que mostra curvas de distorçio na frequência numérica, 

normalizada com respeito à correspondente frequência analítica, em fun 

ção de o para três valores de x. 

.5 

C5 	 1 	 1.5 	em 

Fig. 5 - Curvas de distorção nas frequências 	numéricas 

em função de 0n para três valores de À. 
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O efeito do truncamento apenas em espaço Lx = O) torna-

se mais critico para os modos de ordem superior, podendo, no entanto, 

ser diminuido com a discretização em tempo; em particular, para x=1(va 

lor limite do dominio de estabilidade, como mostrado em seguida) o 

efeito compensador entre as duas discretizaçes é ideal no sentido de 

reproduzir exatamente as frequências analiticas, porém com pronunciada 

distorçio na amplitude, sobretudo para as ondas curtas, como mostrado 

na Figura 4. 

Finalizando, é interessante observar na Figura 3 	que 

raizes (ou frequências) reais nem sempre existem; isso acontece quando: 

	

At 	ftirAX ) 
C—sen ( 

	

VAX 	2!.. 	>1 

Nesse caso, sendo as frequências complexas, implicam a 

existência de um crescimento exponencial das soluções numéricas. Esse 

crescimento espúrio é conhecido por instabilidade computacional linear 

e é mais provável de ocorrer na região espectral das ondas curtas. Para 

o maior valor permissTvel de n, i.e., n = N - 1, tem-se 

	

i 	L 
sen (-

rAX 
 ( - - 1 ) ) = sen (- (1  - 	-)) < 1 

	

2L 	AX 	 2 	L 

Assim, para se evitar esse fenômeno altamente danoso 	é 

necessário que se escolham At e AX, tais que 

c 	At 
o AX 

ou em palavras, At deve ser menor ou no máximo igual ao tempo gasto pa 

ra um impulso percorrer a distincia Ax, a uma velocidade C o . A relação 

acima nada mais é que o critério C-F-L (Courant, Friedrichs, Lewy, 

1928), ou a condição necessária de estabilidade de von Neuman que, uma 

vez satisfeita, garante a convergência das soluções numéricas para a 

solução da equação diferencial, quando At e AX -*0. 
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A anâlise das soluções numéricas do doniTnio de instabili 

dade nâo é feita nesse trabalho. 

4 - RESULTADOS 

Em todos os experimentos numéricos realizados foram usa 

dos át = 5 seg, Ax = 236 tu e H = 50 m, resultando o valor de 0,469 para 

o parâmetro À. 

Experimento A 

Nesse experimento, supõs-se que a superficie livre 	foi 

inicialmente uma onda cossenoidal: 

(x,0) = 0.1 H cos 2irx- 
L 

que ocupa um canal de comprimento L = 11800 rn (N = 50). O per -lodo 	li 

near da oscilação é de aproximadamente 105 .t. 

As Figuras 6a e 6b mostram os resultados desse experimen 

to apresentando a superfície livre para vários nTveis de tempo, 	como 

obtida pela integração numérica das Equações li e 12, com os 	termos 

não-lineares inclusos. Após um per -lodo linear, já se torna evidente na 

configuração da superficie livre um afastamento da forma inicial, devi 

do à não-linearidade das equações. Após aproximadamente 2,5 perTodos li 

neares (t n.  245 At), a inclinação da superfície € bastante pronunciada, 

tornando-se vertical para tempos maiores (t '-. 260 At). Pode-se observar 

também o aparecimento de ondas curtas parasitas superpostas à oscila 

ção; a partir desse instante as Equações 1 e 2 já não tm nenhum signi 

ficado fTsico. As curvas pontilhadas nos dois ültimos nTveis de 	tempo 

representam as oscilações da superfície livre se os termos 	não-linea 

res são omitidos na integração. 



5 

ç 

o 

-5 

5 

o 

-5 

5 

o 

-5 

5 

ç 

o 

-5 

- 15 - 

Fig. 6 - Configuração da superftcie livre para vffrtos instantes 

de tempo quando, n (x,Ü) = a cos 211x 
	

especificado 
para t = 0 e com os termos não-1ineres inclusos. 
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Fig. 6h - Continuação. 
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Experimento B 

Esse é um experimento que simula a propagação de uni trem 

de ondas senoidais para dentro de uma região com o fluido em repouso. 

As ondas são geradas por um "wave-maker" colocado na extremidade de x=0 

da bacia; matematicamente: 

(0,t) = 3 sen (1LË - ir) 

T 

corri T = 50 s. O comprimento da bacia nesse experimento foi 	aumentado 

para 300 Ax a fim de evitar o problema de ter ondas refletidas interfe 

rindo com a onda progressiva na direção de x positivo, pelo menos até 

essa onda tornar-se mais inclinada em sua crista e quebrar-se. 

Primeiramente as Equações 11 e 12, não-lineares, 	foram 

integradas considerando-se uma topografia de fundo plana. Esses 	resui 

tados são ilustrados na sequência mostrada nas Figuras 7a e 7b e estão 

de acordo com as observações, i.e., a porção dianteira(com respeito 

direção de propagação) torna-se mais inclinada, pois a velocidade 	de 

fase /g -(H+ 	é maior. A maior inclinação corresponde ao fenômeno de 

quebra das ondas, aqui caracterizado pelo aparecimento das ondas parasi 

tas, com a consequente invalidez das equações governantes. 

Em seguida foi colocada uma topografia de fundo do tipo 

"rampa" que se estende de x = O a x = L, com uma inclinação de 30:70800. 

Em x = L a profundidade do fluido é de 20 m na ausência de movimento,de 

modo que o problema de afloramento do fundo não surge, simplificando 

enormemente o tratamento numérico do problema. 

A Figura 8 mostra uma sequência da superfTcie livre, a 

partir de t = 150 .t, visto que as configurações dessa superficie 	não 

diferem qualitativamente das configurações para o caso de 	topografia 

plana. Os resultados mostram, de acordo com a teoria, que a frente 	da 

onda move-se com uma velocidade menor que no caso de topografia plana, 

e que torna-se menor à medida que a onda penetra em regiões de 	profun 

didades gradativamente menores. E evidente que a topografia de 	fundo 



n 

ç 

[si 

—5 

ç 

—5 

—5 

—5 

Fig. 7a - Configuração da superficie livre, para vários ins 
tantes de tempo, que mostra a propagaçh de umi 
onda serioidal para dentro de uma região cmi flui 
do em repouso e topografia de fundo plana. 
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Fig. 7h - Continuação. 
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Fig. 8 - Configuração da superfície livre, para vrios 
instantes de tempo, que mostra •a 	propagação 
de urna onda senoidal para dentro de Urna 	re 
gio com flui-do em repouso e topografia 	de- 
fundo do tipo "rampa". 
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favorece o quebrar da onda mais cedo (220 At versus 280 At do caso 	an 

tenor) , e isso ocorre ap6s a frente ter-se deslocado de uma 	distãn 

cia menor. 
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