1. Publicagao n@ 2. Versao 3. Data 5. Distribuigao

INPE-2580-PRE/ 4485 Deg., 1883 O Interna [ Externa
. Origem Programa .
4 g€ 9 (] Restrita
DIN/DPD DENUME/INFORMATICA

6. Palavras chaves - selecionadas pelo(s) autor(es)
SERIES DE POTENCIA
MANIPULACAO SIMBULICA REDUCE 2
SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

7. C.D.U.: 579.82

8. Titulo TNPE—-2980—FPRE/ 442

) 10. Paginas: 18
SOLUCAQ ANALITICA POR COMPUTADORES DE EQUACCTES

DIFERENCTAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA E SEGUNDA , L
ORDENS UTTLIZANDO O METODO DE DESENvorvimgnro |11. Ultima pagina: 4.3
EM SERIES.

12. Revisada por

9. Autoria guilherme Bittencourt { \[\WL%‘ .

-, h - .~ '
Iuig Alberto Vieira Dias ‘:¥~35§ga£fg_ %gpeipa

13. Autorizada por

/)a/ucw@%

Assinatura respon aﬁgmmj Velson de Jesus Parada
s1natu esponsave Diretor Geral

v,

14. Resumo/Notas peste trabalho, com base na capacidade de Manipulagao sim
bolica do programa "Reduce 2", desenvolveu-se um conjunto de procedimen
tos com as seguintes fungdes: interpretar uma equagao difevencial escert
ta em notagdo semelhante d usual em Matemdtica e, seguindo o metodo de
Frobenius, clacular uma solugdo em série de poténcias para esta equagdo,
easo ela seja linear. O acesso ao sistema pode ser interativo ou atraves
de "Batch!. Mansagens de erro e/ou de acompanhamento da solugdo sdo emi
tidas caso necessario. O presente trabalho complementa o estudo  ante
rior, desenvolvido pelos autores, de um soluetonador analitico de equa
¢bes diferenciais ordindrias por metodos heuristicos.

15. Observacoes

Bste trabalho foi apresentado no 69 Congresso Nacional de Matematica
dplicada e Computacional, em Sao Jose dos Campos.




ABSTRACT

Based on "Reduce 2" symbolic manipulation eapacities, a
set of procedures wae developed and implemented, in order analytically
solve differencial equations. The imput equation is written in the
usual mathematical form, and if it Ze linear, the frovenius method is
used, yeilding a power series solution. The system may be interactive or
on batch. Errors and/or follow-up massages arve displayed, if necessary.
This work eomplements a previous study by the authors on analytical
ordinary differencial equations solution by computer, using heuristic
methods.



1. INTRODUCAO

Descreve-se sucintamente a estrutura do manipulador simbo
lico "REDUCE 2", dando mais énfase a capacidade de manipulag¢do e de pro
gramacdo do sistema do que 3 parte de operacao. A seguir, apresenta-se 0
sistema para manipulacao de saries infinitas no "REDUCE 2", desenvolvido
para servir de base ao solucionador de equactes diferenciais por series,
e finalmente descreve-se o solucionador propriamente dito.

No apéndice apresentam-se exemplos de operacao do solucio
nador de equagoes diferenciais.

2. 0 SISTEMA "REDUCE 2"

0 sistema de manipulacdo simbolica “REDUCE 2" & composto de
quatro modulos principais (Figura 1).

2.1 - MODULO “LISP"

Este modulo consiste em um interpretador da linguagem
" ISP", e serve de base para os demais modulos escritos nesta linguagem.
Neste modulo estdo implementadas, tambem, as interfaces para os varios pe
riféricos especificos de cada instalacao.

No sistema utilizado no presente trabalho o modulo "LISP
apresenta uma limitacao que deve ser mencionada: ndo sao admitidos nume
ros em ponto flutuante, apenas inteiros e nimeros racionais. Esta limita
cio n3o & inerente ao sistema “REDUCE 2", mas apenas ao sistema especifi
co que foi utilizado.

2.2 - MODULO SIMBOLICO

Este modulo consiste em um tradutor da sintaxe "LISP" para
a sintaxe "RLISP", isto &, quando se esta operando em modo simbolico po
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dem-se escrever programas para o "LISP" do moduio 1, utilizando a sinta
xe "ALGOL-LIKE" do "RLISP",

A grande utilidade deste modulo reside no fato de que o©s
procedimentos escritos em "RLISP" podem ser declarados "OPERATOR" e uti
lizados a partir do modo algebrico, oferecendo uma possibilidade de expan
sdo da capacidade de manipulacdo simbolica do sistema.

2.3 - INTEGRADOR

Este modulo & um programa escrito em "LISP" com a finalida
de de realizar a integracdo simbdlica de func¢oes, utilizando o algoritmo
de Risch. A interacao com o usuario da-se através do operador "INT (fun
cdo, variavel)" a partir do modo algebrico.

2.4 - MODULO ALGEBRICO

Trata-se do manipulador simbolico propriamente dito; ao ser
rodado o programa "REDUCE 2" o controle inicia-se neste modulo. Quando se
quer passar do modo algebrico para o simbolico deve-se digitar "symbolic";
para o "LISP", "END"; para voltar do simbolico para o algebrico,
"Al GEBRAIC" e para o "LISP", ?BEGIN.

Este modulo consiste em um interpretador parauma linguagem
de alto nivel muito semelhante ao "ALGOL", com a particularidade de que
as variaveis podem assumir tanto valores numericos como simbolicos. As
operacdes matematicas usuais estao presentes, bem como algumas funcGes ba
sicas (sin, cos, log, etc.).

Alem disto estdo presentes algumas funcoes especificas pa
ra manipulacao simbdlica, como por exempio a funcdo "DF (expressdo, varia
vel, ordem)" que calcula a derivada,em relacio a uma dada variavel, de
qualquer ordem da expressdo dada, ou a funcao "COEFF" que permite obter
o coeficiente de uma determinada variavel numa dada poténcia dentro de
uma expressao.
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No entanto, a flexibilidade maior do sistema consiste na
possibilidade de expansao destas capacidades de manipulagao atravésda:@g
finicao de operadores no modo simbolico, como ja foi previamente comenta
do.

3. MANIPULACAQ DE SERIES

Como o programa "REDUCE 2" nao conta com a capacidade de ma
nipulacao de séries infinitas foi necessdrio escrever modulos para permi
tir tal manipulagao.

Estes modulos foram criados de uma maneira hierdrquica de
modo que o usuario pode inicialmente utilizar apenas o modulo basico e a
medida que a manipulacao desejada se tornar mais sofisticada osoutrosmo
dulos irdo se tornando necessarios. A sequir sao descritos os varios mo
dulos.

3.1 - MODULQ BASICO

Fazem parte deste modulo as rotinas "SOMA", "EXECUTE", "SE
RIE", "FAT" e "FFFE".

A rotina "SOMA™ e usada para definir os somatorios; suasin
taxe € a seguinte:

SOMA (<termo geral>, <indice», <inicio>, <fim>);

A rotina verifica se algum dos limites se encontra indefi
nido e se for o caso devolve a expressdo:

SOMATORIO (<ter gerals, <ind>, <inicio>, <fim>);

caso contrario, a rotina realiza a soma e devolve o valor.
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A rotina "EXECUTE" serve para executar um somatdrio pré-de
finido no caso deste ter seus limites modificados; sua sintaxe e:

EXECUTE (<somatorio>).

A rotina "SERIE" fornece as séries equivalentes as funcoes
basicas (sin, cos, tan, exp, bessel, etc.): sua sintaxe &:

SERIE (<funcdo> (<argumento>)};

Aleém destas, foram implementadas duas rotinas auxiliares pa
ra a definicio das funcoes "FATORIAL" e “FATORIAL EXTENDIDO":

FAT (N);

Onde & devolvida a expressao fatorial (N) se N for indefinido, caso con
trario o fatorial do numero & devolvido:

FFFE (E, N);

em que € devolvida a expressao "FFF (E, N)" caso "E" ou "N" n3o sejam ni
méricos, caso contrario & devolvido o valor: Ex(E+1)*(E+2)*.. . *(E+N-1).

3.2 - ROTINAS AUXILIARES

Este modulo & composto de rotinas gerais que aumentam a ca
pacidade de manipulacao simbolica do "REDUCE 2", tais como

LIVRE - informa se uma expressdo dada & Tivre de uma determinada va
riavel.

PARCELA - devolve a primeira parcela de uma soma

RESTO - devolve uma soma sem a primeira parcela ou zero se s houver

uma parcela.
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ELE - devolve o enésimo elemento de uma lista e pode ser usada para
obter os parametros do somatorio.

RAIZ - devolve a raiz enésima de um valor qualquer, deixando indica
da a raiz caso o valor nao seja numerico. Aceita numeros ne

gativos, fragoes e expoentes nao-numericos.

Além destas existem ainda duas rotinas auxiliares especifi
cas para a manipulacdo de series:

COMPATIVEL - informa se duas céries tém os mesmos limites.

UNIFICADO - informa se uma expressao & composta apenas de um somato
rio ou se & uma expressao complexa.

3.3 - MODULO PARA CALCULOS COM SERIES

Este modulo deve ser usado caso O usuario deseje calcular
expressdes utilizando séries para obter um s somatorio como resultado.

Basicamente este modulo & formado pela rotina "CALCULAR",
cuja sintaxe &:

CALCULAR (<expressao>);
em que <expressao> € uma expressao aritmética (sem divisdes!), onde 0s
elementos podem ser séries, variaveis ou nimeros, e como resultado e de

volvido um Gnico somatorio, caso isto seja possivel.

As demais rotinas do modulo sao invocadas a partir da roti
na "CALCULAR" e s3o transparentes ao usuario.



3.4 - MODULO DE FUNCOES ESPECIAIS

Neste modulo estao as funcoes mais elaboradas, tais como:
a) DERIVAR (<expressdo>, <vars, <nums>),

cuja funcio & derivar a <expressdo> em relacdo a variavel <var> <num> ve
zes; os somatOorios sdo devidamente tratados como tal.

b) ESCREVER {<somatorio>),

cuja funcio & imprimir de uma maneira "elegante" o <somatorio>. Por exem
plo, SOMATORIO (3*X**N,N,0,INF), sera impresso como:

4. SOLUCIONADOR DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS

4.1 - 0 METODO DE FROBENIUS

Este metodo afirma que, dada uma equacao diferencial homo
genea, linear de segunda ordem, da forma:

Y'U 4 P(X)Y Y+ Q(X) Y =0

onde P e Q s3o polinomios em X, entao em um ponto ordinario qualquer,
X = XP, a soluc3o existe e & da forma:

Y = SOMATORIO (A(N)*X**N, N,0,INF),

onde A(0) e A{1) sao constantes arbitrarias.
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0 metodo afirma ainda que para um ponto singular reguiar,
X = XS, a solucao e a soma de duas solucoes linearmente independentes:

Y = K1 * SOMATORIO {AN(R1)*X**(R1+N), N,0,INF) +
K2 * SOMATORIO (BN(R2)*X**(R2+N), N,0,INF}

onde R1 e R2 sao os expoentes da singularidade.

Existem dois casos especiais de valores de R1 e RZ:

Neste caso os BNs s3o dados pela derivada de AN em relacao
a R, calculada no ponto R;.

2) R1 - R2 = numero inteiro:
Neste caso os BNs s3o dados pela derivada de {R-RZ)*AN em
relacdo a R, calculada no ponto R2; e a segunda solugdo contém um termo
Togaritmico, exceto para o caso muito especial em que um outro AN e arbi

trario alem do AO.

4.2 - USO DO SISTEMA

As rotinas para a solugdo de equacbes diferenciais por se
rie estdo baseadas no "Modulo Basico" para manipulacao de séries e em al
qumas rotinas do mdodulo auxiliar, a saber, "ELE", "LIVRE", "RAIZ" e "ES
CREVER", |

Para acessar o sistema o usuario dispoe de duas maneiras:
1) com interpretacao da equacao:
Neste modo o usuario define sua equacao de uma maneira ge

ral (observando que Y'' = DIF{u, X, 2} e Y' = DIF(Y, X) e apos entrar as
rotinas do solucionador com o comando:



IN SEDSERINT;

digita o comando:
SEDSER (E, Y, X)3

onde E & a equacdo, Y a variavel dependente e X a variavel independente.
2) sem interpretacdo da equacao:

Neste modo 0 usuario entra as rotinas do solucionador digi
tando:

IN SEDSERBAT:
e apos digita:
SEDSER (A1, A2, A3, Ad, Y, X)s

onde A1, A2, A3 e A4 sdo os coeficientes da equacao, Y € a variavel depen
dente e X a variavel independente.

4.3 - OPERAGRO DO SISTEMA

0 sistema consiste em uma série de rotinas que implementam
o metodo de Frobenius.

Inicialmente a equacao & classificada quanto 3 linearidade
e ordem. A seguir sao calculadas as rajzes da equa¢do indicial:

R**2 + (PO-1) R + Q0 =0
onde PO e Q0 sdo dados pelos seguintes:

PO = LIM (X P{(X)}
X >0



Q0 = LIM (X**2 Q{x))
X -> 0

Uma vez obtidas as raizes calcula-se a formula de recorréﬂ
cia para os ANs, resultante da substituicao de:

Y = SOMATORIO (A(N)*X**(N+R),N,0,INF};

na equacao original. A formula de recorréncia fica disponivel ao usuario
através da variavel "RR" e em geral & uma funcao do tipo:

A(N) = SOMATORIO (FI(N,R)*A(N-1),1,1,N};3

No caso de A(N) depender de apenas um A(N-M) entdo calcula
_se a formula de recorréncia fechada (em funcio de A(0)) que fica dispo
nivel para o usuario na variavel "RRF".

Caso tenha sido possivel calcular a formula de recorrencia
fechada passa-se a0 calculo das solucoes propriamente ditas. Para 0s <ca
sos especiais referidos acima foram desenvolvidos procedimentos especiais
para a derivacao da formula de recorréncia, que em geral envolve fungoes
fatoriais expandidas (“FFF"}.

Finalmente, caso o usuario tenha inicializado a variavel
"EXPANDIR" com o valor "SIM" e a varidvel “NTERMO" com um valor inteiro
as soluces serdo expandidas até o termo “NTERMO". Esta U1tima opcdc ees
pecialmente util no caos de ndo ter sido possivel calcular a formula de
recorrancia fechada e, por conseguinte, nio se dispor deexpressoes fecha
das para as solugoes.

A saida do programa consiste em uma 1istagem com: equacao
diferencial, classificacdo da equagdo, raizes da equacdo indicial, formu
1a de recorréncia, formula de recorrencia fechada (se possivel), solucoes
completas (se possivel) e solucbes expandidas (se solicitado}.
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5. EXPANSOES

Como expansoes ao presente sistema propoem-se algoritmos es
pecTficos para construir formulas de recorréncias fechadas a partirdere
Jacbes de recorréncia que contenham em sua formula mais de um coeficien
te anterior, bem como algoritmos para determinar se as solucoes encontra
das sao do tipo polinomial ou se sao realmente series infinitas.

Algoritmos para cilculo dos raios de convergencia das se
ries também seriam muito Uteis e para tal necessita-se de algoritmos ge
rais para calculo de Timites.

6. CONCLUSAO

Este sistema foi testado com diversos exemplos extraidos de
livros de equacoes diferenciais de nivel de graduagio e apresentou resul
tados bons.

As solucdes apresentadas sdo Uteis sob varios aspectos: cQ
mo material de apoio para estudantes que estejam fazendo cursos de equa
coes diferenciais; para profissionais que desejam a forma da solucao ou
0s primeiros termos de sua expansdo em série e nao dispoem de muito tem
po; ou para uma analise de um grande numero de equa¢des numintervalo cur
to de tempo.

Este sistema foi implementado como mais uma parte deumsis
tema geral de solucao de equacOes diferenciais, com base no programa de
manipulagdo simbolica "REDUCE 2", gue pode tambem ser extendido, no futu
ro, para a analise e solucao de equacoes e sistemas de equacoes gerais e
n3o apenas diferenciais; fazendo do sistema de manipulado simbolica uma
ferramenta de programacao poderosa, uma vez que e possivel a implementa
cio de interfaces com outras linguagens, voltadas para o calculo numeri
co, como "ALGOL", "FOTRAN" ou “PASCAL".
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