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 Resumo/Notas 

Este trabalho, inicialmente discute e modela de 	forma 
apropriada para a integraçdo numérica as principais forças que atuam 
sobre um satélite artificial de baixa altitude. &n seguida sdo trata 
dos os métodos analíticos cléssicos de analise e propaga çdo de 	órbi 
ta, tais como a integraçJo anal{tica das equaçJes de Lagrange do 	mo 
vimento planetório e o método de Brouwer. Casos sobre ressondncia 	e 
libraçdo de satélites geoestaciondrios também sio apresentados no tra 
balho. 

 Observações 



• 	 ABSTPL4CT 	 1 

This report presents the modelling and analysis of the 
princip'rZ forces on the sateilite for nwnerical integ'ration. The 
ctasscal anaLyt_, rnethods of analysis and orbit propagation, such 
as analyticai integratw1. cf the Lagrange equations and Drouwer's 
rnethod are presented. cases of resonu 	and libration of the 
geosynchronous sateilites are also presented t r. this work. 	-- 

n 
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CAPTTIIIfl 1 

INTRODUÇÃO 

Na época do lançamento do primeiro satélite, 1957, o mo 

delo do campo gravitacional terrestre era precariamente conhecido. 56 

se conheciam os coeficientés dos harm6nicos esféricos zonais pares até 

grau 6. O coeficiente de grau 2, isto é, o que caracteriza o achatamen 

to dos pólos da Terra, era o único razoavelmente bem conhecido. Os coe 

ficientes de grau 4 e 6 eram calculados através de consideraç6es de dis 

tribuição de massa simétrica e uniforme em relação ao eixo de rotação 

da Terra. Com  a força deduzida desse modelo gravitacional juntava-se 

uma força de arrasto onde se considerava a. densidade atmosférica pura 

mente dependente da altitude e com decaimento exponencial. O uso de um 

modelo tão deficiente conduzia a erros da ordem de 5 a 10 km na deter 

minação da posição do satélite, e o cone de observação do satélite, is 

to é, o cone sobre o qual a estação vê o satélite, tinha um erro angu 
o 

lar da ordem de 0,5 .Mesmo assim foi possTvel o acompanhamento do sa 

têlite porque as estações utilizavam um processo de busca dentro do co 

ne de incerteza, até encontrí-lo. 

No decorrer de uma sucessão de lançamentos de satélites 

observações possibilitaram o •cãiculo de novos coeficientes do campo gra 

vitacional , assim como amostras e medidas coletadas na alta atmosfera 

permitiram uma sensTvel melhora nos modelos das forças  aerodinãmicas. 

Foram introduzidas forças de perturbação devidas à atração do Sol e da 

Lua; com o lançamento de satélites com grande razão ffrea/massa, 	tais 

como os satélites PAGEOS e EU-lO, verificou-se que para alturas 	acima 

de 800 km a força devida i pressão de radiação exercia efeito pondera  

vel no computo geral das perturbações. Assim., esta última força 	foi 

introduzida nos modelos, e os erros na determinação da posição 	passa 

ram para a ordem dos 100 a 500 m. Atualmente, com a inclusão de coefi 

cientes ressonantes e coeficientes de grau superior em geral, e também 

das forças de marés do Sol e da Lua, associados a métodos sofisticados 

de integração numérica, como também de amplos recursos computacionais, 
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a precisão na determinação da posição do satélite atinge a ordem de ai 

guns centTmetros. £ óbvio, no entanto, que apesar de todos estes aper 

feiçoamentos nos procedimentos de propagação numérica da órbita um bom 

resultado final depende de um bom valor inicial, isto é, depende essen 

cialmente de um bom método de determinação de órbita que, no caso, se 

trata dos métodos estatTsticos que usam as modernas técnicas de estima 

ção de parâmetros. 

Neste trabalho, inicialmente discute-se e modela de for 

ma apropriada para integração numérica as principais forças que atuam 

num satélite artificial de baixa altitude. Em seguida são tratados os 

métodos analTticos clássicos de análise e propagação de órbita, tais 

como o de integração analTtica das equações de Lagrange do movimento 

planetário e o método de Brouwer. Finalizando, discutem-se casos sobre 

ressonância e libração de satélites geoestacionártos. 



CAPITULO 2 

CAMPO GRAVITACIONAL TERRESTRE 

2.1 - POTENCIAL DE UM CORPO COM DISTRIBUIÇAO ASSIMÊTRICA 

Dado um corpo com distribuição qualquer de massa, 	isto 

sem simetrias, o potencial gerado por um elemento de massa "dm" do 

corpo sobre um ponto externo a este corpo e a uma distãncia "A" do ci 

tado elemento g dado por dV = -(1/A)Gdm (Figura 2.1). 

P(r,t,X) 

Fig. 2.1 - 551 ido assimítrico: r = raio vetor, 
= latitude, x = longitude. 

O potencial gerado em P e a força gravitacional de atra 

çio neste ponto têm ambos o sinal negativo, pois são dados por 

dV = -Gdm/A e F = -mvV, onde o sTmbolo v í o operador gradiente. Usar 
-se-ã aqui o sTmbolo U = -V, de forma que tanto U quanto F (força) te 

rão de agora em diante sinais positivos, mas com os mesmos significa 

dos que anteriormente. Assim, 

- 3 - 
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' dM 
U = G -, 

A (2.1) 

onde 6 é constante de atração universal. A distância A pode ser escri 

ta da seguinte forma: 

A 2  = r 2  + r'2 - 2rrcos o 

r2[1 + r'2 = 	 - 2 	cos 
r 	J 1  (2.2) 

onde D é o ângulo entre r e r'. Pondo a ültima equação na forma: 

1 =  1 [1 + fr'2 -- 
A 	r 	1rj 

1 

- 2icos i 
2  

(2.3) 

é fácil observar que o termo entre parênteses nada mais é do que a 

função geratriz dos polinômios de Legendre que,para r > r',é escrita 

como: 

1 - 1 	(r' 

A 	r nO Li) Pn (cos (I) ) 	 ( 2.4) 

que, substituTda na Equação 2.1, resulta, 

( 

= 6 1 1 	f1n (cos)dM . 	 (2.5) 
r n=O rj n 

O cos é dado por: 

= r.r' 
= senip senip' + cosip cosip '  cos(x-x ' ) , 	(2.6) 

rr' 

e utilizando o teorema da adição de Legendre (Heiskanen and 	Moritz, 

1967): 



-5- 

n 

Pn (cos 	(2-a ) (n-m)! ) = 
m=O 	Iflo 	

(n+m)! P(senip)P(senp') 

cosm(x-x') (2.7) 

onde 6 
mo 	

o deita de Kronecker definido por: 

1•  
1 se rn=O mo  

= 

O se m  

e P 	 são os polin6mios associados de Legendre. Substituindo a Equação
nm  

2.7 na Equação 2.5 encontra-se: 

rfl '1  (n - m)! 
U 	f 	j;l (2-6)[__j 	

(n+m)! P
nn (sen') * 

r n=O m=D 

Pnm(senip) cosm (x- x' )dM 
	

(2.8) 

Como a integração 	em toda massa e em r, j», À' então r pode sair do 

sinal de integral. Desenvolvendo o cosm (x- x'), multiplicando e divi 

dindo a Equação 2.8 por M e a, onde M & a massa da Terra e 
8e 
 o semi 

-eixo equatorial do elipsãide da Terra adotado (ou um parãmetro arbi 

trário), tem-se: 

GMa 
	((a\n 

U = 	 ei [C 	cosniÀ + S 	senmx]Pnm(senP) , 	(2.9) 
r n=O m=o 
	 nm 

onde: 

) 
nm 	(2-a ) no 
	(n- m)' 

- 	anM 	(nm)! 1M rmn P(sen')) senmx' 
ícosmx' ídM, (2.10) 

5 L 	J nm j 

e os valores de C 	 e 5nm devem ser acompanhados dos valores de GM e
nm 

ae. 
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Os coeficientes C 	e Snm  são chamados 	coeficientesnm  
dos harmônicos esfgricos. Existem tambni os coeficientes completamente 

normalizados nm' nn) que são muito utilizados em teoria de satli 

te. As relações entre eles (Heiskanen and Moritz, 1961) são: 

Cnm l 	r 	
(n 	m) 

/2 í Cnm1 

	

- 	+ 	! 	1  

L (2-6 )(Zn+1)(n-m)! j 1 SnmJ 	ff0 	
Isnm ) 

Para tu = O, C no 	no 	 n = -J e S 	= O, onde os 3 são os harmônicos 	zonais 
deduzidos diretamente do potencial gravitacional terrestre, 	enquanto 

os 0nm  e os Snm são deduzidos da função de força (LI = -V), dai 	o 
sinal negativo. 

A Equação 2.9 quando escrita em função dos coeficientes 

completamente normalizados fica na forma: 

= 	
n 	ajn 	

cosmx + nm senmx]nmseniP) . 	(2.12) 
r n=Om=O r 

onde Pnm(sen*) 	o polinômio associado de Legendre completamente norma 

lizado e & tal que: 

1- 
,2 

nm = L (2-6 )(2n+1) (n- m)! ] 	nm 	 (2.13) mo 	(n+m)! 

e ainda: 

P nm  (u) = 	 U 2 )M12
d m Pn(u) , 	 (2.14) 
du 

onde: 

n 
Pn (u) = 	

i 	d 	
(u2- 1)n sendo u = sent . 	 (2.15) 

- 2 n! du 
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A f6rmula para cilculo direto dos polinômios associados 

de Legendre (Heinskanen and Moritz, 1967) í dada por: 

P(u) = 2fl(1 
- u2)2 	(fl k 	(2n - 2k)! 

k=0 	k!(n-k)!(n-ni-2k)! 

un_m_ 2 k 
	

(2.16) 

Observando a Equação 2.10 podem-se tirar algumas conclu 

sEes fTsicas sobre os harmônicos do geopotencial . Estes coeficientes 
são denominados: 

Zonais 

Quando m = O, 	neste caso a distribuição de massa inde 

pende da longitude, pois á simátrica em relação ao eixo de 	rotação. 
Para m = 0, costuma-se definir um outro coeficienteJ n  = _Cno que ca 

racteriza os harmônicos zonais, 

Setoriais 

Ocorrem quando ni = n,e neste caso jí não existe simetria 

porque a distribuição depende da longitude. 

Tesserais 

Quando m ;~ n, a distribuição que gera tais harm6nicos á 

completamente não-simítrica e estes são entre outras perturbações res 

ponsveis por fenômenos de ressonância que serão comentados posterior 

mente. 

Ainda da Equação 2.10 pode-se verificar que: 

1) C 	= 1, Terra com distribuição esfírica de massa. 
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2) Se a origem do sistema de coordenadas coincidir com o centro 

de massa do corpo, então pela Expressão 2.10 tem-se: 

C 10  = C11 = S 11  = O e s oo  = 	= O 

3) Considerando inicialmente que o eixo z' (rotação ou polar ins 

tantâneo) não seja um eixo principal de inércia, então: 

	

= 	1 	J r2P21(senp1)cosx1 dM = L Í r '  sen '  
3aM ti 	 Ma 	ti 

• r '  cosgi '  cosx '  dM = -- Í z'x' dM = E/Ma 
Ma M 

Analogamente, 

521 = F/Ma, onde E e F são produtos de inércia. Se z' for ei 

xo principal de inércia, E = E = 0. Entretanto, nos modelos 

mais recentes do geopotencial, através de observações de sati 

lites, os coeficientes C21 e 521 foram encontrados na ordem de 

io, mostrando que o eixo de rotação Z esta ligeiramente afas 
tado do eixo principal de inércia. 

1 	A+B 	' 4) C 20  = - L 2 - CJ = -J 2  (achatamento polar)
Ma 2 

	

5) C22 = 	1 	(B- A)(elipticidade equatorial) 
4a 2M 

522 = D/2aM (0=0 se o meridiano que passa pelo eixo princi 

pai de inércia coinc idisse com Greenwich), 

A, B, C são momentos principais de inércia, enquanto E, E, G 

são produtos de inércia. A relação (A- C)ou, de modo mais ge 

ral , [(A+ B)/2 -  C] i o achatamento dinâmico do corpo. 



n 

6) O coeficiente C 30  = - J 3  representa a deformação da Terra conhe 
Uda como forma de pera. 

Os coeficientes dos harni6nicos do geopotencial caracteri 
zam: quanto à forma: as deformações que a Terra apresenta em relação a 
uma Terra perfeitamente esfíri.ca ; quanto à distribuição de massa: a ma 
neira pela qual a massa é distributda (simetrias e assimetrias) em re 

lação aos trs eixos principais de inãrcia. 

Uma melhor visualização dos coeficientes dos harm6nicos 

do geopotencial pode ser feita graficamente, Figura 2.2, usando a Equa 

ção 2.10, e representando o produto Pnm(senP){cosm X, senmx} como os 
harm6nicos esfricos. 

O9  e26 60

.60 

c 20 	 c22 	 c 31  

1 	 //'4• 

'I# ¶rI  
C40 	 C44 	

C84 

e 

Fig. 2.2 - Representação dos harm6nicos esfíricos. 



CAPITULO 3 

FORÇAS PERTURBADORAS 

3.1 - FORÇA GRAVITACIONAL DEVIDA AO POTENCIAL DO CORPO 

A força de atração gravitacional especTfica em um ponto 

fora de uma distribuição de potencial U & dada pelo gradiente 	deste 

potencial, ou seja F = vU. Por&n, o potencial (função de força) 	para 

um corpo de distribuição assimítrica de massa í mais facilmente escri 

to no sistema de coordenadas fixo no corpo (X', V', [ ) enquanto 

r = r (X,V,Z) está de preferência no sistema inercial (Figura 3.1). Co 

mo U & função de r, 	e x o procedimento mais simples í calcularogra 

diente em coordenadas esfíricas (r, 	x) e depois convertê-lo para co 

ordenadas X , , V I , 21' e finalmente para o sistema inercial X, V e Z. 

x 

Fig. 3.1 - Sistemas de coordenadas no corpo. 

O eixo X' passa pelo meridiano principal do corpo 

(Greenwich). Efetuando uma rotação em torno do eixo Z de x e uma 	em 

torno de Y 	 de () obtêm-se: 
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"A = RV(_iP)RZ()r' 
	

(3.1) 

onde r e r' são vetores ou matrizes colunas dos sistemas XA YA 9  1A 
e X' , V, Z', respectivamente; enquanto RVA(_1v) representa uma ro 

taçáo de i no sentido contrario i regra da mão direita e Rz(X)  uma ro 

tação no sentido positivo. Pondo T = RVA(_IIJ)Rz(À) e efetuando o produ 

to matricial encontra-se: 

cosip cosx 	cosip senx 	senp 

T = -senx 	cosx 	 O (3.2) 

-seni cosx 	-senip senx 	cosp 

A Equação 3.1 fica então na forma: 

"A = Tr' , 	 ( 3.3) 

o mesmo & válido para: 

FÃ = 	, 	 ( 3.4) 

"A = TF' , 	 ( 3.5) 

pois T & um operador de rotação que gira qualquer vetor, de um mesmo 

sistema de referncia, para outro vetor. 

A transformação do sistema fixo no corpo para o sistema 

de coordenadas inercial 1 obtida de acordo com a Figura 3.2, como se 

que: 

r = Rz(_o)r' = 
	

(3.6) 

sendo: 
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cose 	sena 	O 

	

R(e) = J -sena 	cose 	O 
	

(3.7) 

O 	O 

e a é o TSAG, ou Tempo Sideral Aparente de Greenwich. 

X 

Y 

X I  

Fig. 3.2 - Sistemas inercial e girante. 

Em virtude das Equações 3.1 e 3.6 tem-se: 

r = RT(e)TT r = (T R) TrA 	 (3.8) 

definindo G = T R vem: 

r = GTrA 
	 (3.9) 

Analogamente ê vílido para a aceleração, urna vez que a órbita do sat! 

lite & um plano "fixo" no espaço que, por hipótese, não depende da ve 

locidade de rotação da Terra, então, 
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F = GTFA  , 	 (3.10) 

lembrando que: 

VXAU 1 	1 DU/Dr 

"A = 	VYAU 
	

(1/r cos$)(3U/Dx) 	. 	 ( 3.11 

VLAU 
	

(1/r) (U/Dip) 

Da Eq iação 2.9, e tomando p = GM, a aceleração que atua 

numa massa de prova externa ao corpo (Terra), em relação ao sistema de 

coordenadas fixo na Terra : 

r (n+i) P 
mu nm 	 nm 

{C 	cosmx+S 	senmx}1 

N 	na 
= 	Y -Fm sec P nm { C nm  senmx+ Snm senmx) , ( 3.12) A 	

r 2  n=O m=a[ri 

P' n{C 	
cosx+S 
	senmx} 	j m nm 	 nm 

onde 	a derivada de P 	em relação a sen4',ea expressão cos*nrn 

de ser calculada através de duas expressões de recorrência: 

( 

I2n - 1 	 n-i-m-1 1 
secv nm = 1 	senip(sec* ',n) 	

I( 	 m seci4 Pn_z)(313) 
1n-mJ 	

n-i 	n -mJ 

cosip P 	= -n senip(seop P ) + (n-- m)(secip P 	) . 	( 3.14) 
nm 	 n-i,m 

As expressões do cosmx e senmx podem ser calculadas pe 

las seguintes f5rmulas de recorr&ncia: 

	

cosmÀ = cos[(m-1)À]cosx - sen[(m-1)x]senx , 	 ( 3.15) 

senmX = sen[(m-1)X]cosx + cos[(m.-1)X]senx , 	 (3.16) 
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(n-m)P 
nm 

- (2n-1)senip P 	+ (nim_1)Pn_2 m = D . 	 (3.17) 

Assim, a força  devida ao campo gravitacional fica da for 

ma: 

	

= 	= GTi A 	 (3.18) 

onde F & dado pela Equação 3.12. 

No cilculo da Equação 3.12 os coeficientes C nm  Snm são 

considerados ati a ordem que se deseja ou que se conhece. 

Atualmente os coeficientes dos harm6nicosdogeopotencial 

são determinados e tabelados na forma completamente normalizada, de ma 

neira que ë melhor escrever a Equação 3.12 na forma normalizada, ou se 

ia, 

(n+i) 	1 [a n e][ 	
o 	1 +  = -- 

A 	r2 	r2 n=2 r 	
L_cosj 

_(n+ 1 )P nm (Enm  cosmx+ nm  senmx) 

N 	na n 
m sec P (-õ 	senmx ~ 	cosmx),(3.19) 

	

r 2  n=2 m=1 tr 	
nm 	nm 	nm 

cosp 	mnm cosmx+ nm  senmx) 

onde os Pnm normalizados podem ser calculados diretamente pelas expres 

sões de recorr ência (Kuga et alfi, 1983): 

( 

	

j2n + 
1 	r 

	

secip 	
n2 -m2 j 	L 

nm = 	 1 (2n - 1)1/2 senip secip 	
1 ,üi + 

1  

- ín 2_ m  2_ 2 n+ 1V2  
secp n_2,mj ' 	 (3.20) 

	

Zn-3 	j 



fl 

1/2  
[ cos 	= -n sen sec 	2n + 1 + 	( n2 _ m 2 )l sec 	n-1,m'  (3.21) nm 	 nm L 2n-1 

Lembre-se que m 	n e: 

cos=R/r , 	cosx=X/R, 

senp = Z/r , 	senx = Y/R 	, 	 (3.22) 

sec = rIR 	, 	R = ( X2 + y2)1/2 

3.2 - ATRAÇÃO GRAVITACIONAL DO SOL E DA LUA 

A perturbação gravitacional de um terceiro corpo, no ca 
50 o Sol ou a Lua, pode ser estudada através do conhecido problema re 

duzido dos3 corpos, onde um deles tem massa desprezTvel em relação aos 

outros dois. O potencial perturbador, devido ao terceiro corpo,é assim 
obtido (Kovalevsky, 1967): 

r . 	r 	
•j 

1 
= GM. 

1  
[ r_rI 

1 

r
3 

 
(3.23) 

onde M i e r i  são respectivamente massa e distncia do corpo perturbador 
que pode ser o Sol ou a Lua. A aceleração sobre o satãlite,causado por 
esses corpos, i dada pelo gradiente do potencial R em relação a r, ou: 

	

r - r. 	r. 
A. = VR 1  . = - GM 1  . 	

1 	+ 	
, 	 ( 3.24) 

1 	 [r - r[ 3 	r 

ou ainda: 
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5? 	1  'v X)/A3 IA 	 +  

Y 	= -GM 	(V- Y)/A 3  + Y 1 /r 	, 	 (3.25) 

+ 

onde: 

A = I-r 1 L = [(X-X1)2 +(YV)2+(ZZ) 2 	 (3.26) 

As coordenadas (XC, Y 1 , Z1 ) do Sol e da Lua podem ser calculadas di 

retamente (Escobal, 1965) ou obtidas por interpolações de tabelas de 

intervalos de 112 a 1 dia. 

3.3 - FORÇA DE ARRASTO 

Quando um satélite se move através da atmosfera 	experi 

menta uma força de atrito denominada força de arrasto, a qual tem senti 

do contrário ao movimento do satélite e depende do quadrado da veloci 

dade. Matematicamente, a força de arrasto espectfica pode ser represen 

tada por (NASA, 1977): 

AA= __i_ CD__P VRVR . 	 ( 3.27) 

onde CD  é o coeficiente de arrasto, S é a secção transversal do satuli 

te, m massa do satélite, p a densidade da atmosfera no ponto em que se 

encontra o satélite e v é a velocidade do satélite relativa i atmosfe 

ra, vR =  IVRE. Dependendo da forma do satélite, CD  e 5 podem ser consi 

derados constantes, embora dependam da atitude do satélite. Pode-se 

usar uma secção transversal média sem implicar erros consideráveis. 
O parâmetro CD varia suavemente com a forma do satélite e com a compo 

sição da atmosfera. 



n 

A velocidade relativa v g calculada admitindo que a at 
mosfera tem a mesma velocidade de rotação que a Terra. Então, 

± 

vR=r_oiTAr= 	?-  W.X 	, 	 ( 3.28) 

1 

sendo wTwT , e r e a velocidade do satélite relativa ao siste 
ma inercial. 

A densidade atmosférica p i função da altitude e da tem 
peratura exosfírica Te . Esta, por sua vez, depende do fluxo solar iiié 
dio e instantâneo da época do ano (posição do Sol) e do Tndice geomag 
nitico. O fluxo solar tem variações peri6dicas de longo periodo (11 

anos), variações semi-anuais e de curto perTodo (27 dias). Existem mo 
delos para o cãiculo da densidade atmosférica; os mais populares são 
os de Jacchia. A expressão final para a aceleração de arrasto fica na 
forma: 

í 

9 	= - 	- P V 	t - ÜJTX 	 (3.29) 
2 	m 

3.4 - FORÇAS DE MARES DEVIDAS A LUA E AO SOL 

As forças gravitacionais do Sol e da Lua fazem com que a 
Terra se alongue na direção aproximada de cada um destes corpos pertur 
badores (Figura 3.3). 
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Mj 

Fig. 3.3 - Força de maré. 

O potencial gerado pelo corpo M i (perturbador) num ponto 

da superfTcie terrestre i dado por: 

	

CM.
1 	1 

CM. 

Ui - 
	-  

	

A 	r. 
1 

fl-IP n (cos 
n=2 r1 j 

(3.30) 

O potencial U 1  atua na Terra deformando-a suavemente, criando 	assim 

uma nova distribuição de massa. Essa nova distribuição gera um 	poten 

cial adicional que será o potencial de maré. Tomando para U. o 	termo 

principal de grau 2 tem-se: 

CM. 	2 

= - 	
-- 	(cos) . 	 (3.31) 

r 	1r 

O potencial perturbador de maré na superfTcie 1 R1 = 	onde kn 

um coeficiente de elasticidade de grau n. O potencial R i 
 num ponto ex 

- 	 - 	 - 	 - 

terno a Terra e proporcional a razão (Rir) 	, de tal forma que na su 

perfTcie essa razão seja 1. Assim, R i  pode ser escrito como: 
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R5 GM 
= k2[_F_1 U. = k 2  -- P2(COSO) , 	 ( 3.32) 

r 3  r 
1 

onde M i é a massa do corpo perturbador (Sol ou Lua). 

O polin6mio P 2 (cos) da Expressão 3.32 dado pelas tabelas 

P2(u) = 3u 2 /2 - 1/2, e o cos foi inicialmente calculado em função de 

R e r i , mas para analisar o efeito perturbador de maré sobre um ponto 

do espaço, numa posição (r, Q, x), o cost & calculado por r e r 1 , uma 

vez que r & paralelo a R no ponto considerado. Na verdade o ângulo o & 

o ângulo entre a direção r e a direção do bojo de deformação que gera 

o potencial de maré, porque devido ao fato de a Terra não ser perfeita 

mente elástica, a deformação leva um certo tempo para ocorrer e a rota 

cão da Terra faz com que o bojo esteja um pouco adiantado (em longitu 

de) em relação ao corpo perturbador. Esse ângulo &, entretanto, muito 

pequeno e € aqui negligenciado. Assim, 

	

1 	GM R5 
= 	k 2  - - L3( . ) 2 - 1] 	 (3.33) 

	

2 	rI r 3  

pondo: 

GM. 
c 	1 	1 
= - k 2  

2 
1 

então: 

Ami  =vRi  = -9C r 5 r(i F) + 6C r 3 (F . F)v(i . 	+ 

+ 3C 1  r 5r , 

e usando: 
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= 
1 	

r 3 	r 

1 =ii+11+kk , 	 (3.34) 

r.1 = r , vr = 1 

obt&n-se: 

= 	k 2  !± [LJ5{[l 
- 5(j. F4]r + 2(F . F)F.r} . 	 (3.35) 

A Expressão 3.35 escrita na forma desenvolvida 

[l -  SD 2 JX + 2DrX 1  

GM. 
Y 	=2_k ~ _1.L 	[1-5D2JY+2DrY. , 	 (3.36) 

	

2 	rr5 	
1 

Z 
Mi 	

[1-5D 2 ]Z+ 2DrZ 

onde: 

	

r . r 
1  
. 	XX. + YY 	

1 1 + 
ZZ. 

o = 	-• 

= 	= 	1 	
(337) 1 	

rr. 	rr. 
1 

e r 1  = (X + 1  + Z)'I'2 ,  coordenadas do corpo perturbador (Sol ou Lua). 

Os coeficientes de maré (elasticidade) são denominados 

nõmeros de Love. As deformações da Terra causadas por marés da Lua e 

do Sol podem produzir perturbações observáveis na érbita do satélite, 

porém a sua magnitude depende de propriedades elásticas da Terra, re 

presentadas pelos nümeros de Love. Inicialmente supunha-se que os nu-

meros de Love fossem globais, isto é, constantes para toda a Terra. Eri 

tretanto, hoje se sabe que eles são funções de ponto. Observações fei 
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tas no perTodo 1970-1973 pelas satélites BE-C (Beacan Explorer C), 

GEOS1 e GEOS2 (NASA, 1977) encontraram para k 2  uma variação do tipo: 

0,245 ± 0,005 	k 2 	0,31 ± 0,01 . 	 (3.38) 

3.5 - FORÇA DE PRESSAO DE RADIAÇÃO 

A força devida 1 pressão de radiação pode ter efeito sig 

nificativo sobre a ãrbita de uni satélite com grande razão área/massa. 

A aceleração causada por esta força & ria direção Sol-satélite, no sen 

tido oposto ao versor f, e é dada por: 

APR = -v 0R 
s  PS  r S , 	 (3.39) 

onde v E o fator de eclipse, tal que v = O quando o satélite se encon 

tra na sombra da Terra e v=1 quando está iluminado; CR é um 

fator que depende da reflectividade do satélite; 5, secção transversal; 

m,a massa do satélite; P a pressão de radiação nas vizinhanças da 

Terra;e í = rS/rs onde r  é o raio vetor do Sol. 

O fator de eclipse pode ser calculado conforme a posição 

do satélite em relação 1 Terra e ao plano terminador (T) que separa 

as regiões da luz e sonibra(Figura 3.4). 

Pela Figura 3.4 as seguintes relações são válidas: 

li = r . r s  

D = r - h 	 (3.40) 

D.í 5  = 0, 

0 =/h2 
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Fig. 3.4 - Função de sombra. 

Na Figura 3.4, se h 	O, o satélite está antes do termi 

nador, logo v = 1. Por outro lado, para h c O tem-se: 

O k R , v = 1 (luz), 

O < R , v= O (sombra) 
(3.41) 

Na Figura 3.4 não se considerou a penumbra devida 	dimensão da fonte 

luminosa que é o Sol, pois seu efeito é muito pequeno. A constante P
s  

estff relacionada diretamente à radiação média incidente nas proxiniida 

des da Terra e é definida por: 

= I/c 
	

(3.42) 

onde c é a velocidade da luz e 1 uma constante de radiação definida co 

no a radiação incidente por cezfl{metro quadrado de õrea, por minuto, 
situada a uma unidade astronômica e fora da atmosfera: 

= 7,95 x 10 7  ergs.cnf 2 .rnin' 1  = 1,33 Ktattfm 2  . 	 ( 3.43) 
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3.5:1 - ALBEDO 

O albedo é a radiação indireta refletida pela Terra e ob 

viamente depende das propriedades refletoras da superfTcie terrestre, 

sendo, portanto, maior nos pólos e menor no equador, ou seja, é função 

da latitude (ip). O coeficiente de albedo é definido por: 

a(ip) = a 0  + a 2  sen 2 (p + ci + ... 	 (3.44) 

onde a 0  = 0,219 e a 2  = 0,410 (Lautman, 1977) respectivamente, e C2~_ 0- 

A força de pressão de radiação age sobre o satélite na direção Sol-sa 

télite, enquanto a de albedo o faz na direção Terra-satélite, uma vez 

que só se considera a componente difusa da radiação e negligencia-se a 

especular. A Expressão 3.44 56 é vâl ida para a região (1) de incidência 

(veja-se a Figura 3.5), enquanto para as regiões (II) e (III), a = 0, 

porque nestas regiões a incidência da luz é praticamente razante. As 

sim, introduzindo um fator r de albedo a Expressão 3.44 fica: 

a = n(ao + a 2  sen 2 p) 

O ângulo de 100  para a região neutra da Figura 3.5 foi escolhido arbi 

trariamente. 

O fator Ti é calculado conforme se segue. 

Se h 	0, então v = 1 e 

í D<R' , T1=l 

DR' , 

onde R' = r cos 5 0  

Se h < 0, então r = 0 e 
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OcR, v=O, 

DR , v=1. 

Terminador 

.. 

D R 1 
Sol 	

L....L.. Irs  

(1) 	// 	\\ 
.:.:-:•.àmbro 

/ 	
/' 	.::•: 

/ 

Fig. 3.5 - Regiões de reflexões (1) e neutras (II, III). 

Assim, a analise do algoritmo para as trs regiões resul 

ta no diagrama da Figura 3.6. 

Fig. 3.6 - Diagrama de regiões de reflexão e neutras. 
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A força de albedo é na direção radial e i dada por: 

F  = a($)APR  r , 	 (3.45) 

logo a expressão geral para a pressão da radiação fica na forma: 

i X/r 
- 	 2 

= v C 
--P5 
	-Y5/r5  +4ao+azfkJ ] Y/r 	, (3.46) 

2 	
t Z5/rs j 
	

Z/r 

3.6 - EQUAÇÃO GERAL DAS FORÇAS QUE ATUAM NO SATrLITE 

A equação do movimento do sistema, incluindo as 	pririci 

pais forças que atuam no satélite, é (método de Cowell): 

= A + A  + AL + As + APR + AML + 
	

(3.47) 

sendo os A(s), pela ordem, aceleração do campo gravitacional da Terra, 

aceleração de arrasto, aceleração devida i atração da Lua e do sol, ace 

lerações à pressão de radiação e aceleração devida às marés da Lua e 

do sol. 

A ordem de grandeza dessas forças, em um sistema de uni 

dades normalizado, é apresentado na Tabela 3.1. 

E bom lembrar ainda que a aceleração A é dada por A = 

= GrA = (TR) r5 , onde T pe função deip ex, que são calculados 	pe 

las Relações 3.22 e R depende de o(T5AG). As acelerações A 1  poderiam 

conter ainda uma terceira matriz para corrigir da precesssão e nutação 

(Spier, 1971). 

A inclusão de forças perturbadoras no modelo deve ser fel 

to em função da situação fTsica apresentada, por exemplo, para satéli 
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tes baixos, aiim do geopotencial , s6 se deve incluir o arrasto e even 

tualmente marâs, enquanto para satílites a grandes altitudes deve-se 
incluir s6 pressão de radiação e lunissolar. 

TABELA 3.1 

COMPARAÇÃO DAS FORÇAS PERTURBADORAS 
COM O CAMPO CENTRAL 

PERTtJRBAÇÔES TIPO 	- SAL PRÓXIMO GEOESTACIONÂRIO 

Kepler 1 

+ 	(u/r 3 )J,o(a 	/r) 2 	f 20 ()r Achatamento 10° 10-1 

+ 	(u/r') fnm (t,x)r 
n1m 

Geopotencial II" lO S ' 

- r 	r 	r 	1 	r 	r -r 	r 	1 

+ ULI 	
L- 	- 	1+ i 	1 	- 	- 	1 Lunissolar io lO_o 

L 	rL rI 3 	r 	J 	5 L Ir 5 -rI 	r 	J 

- 	_ C 0 (S/m) p VrYr Arrasto 10 O 

- v CR(S/m)PS  i P. 	Radiação 
10-e 

1D° 

+ vR Marés lo_Lo 10 -13 
 

(h 	= 	1000 	km) 



CAPITULO 4 

ESTUDO ANALITICO DO MOVIMENTO PERTURBADO 

No CapTtulo 2 as equações foram escritas de forma 	apro 
priada para integração numgrica das perturbações que atuam na 	arbita 
de um satilite. Neste capitulo as perturbações são estudadas de forma 
analitica e diretamente nos elementos da õrbita. E 6bvio que as pertur 

bações que podem ser tratadas inteiramente de forma analitica são as 

do tipo conservativo, como geopotencial, lunissolar e margsterrestres. 

As perturbações não-conservativas como o arrasto atmosfírico e a pres 
são de radiação são melhor tratadas de forma semi-analitica, isto i, 

calculando suas variações midias por 6rbita e estendendo-as para vários 

dias. O estudo analitico das perturbações i feito basicamente usando 

as equações de Lagrange do movimento planetário escritas em função da 

função perturbadora, ou em função das forças em três direções bem defi 

nidas. O primeiro passo então i escrever a função perturbadora do geo 

potencial em função dos elementos da 6rbita, que são a, e, i, ç, w e 
M, ou seja, semi-eixo maior, excentricidade, inclinação, longitude do 
nodo ascendente, argumento do perigeu e anomalia mídia, respectivamen 

te. E tambím usada aqui a anomalia v = w+ f, onde fia anomalia verda 

deira. 

4.1 - POTENCIAL PERTURBADOR EM FUNCAO DOS ELEMENTOS DA GRBITA 

O estudo analitico das perturbações gravitacionais 	que 
atuam num satílite requer que se tenha o seu potencial perturbador eu 
função dos elementos keplerianos da õrbita, começando pelo geopotencial 
que tem por potencial perturbador a relação: 

nan 
R = IL 	1i [(Cnm cosmx + Snm  senmx]Pnm (senlp), 	(4.1) 

r n=O nh=O 

- 29 - 
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onde os termos Pnm (sen*)sen m x, Pnm (sen4)cos m À sio os chamados hannô 

nicos esféricos que na forma complexa generalizada fica: 

X(x,p) = Pnm (sen)exP(imÀ) 
	

(4.2) 

Assim, sabendo que a ascensão reta e a longitude estio relacionadas 
atravis do tempo sideral aparente de Greenwich (o) por a = x - e, en 
tão: 

X(x,) = e- imo Xnm(czM 

e tendo em vista a Equação A.29 do Apndice A o harmônico 	esf&rico 
Xnm(X1i) poderá ser escrito corno: 

n 
jfflO 	* ( 1) 1n-m exp[i(kv+mQ)](-1)m X 	e 	Fnm(X1P) = 	nmp 

e definindo: 

ri 
Rnm n=2 m=0 

e depois de tomar as partes real e imaginãria dos harmônicos esfári 

cos tem-se que: 

R 	 rim = R e  [X  nm 	rim m (x,ip)J+S 	1 [Xnm ( X, )]}(l)m-n = 

	

= ± 	n n (-1) 	F* (1){c R [nm e +ffi 	o)] + 

	

r 	r 	0 	nmp 	time 

+ S 	 J [i n-m  e  i[kv+ 	 (43) 
nm m 

onde Re e Im 
 significam parte real e imaginaria, respectivamente. 
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As partes real e imaginria da função em questão 	devem 

ser consideradas para dois casos: quando n-m = par ou n-m = impar. To 

mando a função complexa: 

= n-rn e 
 i[kv+ 	= (_1)(n-m)/2 cosA+ ( 

	 senA, 

onde: 

A = kv + m(Q-e) 

k = n - 2p , e 

INT = [(n-m)/2] 	a parte inteira de (n-n)/2 

	

n-m=2,4,6, 	parcosA 

Ref = ( 
1)  Ir1T IsenA 

 

-i 

 1 

	

n-ni=1,3,5, 	'impar 

=(-1)INT 	

senA In-m= 

n-m=2,4

1

,6, 	par

cosA 	1,3,5, 	'impar 

Assim,a função potencial R nm  pode ser escrita como se segue: 

r cosA ]n-m, par 

R 	- 	
íae] n 	(1)m-n F*  (1)(1)T { 

	
[- 	 + nm - r Lr) p=o 	

nmp senA  n-m,impar 

+ 
 S [

senA -n - m, par 

cosA in_m, impar 

(4.4) 

onde: 

F 	(1) = ( flINT F* (1) 
nmp 	 nmp 
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Assim, a função da inclinação fica da forma: 

INT2 	Í n-m 	n + m 
Fnmp(I) = (2p)!(2n-2p)!(-1) 

(n-m)12 11 p!(n-p)! 	j=j 1 	2p-j 

( _ 1) j j fl+nl+2p-2j 5n-m-2p+2j 
(4.5) 

sendo j 1  = mx[O, 2p-ri+m], J2 = min[2p, n+rn] e INT = [(ri-m)/2]. 

	

Entrando com o fator 
(_1)m 	

para dentro do colchete da 

Equação 4.4 & possTvel escrever: 

ann 	 1' 	C 
R 	_!!_l_!l 	E 	(I)J 	

nm 	
cosA+

nm 	
r 	r 1  p=0 nmp 
	

[-snmi 

r nni1 	
]n-m, par, 

+ j 	senA F 	 (4.6) 

LCnm J 	Jn-m, Tmpar, 

que é a mesma expressão apresentada por Kaula (1966). 

Segundo a caracteristica de DAlembert da Mecânica Celes 

te a função da inclinação Fnmp(I) á da ordem de s Hi,onde s = sin(112) 

e a = m-n+2p, multiplicada por um polin6mio em c = cos(I/2), ou seja, 

Fnmp(I) - 	ai i(c) nmp 
(4.7) 

onde a função Jnmp(C) á dada no Apndice A. A derivada âFnmp (I)!BI  á 

também necessária nas equações planetirias de Lagrange, logo: 

aFnmp(l) 
= li 5 iaI-1 c j 	(c) 

- 	sial nmp 	
(4.8) 

2 	 nmp 2 

4 
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A Função Fnp(I)  deve ser normalizada quando os coeficien 
tes 0nm' Snm tambgni o forem (ver tabela no Apndice A). 

4.2 - FUNÇÃO DA EXCENTRICIDADE 

Para que a função perturbadora dada pela Equação 4.6 fi 
que em função dos elementos keplerianos, g necessrio exprimir 

r_n_l[cos(n_2p)f, sen(n-2p)f] em função de e e M. Usando a Equação B.9 
do Apndice B, 

( cos(n-2p)f ' 

H 	= 	G 	(e)exp[i(n-2p+q)M] , 	 (4.9) 
sen(n-2p)f 	q= 	npq 

que substituTdas na Equação 4.6: 

- 

ann 
Rnm  = 	L7J P IO Fnmp(I) Y Gpq() q  

Snm  J 

	

rs 1 	n-m, par, 
1 	nm 1 

~ 	 1 	 (4.10) 

	

t__Cnm  .1 	jn-m, impar, 
onde A = (n-2p)w + (n-2p+q)M + m(n-o) e Gnpq & dada (ApEndice B) por: 

•1 s 	r1  í 2p-2n 	-2p 
G 	(e) = (1+)n 	1 npq 	 s=0 r=0 	s 	ii r 

() s+r j  qs+r [(n-2p+q)e] , 	 (4.11) 

sendo s i  = O se n = p e 	se n > p; r 1  = O se p = O e 	se p > 0. Logo, 

a expressão final do potencial gravitacional perturbador fica: 
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n 	a 	n 
F,(I) 	G 	(e) 

a n 	 n pq =2 m=O a 	p=O 	q=- 

Snmpq(w s, M, e) 
	

(4.12) 

onde: 

í1 	

IS 	

n-m, par, 
r 	

]senA Snmpq (WMO) 	]cosA+ 	nï  	 (4.13) 
  L 

5 

c 	Jn-m, impar 

A derivada âG pq (e)/Be necessria nas equações p1anet 

rias de Lagrange, pode ser vista no Apndice B. 

4.3 - INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE LAGRANGE 

As equações planetárias de Lagrange são dadas (Kaula, 

1966) por: 

da 	2 	DR 

1, 

= 1 - e 2 	- (1 - e 2 )'2  aR 
dt 	n o a 2 e 3M 	nDa 2 e 	3w 

dw 	- 	cosI 	DR + (1-e ) 	R 	 (4.14) 
dt 	noa 2(1 _2)12 senl 	noa 2 e 	3e 

dl 	cosi 	4 	1 	aR 

dt 	n0a2(1 - e2)''2 senl 3w 	n0a2(1 - e z ? '2  senl 

1 	aR 
dt noa 2(1, - e22 senl 
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dM1-e2  aR 	2 aR 
----, 

dt 	n o a 2 e ae 	n o a Da 

1/ 
onde n 0  = ( pia3) 2 e o movimento medio e R e o potencial 	perturbador 

dado pela Equação 4.12. A perturbação mais significativa do potencial 

perturbador í a devida a C 20 (ou -32), unia vez que este í cerca de 

1000 vezes maior do que os outros coeficientes (C m i Snm) do geopoten 

cial. Assim, o potencial dominante será: 

C 	(ae2 R20 = 	 (1)6 	(e) 
a 	apq zop 	2pq 

	

cos[(2-2p)w + (2-2p+q)M] 
	

(4.15) 

onde eliminando perturbações periódicas e pondo: 2- 2p = O e 2- 2p+ q = 

= 0, resulta em q = 0, p = 1. Logo, 

R20= p C20 	F201 (I)6210 (e) , 	 (4.16) 

que substituTdo nas Equações 4.14 permite concluir que: 

da 	o 
dt 

de 
-- 'J , 

dt 

dI 	 (4.17) 
dt 

dw - 3n0C20 	(ae2 	5cos 2 I) , 
dt 	4(1 - e 2 ) 2  a 

= 3n.C20a.2 	cos , 
dt 	2(I-e2)2a2 
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dM 	 3n0C20a 
= n - 	 (3cos 2 I- 1) 

dt 4(1 - e2)3/2 a2 

Se o valor de C 20  & cerca de -1082,7 x iO 	e usando va 

]ores típicos de um satélite geodésico, e = 0,01 e a = 1 l2ae  nas Equa 

ções 4.17, elas se tornam (Kaula, 1966): 

3,55 (Scos2I - 1)( °/dia) 
dt 

= -6,70 cosI ( °/dia) , 	 (4.18) 
dt 

dM 
 = 14,37 + 0,0093 (3cos 2 I - 1)(rev./dia) 

dt 

Os ângulos para os quais 	= O são conhecidos como angu 

los cr-Cticos e seus valores são 630,4  e  1160,56.  Note-se que 	> O pa 

ra valores antes de 1 
=1crit' 

 e w c  O para 630,4 c 1 < 116 0 ,5, voltan 

do para 	> O ap6s 116 ° ,56 (Figura 4.1). 

Note-se pelas Equações 4.17 que , 	e 1 são todos 	pro 

porcionais ao achatamento C 20  e a um fator (ae/a)2  que E chamado fator 

de amortecimento da perturbação de achatamento. 

Um satélite sTncrono com o Sol (heliossTncrono) tem s = 

= 360 °/1 ano = 350°/365 dias = 0,980/dia, 
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1 (GRAUS) 

Fig. 4.1 - Variação de w e 2. 

Reescrevendo a Equação 4.12 do potencial perturbador na 

forma: 

an 
Rnmpq  = - 	Fnmp (flGnpq (e)snmpq (ohnMe) 	 (4.19) 

a 

e calculando as derivadas parciais de Rnmpq  em relação a a,e, i, , , 

M, e substituindo nas Equações de Lagrange 4.14, obtém-se, para o caso 

geral 

da 	2 	(ae)n F 	(I)G 	(e)(n-2p+q)S 
dt 	n0a2 	nmp 	npq pq  

nmpq 

a n Fnmp(I)Gnpq(e)smpq [n2+ 	
n-2p ] = (1 - e2)pí e  

dt nmpq 	n0a2e 
LJ 	

- e 2  

li 
= 	v 	í1[ (1- e2)/2 F( 	(e) - L

dt nnipq 	n0a3 	
L 	e 	nnip 	npq 

ctgl 
F' 	( 

- (1 - e2)2 nmp flG 
npq (e) ]snmpq 



dll 	 14 	 (ae 'n 

dt 	n 0 a 3  senL(je2)V2 LT) E nnip (I)G  npq (e) 

nmpq 

* Spq[(fl2P)C0SIfl1] nm 

14 	 F' 	( npq 	nmpq  
nmpq 	n oa 3 senI(1e2) 	

LaJ 	nmp I)G 
	(e)S 

[

dM 

	

	 11 	
a n 

—I 	=fl0+ 
de) 	n 0 a 3  r;i Fnmp(1) 

nmpq 

Snmpq 1 2(n+1 )Gpq(e) - 1 -e2 G pq (e)] 9 	(4.20) 

onde: 

E' 	(1) = dF
nmp (I) 

nmp 	dl 

Gpq(e) = dG
pq (e) 

de 

dS 
SI 	

= 	nmpq , e 
nrnpq 	dA 

A 	dado pela Equação 4.10. 

O passo seguinte é o da integração 	das equações de 

Lagrange. A derivada do argumento A = (n-2p)w + (n-2p+q)M + m(-o) em 

relação ao tempo : 

dA 
 = (n-2p) + (n-2p+q) +  

dt 
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Logo: 

dt = -1- dA 	 (4.21) 
A 

e integrando as Equações 4.20 após substituir dt da Equação 4.21 e ten 

do em conta que: 

nmpq = j nnipq dA, 

obtgrn-se: 

n 	 S I 	(o),,M,o) ____ 
Aa 	

2p 
nmpq = noa  l a J rnmp(I)Gnpq(e) J 	nmpq A 	

dA 

Aa nmpq = noa 2Ã -] Ennip I)Gnpq (e)Snmpq (w,,M,o)[n-2p+q] 

n 
= l-e2 p (ae  

Aepq 	n o a 2 e Ã tIJ 
E 	I)G 	(e)S 	(w,,,e) nmp 	npq 	nmpq 

[(n-2p+q) - n- 2p ] 
- 

li 	
E!Jn 
	e2)'2 

AO)= nmpq 	n o a 2Ã  a 	e 	
F p (I)Gp; pq (e) - 

+ (1 - e 2 )'2  cotgl E'nmp 	npq 	nmpq 	fl (r)G 	(e) 5 	(w,,M,e) 1  
Al nmpq  = 	 1/2 	E nmp 

(I)G  npq (e)[(n-2p)cost-m] 
n o a 3 senl(1 - e2) 



n 

AQnmpq  
P 

i 

noa 3 senl(I - e 2 )1"  Ã 

n 
(a e ) 
Lii Fnmp(I)Gnpq(e)snmpq(wnMe) 

a 
ii AM 	- 

 

nmpq - n0aÃ TJ 
[2(n+1)Gnpq(e) - 1 -e2 Gpq(e)] 

Fnpq(I)Snmpq(U)íM0) 	 (4.22) 

E óbvio que nesta integração foram consideradas os 	ele 
mentos orbitais que entram nas funções no segundo membro das Equações 

4.22, em valores nidios (ã, é, Ï, 	f') no intervalo At. No caso de 

os elementos mádios não serem acessTveis, podem-se usar os 	elementos 

osculadores, pois a relação entre eles á, por exemplo, para o semi-ei 

xo maior, a = ã + a, onde 8a representa as perturbações peri6dicas que 

são da ordem de 0,1% do valor do elemento em questão, por exemplo, se 

a = 7000 km, 6a = 7 km. Este erro, quando introduzido nas funções do 

segundo membro das Equações 422, se propagar de tal forma a conduzir 

o resultado final a erros da ordem de centenas de metros. Em modelos 

mais sofisticados onde se exige uma precisão melhor, e onde as forças 

não-gravitacionais são calculadas semi-analiticamente considerando 

suas variações mádias por órbita, a integração das Equações 4.22 deve 

ser feita usando elementos mádios. No caso de se ter só os elementos 

osculadores, os elementos mádios podem ser obtidos por subtração daque 

les, das perturbações periódicas que podem ser calculadas usando as pr& 

prias Equações 4.22 para At = 0. Isto é vil ido porque as perturbações 

periódicas gravitacionais são as mais significativas. Poder-se-ia tam 

bém, com menor precisão, transformar osculador para médio, pelo método 

de Brouwer. Observe-se que as Equações 4.22 não são calculadas quando 

Ã = 0 que pode ocorrer para perturbações seculares, onde n-2p+q = O e 

q=m=0, ou em casos de ressonSncia profunda que serff discutida no Ca 

pTtulo 6. Note-se também que as funções Snmpq(wflM0) e 
exigem, para seu cãiculo, que seus argumentos seculares sejam propaga 

dos no tempo, isto é, 
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= 20 - 	At 

	

LI) = 0)0 + 	At , 	 (4.23) 

M = MD + At 

onde os , 	e i são obtidos em primeira aproximação pelas 	Eqiíaçes 

4.7, ou de maneira mais precisa incluindo todas as perturbações secu 

lares atrav&s da substituição de n-2p+q = O e q = m = O nas Equações 4.20, 

resultando em: 

fl 0 C 	(an F' 
	(1)6 	(e)n o 

Ldtin,o,p,o 	senI(1e2 	
j 	nop 	npo 

Íd0)) 	- n o C 	 F 	(1)6' 	(e) - 
dt 	 tloL a i L 	e 	nop 	npo 

n,0,p,o 

+ cotgl 	F' 	(1)6 	(e) 1 
i 	nop 	npo 	•j 

(4.24) 

{M] 	
= 	 (a 	

npo 
e n 

n0 + noaCn o 1j Fnop(I){2(fl+1)G 	(e) - 

dt n,o,p,o 

1- e2 + 	6' 	(e)] npo e 

onde n é par e p = n/2, para qualquer p 	n. Ê importante notar que a, 

e e 1 nãó sofrem variação para perturbações seculares, isto é, à = é = 

= 1 = o. 

Em caso de ressonância as Equações 4.22 s& podem ser usa 

das até perTodos de batimento (P B  )-máximos de 50 dias, onde: 

P8  = 	, 	 (4.25) 
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sendo Á erti revoluções por dia, Para P > 50 dias a linearidade das Equa 
ções 4.22 	"quebrada" devido ao aparecimento de pequenos divisores. 

6bvio tarnbni que as Equações 4.20 e 4.22 contém singularidades para pe 
quenas excentricidades e inclinações. 

Assim, a variação devida a perturbações do geopotencial 
nos elementos da õrbita g dada por: 

a = a 0  + Aa 

e = e 0  + Ae 

1 = 10 + AI 

(4.26) 

= 2 0  + Õ At + M 

o) = 0)0 + 0) At + Aw 

M = + A At + 

sendo ,t,r calculados pelas Equações 4.24 e At 	o intervalo de inte 

gração (por exemplo, de 10 a 20 dias). Os deitas são obtidos somando-se 

em n, m, p e q, por exemplo: 

N 	n 	n 	o 

Aa= 	 Aa 
n=2 M=O p=O q=- 	pq 

e o q,que teoricamente varia de - a +, na prítica & determinado pela 

relação Gnpq(e) e kt1 .  Então, estabelecendo- a ordem que se quer cal 
cular Gnpq(e)  calcula-se q. 

4.4 - PERTURBAÇÕES DE ORDEM SUPERIOR 

As perturbações tratadas até aqui são lineares e de 	1 

ordem e isso E possivel porque as equações de variação dos 	elementos 
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contem os coeficientes dos harm5nicos es-fgricos que são da ordem 	de 
1O_6, com exceção de J 2  que í da ordem de ir 3 . Supondo entretanto que 
um elemento orbital seja c =E 0 i+ Ac i , e que se queira calcular 	as 
perturbações atí 2 ordem, basta introduzir nas equações de 	Lagrarige 

=oi + AC e expandir o potencial perturbador R(c 1 ) atg termos de 
1 ordem, isto ë: 

= R(c
01 

.) + 	Aci 
E 

•1 	01 

onde Aci 	de 1 ordem e quando multiplicado por aR/e 1 , tambám de 1 
ordem, resulta em termos de U ordem. Assim, nas primeiras Equações 

de Lagrange aparecem termos (Brouwer, 1961) de 1 e de 2 ordem, 

da 	2 1 	1 	R 	2 	(D 2  R) 

oj

1 - 	'-1+1 ----- 	+ 
dt 	n0a0 	L n 0 a 	n 0 a 0  LMDa 	

1a * 

4.5 - PERIODICIDADE DAS PERTURBAÇOES 

Tendo em vista que o argumento das perturbações periãdi 
cas 

A = (n-2p+q)M + (n-2p)w + m(ç-o) 

então, se: 

m = O (zonais), as perturbações são de curto e longo perCodo e 
os coeficientes dos harmônicos são 32, J3 3 4, 

m = O, n par e p = n/2 (zonais pares), as perturbações são de 

curto perí-odo e seculares (longitudinais). Os coeficientes no 

caso são J2, Jk, 36, 38, 

c) m = O, n Tmpar (zonais impares), as perturbações são decur 
to e longo perTodo (3, 35, 37, ...). 
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As perturbações peridicas são transversais e i medida 
que o periodo vai aumentando o efeito vai atuando mais longitudinal 

mente atí ficar totalmente longitudinal corno no caso das seculares. 

4.6 - ARRASTO ATMOSFrRLCO 

Depois do achatamento terrestre o arrasto atmosférico & 
para sat&lites baixos, h c 1000 km, a perturbação mais significativa. 
Entretanto, em virtude da dificuldade de modelar a densidade atmos 

finca de forma analiticamente integrvel, a não ser em modelos aproxi 

mados, í conveniente que as perturbações do arrasto atmosférico sejam 
calculadas semi-analiticamente, isto ê, calculando as variações mi 

dias dos elementos por peniodo a cada 1 ou 2 dias, permitindo assim a 

propagação no intervalo que se desejar. Para estudar as forças dissipa 

tivas í mais prãtico usar as equações de Lagrange na forma de Gauss 

(Bate et alii, 1971), ou seja: 

= 	2 	[Resenf + T(1+e cosf)] 
n 

= —i_ e2 [R senf + T(cosE + cosf)] 
noa 

	

1 	N_r_cos(w+f) 1= 	__ 

noa /__1_e2' a 

	

1 	N 	sen(w+f) 
no 	- 	senl 	a 

• 	/ 1 - e2'(-Rcos f + T[ 	r 	
+ lisenf} - 	

cosI 

	

n 0 ae 	 aO - e 2 ) 

	

2rR 	li 
= n 0  - 	 - ( 1_e2)'2 ( + s COSI) noa  

(4.27) 
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onde R, T e N são as componentes da força perturbadora nas direções ra 

dial, transversal e normal ao plano da arbita,respectivamente, de acor 

do com a Figura 4.2. 

x 

TA DO SATÉLITE 

A 

)O EOUADOR 

Fig. 4.2 - Direções de projeção da força perturbadora. 

A força de arrasto por unidade de massa que atua no saté 

lite & dada por: 

F = - _i_ CD 	P V V 
2 	m 

(4.28) 

onde C 0  1 o coeficiente de arrasto, A/m é a relação ãrea-massa do sat! 

lite, p é a densidade atmosférica no ponto onde se encontra o satélite, 

v é a velocidade relativa do satélite em relação i atmosfera, isto é, 

é a velocidade do satélite menos a velocidade da atmosfera e v= 

A velocidade do satélite em coordenadas polares é: 

(4.29) = 	+ rfeT  



n 

enquanto a velocidade da atmosfera no ponto em que se encontra 	o 
satélite 

Vtni = 	k A r = biT r k A 

O i no sistema ni6vel é (Pilchowski et aPi, 1981): 

= 	+ 	+ R33ëN 

logo: 

1VR! 

Y =vatm= 	= 	r f -  biT r cosI 

+WT r senl COs(w+f) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

pois R 37 =cos(w+f)senll, R 33  = cosI, e 

r = a(1-e 2 ) 
1 + e cosf 

= ae(1 - e 2 )senf 	= e senf r 2  P 
(1 + e cosf) 2 	a(l-e 2 ) 

As componentes da força de arrasto que 	são substitui 
das nas Equações 4.27 são então da forma: 

R 	 f esenf r2  
a (1_ e 2 ) 

T 	
= - f CD 
	p V 	r 	- biT r cosI 	, 	(4.33) 

N 	 LW r senl cos(w+f) i 
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sendo: 

V = ( v + VI + 

Na integração, onde aparece rdt substitui-se dt por 

(r 2 /G)df e o cosE na Equação 4.27 troca-se por: 

cosE = cosf + e 	
(4.34) 

1 +e cosf 

Supondo 
c. = (

a, e, 1, Q, w, M) então 	= f1(s , f) 	re 

presenta qualquer das Equações 4.27. 

A propagação sem!-analitica da órbita exige que se calcu 

le a variação média 7E i  por periodo do satélite e isto é feitoda forma: 

(T 

ei = 	1 	f(e,f)dt , 	i = 1,6 , 	 (4.35) 

ou integrando-a em anomalia verdadeira, 

Vir 

- 	1 ' 	 r df = - 	f(c1,f) 	 (4.36) 

	

27r 'O 	 a2  

o que é equivalente a eliminar as variíveis de curto perfodo das equa 

ções. A densidade p pode ser calculada a cada 2 minutos e considerada 

constante neste intervalo. Assim, a variação nos elementos orbitais, 

devida ao arrasto atmosférico é 

= e.j - e 	= c i ( t_to) , 	1 = 1,6 . 	 (4.37) 

Outra força de origem aerodinâmica que atua no satélite 

é a força de ascensão ("lift") que tende a levantar o satélite no pla 

no da órbita, mas esta força  é muito pequena quando comparada coma for 

ça de arrasto, por isso não é aqui considerada. 



n 

Como a força de arrasto depende do quadrado da velocida 
de, i fcil visualizar que no perigeu seu efeito & maior e,portanto, 
haverí maior dissipação de energia, causando em consequência perda de 

altura do apogeu, isto í, produzindo a circularização da órbita, ou se 

ia, fazendo e tender para zero. Sendo r = a(l-e) e rap = a(t+e) as 
alturas do perigeu e apogeu, respectivamente, então 

Ar p = (1 -  e)Aa - aAe 

(4.38) 
Arap = (1+e)Aa + ae 

vê-se que no apogeu as perturbações em a e e somam-se. 

4.7 - PRESSÃO DE RADIAÇAO 

A força de pressão de radiação,  ê 
para satilites altos, pois testes comparativos 
de radiação e arrasto atmosf&rico demonstraram 

altura da ordem de 1000 km, a força de pressão 

arrasto atmosfêrico. A expressão matemítica da 
sa, conforme já visto no CapTtulo 3, & 

de efeito significativo 

sobre forças de pressão 
que para satglites com 
de radiação supera a de 

força por unidade de mas 

F=- CR - _PSS , 	 (4.39) 

onde C ê o coeficiente de refletividade, que varia de satgiite 	para 
satélite, com valores de 1 a 1,44 (Lla, 1974). A razão Sim  mostra que 
para satélites do tipo balão, de grande ãrea/massa, a pressão de radia 
ção & bastante atuante. A constante P s é da ordem de 4,86x 10 	Joule/ 
/rn 2 . Com  o intuito de simplificar a notação, toma-se F = K F 5 , 	sendo 

1< = _CR P SIm.  Assim resta agora calcular as componentes R, T e £1 das 
forças que serão substitui-das nas Equações 4.27 e que são dada por: 
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R =F.êR = KS.éR = KR' 

T =F.T = KFS.éT = KT 
	

(4.40) 

N = F.êN = KFs.N= KN' 

sendo é R 9  é  e  ê   os versores nas direções R, T e N; e é i o 	versar 

na direção geocêntrica Terra-Sol. Foi admitido aqui que os vetores nas 

direções dos centros de massa Sol-Terra e Sol-satélite são paralelos. 

Os versores eRI eT e FS são dados no Apêndice C por: 

c 2  cos(ç1+v) + s ,  cos(v-n) 

= 1 c 2  sen(s2-t-v) - 2 sen(v-ç) 1C17  3 i) , 	 ( 4.41) 

senl senv 

-c 2  sen(Q+v) - 2 sen(v-Q) 1 
eT = 	c 2  cos(-f-v) - 2 cos(v-i) (ï 3 	) 	( 4.42) 

senl cosv 	 J 

senQ senl 

= -cosQ senl 	(T ,j i) , 	 ( 4.43) 

cosI 

onde v = w+ f, c e s são cosl12 e senl12, respectivamente. O versar geo 

cêntrico na direção do Sol (Apêndice C) í 

=cosx 5  T + senx 5  cose 	+ senx5  sene 	 (4.44) 
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e a parte periódica (R', T' e N') das componentes R, T e I'ldas Equações 

4.40 podem ser calculadas, ver Apêndice C, onde se usou a notação 

= w+ 2 e COSa = c(a), sena = 5(a), 

R' =c11c(x 5 --f)+c 1 2c(x 5 +W~ + f)+c 21 c(x 5 +w-ç2+f)+ 

	

+ c 22 c(x - 	- f) + 1 5(d5(I)[c(À - w- f) - 5 	
2 

	

+ c(x 5  --+ f)] , 	 (4.45) 

T' =cj1s(X 5 --f)-c i2 s(À5 ++f)-c2j s(X 5 +w-Q+f)+ 

+ C225(X5-w+Q-f) + 1 S(c)s(I)[S(X - - f) + 
2 

	

+ S(X 5 +w+f) , 	 (4.46) 

NI= [  c 2[E]s + s 2 [Js(x5 +)]s(I)+c(I)s(E)s(x 5 ),(4.47) 

onde x s é a longitude do Sol (medida sobre a eclTtica), e é a obliqui 

dade da eclTtica e os coeficientes c 1  que aparecem nas Equações 4.45 

a 4.46 são 

= cos 2 	cos 2  - 
2 	2 

= cos2 1  sen 2  -- 
2 	2 	

(4.48) 

= sen 2  1 cos2 — 

2 	2 

= sen 2 	seri 2  
2 	2 

Ê importante notar que a componente £4' da Equação 	4.47 

não contém elementos de curto perTodo. As Equações 4.45 e 4.46 podem ser 

desenvolvidas e escritas como 
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= R cosf + T' senf 
p 	p 

(4.49) 

T = -R senf + T cosf 

sendo 	e T os valores de R' e T' no perigeu, onde f = 0, ou 	seja, 

são funções periódicas de longo pe-rTodo, Assim, as componentes da for 

ça perturbadora R, T e N podem ser escritas na forma final 

R = R cosf + T senf 

T = -R senf + T cosf 
	

(4.50) 

N = KN' 

sendo R =-K%, T = %os valores de R e T no perigeu. A componente 

N não contem termos de curto per -lodo. 

A pressão de radiação s6 atua no satélite quando este se 

encontra na região iluminada pelo Sol, portanto, preciso calcular de 

forma analitica os ângulos, em anomalia exc&ntrica (ou verdadeira), de 

entrada e saida do sat&lite na sombra. Uma maneira de fazer isso cai 

cular a interseção do cilindro de sombra projetado pela Terra na dire 

ção oposta ao Sol, com a elipse da 6rbita do satélite (Escobal, 1965), 

conforme a Figura 4.3. 
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50 

Fig. 4.3 - Entrada e sajda do satgiite na sombra. 

As Equações 4.50, assim como as Equações 4.27, estão 	es 
critas e podem ser integradas em função da anomalia verdadeira 	desde 
asaida at& a entrada do satgiite na sombra, resultando nas seguintes 

variações por 6rbita dos elementos orbitais (Gook, 1962): 

= 	[A T + a(cosEE - cosE 5 )] , 	 ( 4.51) 
na o 

Ae =JE [3a2(1e2PD - c - + a - (1- 4e )A - 
2e 2e 

+ 	r F + a(1 - e2) H + 1 B 1 
2 	L 	e 2 	e 	- , 
	 (4.52) 

c 	+ (1+2e2) aA - 	3a 	D cosw - 
p 	2(1 - e 	2(1 - e2) 	(1 + e22  

+ F senw} , 	 (4.53) 
2e 
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Ao  = 	N 	FCOSw 	r 	c 	1+2e 2  
~ 1 	+ 	aA- - 

p seni 	e 	L2(1e 2 ) 	2(1-e 2 ) 

	

+ 	3a2e 	O ]senw 
} 

(1 - e2)'t'Z 	
! 

(4.54) 

Aw + m cosi = - 	
r3a2(1e2f2 	c 	a 1 + 2e2 )A] + 

pe L 	2e 	2e 

T 
+ 	[eB + a(1 -e 2 )H] , 	 (4.55) 

2pe 3  

3  6a = - 	 G - (1 - e2)'1 	+ AR COSI) - 

2a 

+ L[PR +Q/1e 2' T) 
na 	 - 	 p (4.56) 

onde: 

rES = a(l - e cos EES) 

A = rE senfE - r 5  senf5  

B = r 2 cosfE - r cosf5  

C = r 2  senfE - r senf 

D = arctg [O 
e2)V2  t9(f12) 
1+e 	IfE  

E = 	-  r S  

E 
G = (E - e senE) 

EE 

H = rE - 

(4.57) 
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E 

P = [ (1+e2)senE - 	E - 	sen2E 
2 	4 	EE  

Q= [-- cos2E -. cosE IE 

E 

sendo f E'  EU  f5e E s ãngulos de entrada e saTda na sombra em anoma 

lia verdadeira e excêntrica, respectivamente. 

Se o satilite estiver permanentemente iluminado, e se 

representar qualquer uru dos elementos orbitais, então: 

(4.58) 

	

P 	27 

ou seja, a variação por perTodo pode ser considerada como a 	derivada 

no tempo. Para satglites iluminados a integração das Eqtiàçés 4.27 

de .0 a 2r, o que resulta em: 

á=0, 

é = 3(1e 2 ) T  
2an 0  

	

- - 	Mie COSco 

1, 

2an0(1 - 	 (4.59) 
3N e seno 

li 

2a no(1 - e 2 )'2  senl 

3( - à cosi = - 	1 
2an 0 e 

e? ( - à cosI) 	3e -E ------  R 
noa. 
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onde: 

Rp  = KRI; 

T = KTI; , e 

N = kN' 

Das Equaç6es 4.45, 4.46 e 4.50 tem-se que: 

	

RI; = c11c(À 5 -) + c12c(X 5 +) + 	 + 

+ 1_ s(I)s(c)[c(x -w) - c(x +w)] 
2 	

$ 	 5 

T' = c 11 s(x 5 -&) - c1 ~ s(x 5 +) - c2is(x 5 +w - Ç2) ~ 

+ 1 s(I)s()fs(x 5 -w) + s(X 5 +w)] , 	 (4.60) 
2 

= Hc2[]s(XsQ) + s21L}S(X5+Q)]s(I) + c(I)s(s)s(x 5 ) 

As Equaçes 4.59 mostram que quase todos os elementos da 

érbita estão sujeitos a perturbaçes de longo per -lodo e é notável 	no 

caso da excentricidade onde, pelo fato de T ser de longo perTodo, 	a 

6rbita será ora mais excéntrica ora menos. 

4.8 - PRESSÃO DA LUZ REFLETIDA (ALBEDO) 

A reflexão da luz pela superfTcie da Terra é deforma bas 

tante complicada e depende do tipo de matéria sobre a qual o satélite 

está passando, por exemplo: terra, natas, rios, oceanos, geleiras, etc. 

Sabe-se, entretanto, que a radiação predominante na reflexã& é do tipo 

difusa. Assim, tomando a componente difusa refletida na direção radial 

do satélite é fácil aceitar que a radiação refletida é igual a 

radiação incidente multiplicada por uru coeficiente de reflexão da su 
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perfTcie da. Terra.. Esse coeficiente difere para cada, região, por exem 

pio nos plos a reflexão é maior. Entretanto, toma-se aqui uracoeflden 

te médio que se admite ser vâlido para toda a região iluminada da Ter 

ra e o valor adotado para esse coeficiente é ã = 0,31. A força de pres 

são de radiação devida ao albedo é na direção radial e no sentido Ter 

ra-satélite, logo sua expressão é: 

= 5 CR 
s 	= ãK' 
	

(4.61) 

onde K' = CR(S/rn)PS ,  jãT visto na Seção 4.5, e ã é o coeficiente de a 

bedo. 

Para estudar a influencia da força de albedo nos elemeri 

tos orbitais basta obter suas componentes nas direções R, T e N e subs 

titui-las nas Equações 4.27. Como a força  de albedo é na direção ra 
dial, a única componente não-nula é R, ou seja: 

R = FA.êg = 5K r.eR = 5K' . 	 (4.62) 

Substituindo a componente R nas Equações 4.27 obtêm-se: 

	

i = 	5 K' senf 
n 0 y 

	

= 	5 K' senf , 

 
noa 	

(4.63) 

	

= 	5 K' cosf 
n 0 ae 

n 0  - 25K' (1 - e cosE) - y =  
n o a 

1/ 

sendo y = (i- e 2 )'2  * Os demais elementos da órbita não são perturbados 

pelo aibedo. Usando as relações 
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serif dt = 1 (cosE - e)dE 

	

no 	
(4.64) 

cosf dt = -— senE dE 
n o  

e integrando a Equação 4.63 em anomalia exc&ntrica obtém-se: 

Aa = 	ã K'(A - eB*) 
nY 

txe = ---- ã K(A - eB*) 
na o 

Aw = 	KC , 	 (4.65) 
n ae o 

MI = - •
3  .! (B* - eA*) - 2ã K. r r1 + 	- 

	

2 a 	 na LL 	2J 

+ 2aA* + 1!:. D* ] - yAw 

sendo: 

= senEE - senE 5  

= E  - E 5  , 

(4.66) 

= cosEE - cosE 5  

= sen2EE - sen2E 5  

Analisando as expressões anteriores das derivadas e suas integrações, 

vê-se que o albedo s6 introduz perturbações periádicas de curto perCo 

do. 



n 

Analisando as Equações 4.50 das componentes (R, T e P4) 

da força de pressão de radiação nota-se a sua natureza periódica, de cur 

to e longo periodo, sendo a parte de curto periodo (período orbital) 

representada por senf e cosf, e a parte de longo periodo pelos argumen 

tos À ± o ± Q, À 5  ± w e À 5  ± £2 das funções RP,  T e N. Assim, como es 

sas forças são substitui-das nas Equações 4.27 conclui-se que os elemen 

tos da ôrbita estão sujeitos a perturbações de curto e longo perTodo. 

Entretanto, as Equações 4.59 mostram que: a) para satélites permanente 

mente iluminados o semi-eixo maior não é afetado por nenhuma perturba 

ção periõdica, b) para satélites que passam pela sombra, o semi-eixo 

maior contém perturbações de longo periodo. Os longos periodos das fun 

ções RP,  T e P4 são do tipo: 

27T 	 (4.67) 
À 5 ±j±1 	À 5 ± 	À 5 ±2 

e podem variar de 20 a 180 dias. Na integração analitica das Equações 

4.59 surgem os mesmos denominadores da expressão do periodo (P) e por 

tanto os seguintes casos de ressonância podem ocorrer: 

± Ji ± n = O 

(4.68) 

i s  ± £2 = O 

4.9 - COMPOSIÇÃO DAS DIVERSAS PERTURBAÇÕES 

As diversas perturbações que atuam num satélite 	artifi 

cial, ou seja, força devida ao campo gravitacional, força de arrasto 
atmosférico, força de pressão de radiação e outras, podem ser juntadas 

aditivamente (ver Apndice D) da forma: 
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a = a 0  + ha  + AaA + A8  PR + 

e = e0 + AeG + AeA + AePR + 

1 = 	+ G + AIA + AI PR+ 
(4.69) 

= 2 0  + A2t + 	+ AR A + 	PR + 

O) = W + AÚit + 6w  + AWA + 6w PR+ 

M = 	+ AMt + AM + AMA + AM PR+ 

onde a 0 , e 0 , I, Qo, 	e ri0 são valores iniciais (de preferência m! 

dios); s, , M são calculados pelas Expressões 4.24 s6 para 	perturba 

çdes seculares; e os MaG 9  eGI 1 G' 	G' MG) são as perturbações pe 

riódicas devidas ao geopotencial . As variações com Tndices A e PR são 

as devidas ao arrasto e 1 pressão de radiação, respectivamente. 



CAPTTIII o 

PERTURBAÇOES NÃO-LINEARES 

5.1 - MtODO DE BROUWER 

O coeficiente c20 (-32) do geopotencial & cerca de 	1000 

vezes maior do que todos os outros coeficiente C nm  5nm• Ê de espe 

rar, portanto, que se os efeitos de Cnm e 5nm 
 são descritos como per 

turbações lineares (Equações 4.22), o efeito de C20  deve ser considera 

do como perturbação não-linear, de ordem (C20 ) 2 . Para isso, lança-se 

mão da teoria de perturbação de Von Zeipel que consiste basicamente no 

seguinte: toma-se a função hamiltoniana do sistema, em função das va 

riâveis de Delaunay (L, G, 1-1, z, g, h) e efetua-se uma s&rie de trans 

formações canônicas eliminando sucessivamente as variveis t=M (cur 

to perTodo), depois g = w (longo perTodo) e em seguida h = 2 (longo pe 

rTodo), da seguinte forma: 

TO 
H(L,G,H, z, g, h) 	 (2' 	W 	 g', _)-1  , II  , 

TC 
H"(L", G" u"  II 	, 

1 	 1 	 - 

sendo H o hamiltoniano, L = (lia) 2,  G = LO - e2) 2 e H = G cosI, então 

pelas equações de Hamilton 

= 

= H/ap 

onde p i  = (L,G,H) e q1 = (L,g,h), e como o Gltimo hamiltoniano 1-1" das 

Equações 5.1 não contgm os q 1 , tem-se que: 

- 61 - 
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= (cte) 1  

q =q + (cte)(tto) 

(5.2) 

A vantagem de obter uma equação como a Equação 5.2é que, 

por esta ser linear no tempo, permite que se faça a propagação no tem 

po. O objetivo do método empregado é encontrar funções geratrizes que 

permitam as tranformações propostas até chegar js Equações 5.2, que 

são as variáveis médias (seculares). Assim, conforme o método de Von 

Zeipel, a função geratriz s é expandida em termos de ordem zero até 2 

ordem, sendo que a ordem é aqui caracterizada pela presença de 32 (1 

ordem) e J 
2  (2 ordem). O H escrito como H =Ho+ H1(32) é de Norden 

e as equações resultantes são equivalentes s de Lagrarige (Equações 

4.22) que também são de N ordem. Colocando o termo H 2 (J) em H, 	as 

equações resultantes são de 2 ordem, mas isso sé é feito no novo 	ha 

miltoniano, uma vez que se espera existir uma transformação 	canônica 

que permita escrever o novo hamiltoniano com termos de 2 ordem a par 

tir do antigo que só contém termos de 1 ordem. 

A transformação canônica conveniente é aquela em que S = 

= S(q,P), onde S, a função geratriz da transformação (Goldstein, 1953), 

satisfaz is equações: 

L = L' + ?S/B2. + 9S2/BZ + 

pi 	
DS = - G = 	+ 	+ aS 2 /99 + ... , 	 (5.3) 
9q 

1 H = 	+ 	+ S 2 /ah + 

	

z + 	+ aS 2 /8L' + ... 

Q. = --- 	g' = g + 	+ aS 2 /aG' + ... , 	 (5.4) 

pi 
L h' = h + aS2/aH' + 	+ 

sendo: 
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( 

= [L,G,H] 

q i  = [t,g,h] 

Qi = Et', g', h'] 
e 	

P1  = [L', G', H'] 

A função geratriz deve portanto conter 52  para captar termos de 2 	or 

dern e & escolhida da seguinte forma: 

5 = L'z + G'g + H'h + S1(L', G', 1 -1', i, g) + 

+ S 2 (L', G', 1-!', t, g) + ... 	, 	 (5.5) 

onde: 

S O  = L'& + G'g + H'h 

O hamiltoniano 	escrito como uma expansão de ordem zero 

at6 uma dada ordem e na notação aqui adotada E = -H, ou seja: 

F = E o  + E 1  + 

onde: 

E 0  = -IL 	e E 1  = R (ati 1 ordem), 

sendo: 

R = p a C20 	
)2 P2(sen) 

fazendo k 2  = a 2  3 2 /2 e como: 

sernp = seni sen(g+f) 

(5.6) 

então: 
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R = p k2 
L 	

i_ í__ 1r  1 cos2IJ a3 

	

a 3 	2 	2 r 3  

+ [ --- -- cosIJ !_ cos(2+2f) 	. 	 (5.7) 

Assim, escrevendo a Equação 5.7 em função das variveis de 	Delaunay, 

tem-se: 

A = -112 + (3/2) cos 2 l = -112 + (3/2)H 2 /G 2  

8 = 3/2 - (3/2)cos 2 l = 312 - (3í2)H 2 /G 2  

então: 

	

= R = p4k2 A 	+ 	B 	cos(2g+2f) 
L 6 	r 3 	L 6 	r 3  

Definindo agora (Brouwer, 1959): 

(a/r) 3  = (L/G) 3  + a 1  

(a/r) 3 cos(29+2f) = 02 

onde a e 02 são funções periódicas de t e g, o hamiltoniano em variã 

veis de Delaunay resulta em: 

F = 	+ 11k2A + 	(A 	+ Bo2) , 	 (5.8) 

	

2 L 2 	L  3  G  3 	L6 

que, como se observa, não contm termos em h. 

Efetuando a primeira transformação canônica que objetiva 

eliminar os termos de curto periodo (em i), tem-se: 

F(L,G,H,Z,g) -*- F'(L',G',H',,g') 
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F 0 (L)+F 1 (L,G,H,L,g) + ... = F(L') ± F(L'.G'.H', 	,g') + 

	

+ F(L',G' ,H', 	,g') + 

mas devido Is Equações 5.3 e 5.4 í permitido escrever: 

F0(L'+ 5 1  + 5 2i + ...) + F1(L' + 5 ii + 5 2Z ± ..., G' + 

+ Sig + S 	 + ..., H', z, g) ± ... = 

= fl(L') + FI(L ' 	' H' - DS/DG') + 

DE 0 	 _____ 	_____ F0(L') + —S 	 1 D2 F 0  2 	13 2 F 0  2 
+- 

DL' 	' 	DL' 	
2 	

2 DL ' 2 	2 DL 12 	2Z + 

+ F1(L',G',H',z,g) + --L- s 	+ 111S 	+ .?fi5 	+ 
DL' 	' 	DL' 	

2j 	
DG' 	ig 

+ 	s 	+ _L D 2 F 1  2 + 1 	2F1 s2 + 
1 DFI 2  + 

aG'2 DL' 2 	' 	2 DL' 2 	2 	DG' 	19 

1 D 2  F, 52 + 	= F(L') + F1(L',G',H',9) + 
2 DG' 	29 

+ f-i- 	.L + 
39 

Separando os termos de mesma ordem obt&m-se, para 

ordem zero: 

F 0 (L') = 	) , 
	 (5.9a) 

ordem 1: 

5 	+ F 1 (L',G',H',L,g) = Fj(L',G',H',g) , 	 (5.9b) 
DL' 	iZ 



n 

n-dam 9. 

1 D2F0 s 2  + -f- s 	~ Mi2s 	+ - -s =v 	. (5.9c) 
2 aL'2 	i9 	ai.' 	29. 	

ai.' 	ii 	aG' 	ig 	ag aG' 

As Equações 5.9a e 5.9b fornecem, respectivamente: 

F0(L') = F(L') = 1i 2 /2L' 2  , 	 e 

(5.10) 
-1 

!.i 	í.Df = 	t 	(F-F1) 
J 

onde E 1  é dado pela Equação 5.8 e F é a sua parte não-periódica. E 1  é 
desdobrada em uma parte secular e em uma parte periôdica da seguinte 

forma: 

F 	J.I"k2A (5.11) 
' 	

L3G3 	
'  

E 	= pk2 (Auj + Ba,) , 	 (5.12) 
L 6  

	

= pk2 A 
. 	 (5.13) 

L' 

Assim, a segunda das Equações 5.10 torna-se: 

as 1  = pk2  

	

(Aui + B(J2) . 	 (5.14) 
az 

A integração desta expressão, para obter S, faz-se 	me 

diante o uso das integrais (Brouwer, 1959): 

I a 1  dzí a 3 	L3 'dz = 	(f - z + e senf) , 	 (5.15) 
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J 0 2 dL = i1 1 -1- sen(29+2f) + -2- en(2g+f) + 

+ _!_ sen(2g + 	
] 

	
(5.16) 

que substituTdas na Equação 5.14 e integrando-a resulta em: 

= 1j2k2 { A(f- z+e senf) + B 	sen(2g+2f) + 

+ e 	+ i sen(2g+3f)]} 	 (5.17) 

Na Equação 5.17 não aparece constante de integração por 

que sã serão usadas as derivadas parciais de S 1 . 

As relações entre as antigas e novas variíveis são calcu 

ladas pelas Expressões 5.3 e 5.4, que dependem de S=S 0 +S 1 +S 2  + 

assim para introduzir termos de 24 ordem, tem-se de calcular S 2  
pela Expressão 5.9c, onde aparece o termo S

2 de 24 ordem. Mas como a 

primeira transformação relaciona s6 variveis de curto perTodo (que tem 

pequena amplitude) e como o ciculo de S2  seria bastante laborioso, 
Brouwer preferiu avaliar o termo de 24 ordem atravís de F e sã intra 

duzi-lo nas equações de Hamilton paraocãlculo das variações dos elemen 

tos midios no tempo, como será feito adiante. 

A derivada parcial de 5 1  em relação a g &: 

aS 1  = p2k2 B[ 	 ] cos(2g12f) + e cos(2g+f)+—e  cos(2g+3f) 	(5.18) 
ag 	G' 3  

pondo '(2 = 	e usando as Equações 5.3 e 5.4, tem-se para uma apro 

ximação de 14 ordem: 



E 

í 	r í 	1 	3 	H2 	a 3 	L'3 ; ± L = L'1-f 2 j 	 --- 
- L 	LL 	2 	2 G' 2  r 3 	G' 1  

+ 1 	- -----1 	cos 
(3— 
	3 H 	(2+2f)]} 

2 GIZ)  r3 

G
GI{1 	

L'4 (3 - 	 (2g+2f) 1 	 (5.19) = 	+'y21 	 cos 

	

G 	2 	2 GIZJ[ 

+ e cos(2g+f) + -!- cos(2g3f)]} 

H = El 

y2 	1 	= 3 Hfl (a 2  G' 2  - a 
+ — -I — + — + 1 senf + 

e G' 	2 	2 G1211r2  L' 2 	r 

+ 

4 	4  1 2jr2  L' 2 	r 

ía 2  G' 2 	a + 	 +_isen(2g+3f)} 
tr 2  L' 2 	r 	3) 

1— + 	+ llsenf + g = 91 +nJ1{ " i+Ii!ita2 G' 2  a 

	

e G12 	2 	2 G12jLr2  L' 2 	r 

(3 	3 H2 	a G 	a 	1Jsen(2+f) + 
4  

+ 	
4 G121 [ 	r L' 2 	r L- - 

(a 2  G 1 2 	a 	1 ' 	

- 	
- 	Lk f( 	3 	15 H 2  ) + 1— — + — + —Iseri(2g+ 3f) + Y2 -- p- — 

+ -j r2 1 2 	r 	3) 	 G 	2 	2 G' 2  

Í9 
- - lSNflt•1sen(29+2f) • (f- t +e senf) + , 	- 	 + 

II 
L2 	2 GJ 2 )L 2 

+ -!_ sen(2gf) + !_ sen(2+3f)]} , 	 (5.20) 
2 	 6 



n 

h= h - 3Y  LÍ4H [f - z+e senf 1 sen(2g+2f) - 

+ - - sen(2g+f) - i sen(293f)1 
2 	 6 	J 

onde: 

E - e seriE = 

li 
r serif = (1-e 2 )'2  a senE 

= 1 - e cosE 
a 

r cosf = a(cosE - e) 

Como jí foi comentado, as perturbaçEes de curto perTodo 

são de pequena amplitude, portanto s6 se faz necessário avaliar termos 

de U ordem através da parte secular da Expressão 5.9c, que é: 

1'  2 '\ 
2F0 I..L 	±[LÃ+.L!x 

IS = 
	. 	 ( 5.21) 

L 2 	L' 2 	Btj 	aL' ai 	aG 	Dg 

Substituindo as derivadas parciais de S, F 0  e F 1 na Equa 

ção 5.21, obtém-se para 

1- F 	
1k 2 	15 L' 5 	18 H 	+ H4) + 3 L'6 	1 6 H2 

----------i -.---- 	- 

L" °  [32 G' 5 	5 G 2 	G 	8 G' 6 	G' 2 	G' 1  

______ 	L' 5 	L' 7  15 L'7 	2 	- 7 	- 3!16 	r r 	- +--- ii 32 G' 7  '- 	 G''J 	16L'' °  L . G' 5 	G' 7  

[1 - 16 H2-  + 15 -H cos29' 
GIkJJ 
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onde no último termo do 29 membro g foi substituTdo por g', o que 
possTvel por ter este termo o fator k multiplicado. 

O hamiltoniano final da primeira transformação toma a for 

ma: 

___ _____ 
E' = 	pk2 	1 	-  +F, 

2L' 2 	L' 3 G' 3 1 	2 	2 G121 
(5.23) 

e F pode ser separado em duas partes, uma perfódica (F* ) e uma secu 

lar (F*  

F** 	 * (L' G',H',g') , 

	

2 =F25 (L 1 ,G 1 ,H 1
) 	 ( 5.24) 2 

A nova função geratriz para eliminar g' : 

(LuI = L" 	+ G" 	11 

	

g' ± 	h' + S*1 	, riu , 	, g') , 	 (5.25) 

e a transformação canEnica & F'=E" que expandida em Taylor resulta Si: 

F = E(L',G',H') + E = F + E? + 

+ FI(L",G" + ---, H") + F* + 	= F' + F? + F' , 	(5.26) 
ag' 	25 	2p 

ou: 

= Fl , 	 (5.27a) 

= E? , 	 (5.27b) 

F* = o , 	 ( 5.27c) 
G" ag 	2 

= E" . 	 (5.27d) 
2S 	2 
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Da Equação 5.23, obtím-se: 

fj 	1i4k2 f1 - 5_!f_) , 	 (5.28) 
DG" 	2 L3G 	 G2J 

em que L e H foram substtt-utdos por L' 1  e El". Assim a Equação 5,27c for 
nece: 

El 2 	HI 
* 

G y2 
1 L' 2  - 	- 16 - + 15 —1 = "1 - 

agi 	L 8 	G" 	GIIkJ 	 G"2 	GIIk) -I 
-i 

( 

- 5H 	cos2g' 
GIZ) 

(5.29) 

Esta expressão contím o fator: 

-1 

GIZ) 

	(1 - 500s 2 I) -1  

que para 1 = 63,40 (ãngulo crTtico) apresenta singularidade easuatrans 

formação não é possivel. 

As equações de 1 ordem para termos seculares e de longo 

perTodo são: 

L' = 	11 

= G" + 
	 (5.30) 

( L'2 	LI 	1 
G' =G"{i+ï 2 1_-_  

Gu 2 	G IÍ Jf 8 	GU2) 

-1 

El 4  + 5— II - s _!f_-) 	]cos2gt} 

1-1 	= 
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Da Equação 5.29, obNt&rn_se: 

* , 	 Lr 1 	 -12 

= b yzI- - —H 	Ii - 11 

	

1H2 	G" 1 L  16 1 

-1 

	

5 H2 ri _ 5 _!f_) 	]sen29" + 

2 6u'k 	 Gh121 
(5.31) 

e a re1aço entre as coordenadas i: 

= 	- 

L" 
-1 - 

H5H 	íi__!i-_1 	jsen2" = L" + Y2 -- 1 - li -11 —t 
" 

L 8 1 	2J 	GhIk 

(5.32) g = g ''  - - 

5" 

r 1 L' 2  f 	H 2  
9' = g "  + y21 	- 1-33 	--- L_ íi _-__1 + 

L 16 	'2 	 u21 	16 	U4 	3 
-1 

	

í 25 L' 2 	35 L''H 	H2  _ + 
 

- 
 

—_+ —I 	r15_ - 

	

"2 	 Il4 2 	2 	ÍI2) 

2 
L' 2 	L'' 	1 - 5 _1i1_ 	Jsen2gh' + 251— - —I 

1i2 	5uIkJ 56 1 	1121 
h -  = - - 

3H 
-1 

L' 2 	L')ruH ~ 
io -  !_ 

 3 	H2 
 i-s_r 

	

= h" + Y2I 	- i
10 

 8 5" 	'3 1 	+ 

-2 

	

H 5  f 	H 2  

	

1 	2J 	
jsen2" 

onde nestas três i1tmas equações y' foi substitutdo por g" 

O harriiltoniano para aültima transformação : 
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+ pk2 	'• 1 	3 H2  +F** 	 (5.33) 2  
2L 12 	L' 3 G" 3 	2 	2 Gh12J 

usando as equações de Hamilton, é pos-sfvel determinar as variações se 

culares no tempo, incluindo termos de 2 ordem representados aqui por 

e introduzidos atravs da Expresso 5.22: 

di" = 	3F** 

dt 	9L' 

di" 	{13 	L' 3 	1 	3 H2 	2175 L' 5 	3 L 16  - = n 0 	Y2 -- - - + —1 + '2 1 - - + 
dt 	 G" 3  - 	2 	2 GIZ) 	L32 G" 5 	2 G 116  

45 L' 7 135 L' 5 	L' 6 	45 L' 7 	Ei 2  +--+ ----9—+-- -+ 
32 G" 7 	16 G" 5 	G" 6 	16 G" 7  G" 2  

+ I-- + -- + --  
175 L' 5 	27 L' 6 	315 L'7 -1 

 H ]} 132 G 15 	2 G" 6 	32 G" 	G" 4  

dg" = 	aF** 

dt 	DG" 

dg" 	( 	L' 	1' 	1 	5 	H2 	2175 L' 6 	9 L' 7  -= n 0 3y 2  - i--+  -----I +y2j 
dt 	G" 5 	2 	2 c"2 	L32 G" 6 	4 G 117 

 

105 L' ° 	189 L' 6 	L' 7 	135 L'8 	H218 1------ 
32 G" 8 	- 	16 G" 6 	G" 7 	16 G"4  G" 2  + 

p135 L' 6 	135 L' 7  + — 	+ 	+ 1155 L' 8  H - 	 (54) [_L35 

 —I - 
132 G" 6 	4 Gt 7 	32 G" 83  G" 

dh" = 

dt 	DEi 

dh" - 	L' 4  1-1 	2 1 	27 L' 6 	9 L' 7 	15 L 1 H 
- - 

 

n o  3Y2 -- 	+ ''2 I 1— 	+ - 	- - -1 - + 
dt 	G" G" 	L 8 G" 6 	2 G" 7 	8 Gt18)  G" 

• f 	15 L' 6 	27 L' 7 	105 L'fl H  
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sendo que no = 	= y21:/2 

A Figura 5.1 representa graficamente as perturbações se 

culares e peri6dicas. 

a) 
	

b) 

c) 
	

d) 

1 

e) 	 f) 

Fig. 5.1 - Representação das perturbações seculares de 
longo e curto perTodos: (a-.f) variaveis ca 
nonicas de Delaunay. 
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A sequncia de cilculos que deve ser adotada- é a que se 

segue. 

Dados: i, g, h, L, G, H (elementos osculadores) no tempo 

e substituTdos nas Equações 5.19 e 5.20, tem-se: 

L = L + F 1 (L',G',H,2g,f) 

(L' ,G' ,H') 

G = 6' + F2 (L',G',H,&,9,f) , 
1 

H = H' 
	

(5.35a) 

£ = £' + f 1 (L' ,'A 	 I'-1 ' 	£,g,f) 

g = g' + f 2 (L',G',H,L,g,f) , 	=> (z',g',h') 

h = ti' + f3(L,G1,H,z,9,f) 

sendo r, f, r/a calculados - com as expressões 

E - e senE = 

1, 

r senf = (1- e)'2  a senE 

r cosf = a(cosE - e) 

Em seguida utilizam-se as Equações 5.30 e 5.32 introduzindo o 	valor 

= g' e obtém-se: 

- L" 

6' = 6" + F*(L,G1,H.,9) 	
=> (L',G",H) 	 (5.35b) 

H' - 
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com os valores de L", G', El" podem-se calcular É', g" e h', ou seja: 

= 	+  f*1! ii rui 	g il) 
1L ,U ,uuu 

 , 

= g ° + f *2 ILII 
, G" , H" , g") , 	 (z => 	",g",h') 	 (5.35c) 

h 	= h + f (L'' , 	 , H , 

g ii) 

Estes e", g", h", L", G", H" são as constantes de 	inte 

gração para o tempo (t i ) e os elementos de partida na 	integração 

das Equações 5.34 que podem ser escritas na forma: 

il!  
1+i 

=z' 
1  
J+C 

É 
 At, 

gj ~ 1 = gj + Ct , 

(5.35d) 

h il 	
=

hil
+ C i+, hAt  +i 	1 

L",G",H" = constantes e At = t - t 0 . 

Assim,inicia-se o processo inverso até chegar nos elenien 

tos osculadores É, g, h, L, G, El para o tempo t. 
1+1 

 e,finalmente, cal 
- 

culam-se as novas coordenadas para este tempo, isto é: 

X ' 	Ax 	Bx 	O cosE-e 

Y = A1 	B 	O senE 

Z Az 	B 1 	O O 

(5.36) 

B 	O}[senE1 
an  t 	=[y 	B 	OcosE 

zj 	1Az 	Bz 	
o  

onde: 
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n = (p/a)' 

Ax = a(cosg cosh - seng senh cosI) 

Ay  = a(seng cosh cosI + cosg senh) 

Az = a seni seng 

Bx = - a /1_e2'  (seng cosh + cosg senh cosI) 

B
y 
 = a / 1 -  e 	(cosg cosh cosI - seng senh) 

Bz = a /1_e2'  senl cosg 

(5.37) 

A anomalia excéntrica "E" pode ser calculada pela 	equa 

ção de Kepler: 

= E - e senE 

A teoria de Brouwer foi posteriormente ampliada para coe 

ficientes zonais até ordem 35. Como os coeficientes dos harmônicos 

esféricos do geopotencial de ordem 33, J4 e 35 são da mesma ordem de 

i. e este ultimo só foi considerado para termos seculares (que são os 

mais significativos) do hamiltoniano, as correções acrescentadas para 

os harmônicos de ordem superior (33, 34, Js) só introduzem termos de 

longo per —lodo e seculares, no hamiltoniano e na função geratriz. Assim, 

a teoria é a mesma aplicada à ordem 32 até a transformação (&,g, h, L, 

G, H) + (z', g', h', L', G', H'), ou seja, até os termos de curto per -lo 

do. Da transformação (z',g',h',L',G',H') de longo perTodo em diante 

é que se usam as correções para as ordens superiores. 



CAP1'T!lI r) í; 

RESSONÂNCIA E LJBRAÇAO DE SATLITES GEOESTACIONARIOS 

6.1 - RESSONÂNCIA 

Em teoria de satélite os fen6menos de ressonância estão 

sempre ligados aos pequenos divisores que ocorrem quando A = (n - 2p)i3 + 

+ (n-2p+q)A + m(-é) O. Existem virias situações em que ÃO, por 
exemplo, se 

n-2p = n-2p+q = 1 , 	 (6.1) 

tem-se que q = O e n = 1+2p. Assim, 

(6.2) 

Se 	e ã forem pequenos comparados com õ e A, eles podem ser negligen 

dados e obtém-se: 

A 	- mó 
	

(6.3) 

Existe, portanto, um valor de m que torna A 	mó e, 	em 
consequëncia, A = O. Isto permite a seguinte interpretação: Á = O 	ou 
a ressonância ocorre quando a velocidade angular do satélite (A) é uni 

mLíltiplo inteiro (mó) da velocidade angular da Terra. Lembrando que 

n 0 , o valor de m que anula a Equação 6.3 é m = [r;1/é]int mas 5 = 1 

rotação/dia, então: 

m 	n 0 (rev./dia) - ' 
	

(6.4) 

Exemplo 1: Se um satélite dE 14 revoluções por dia, quais são os seus 

harmónicos ressonantes? 
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n 

Solução: m = 14, e como n 	rn e n-1 = par 

n = 14, 15, 16, 17, 

porni, da Equação 6.1, obtêm-se: 

p = [ni lint = 7,8,9, 

e corno n está relacionado ã Equação 6.1, então os valores reais de n que 

produzem ressonância são: 

n = 15, 17, 19, ... 	pois ri 	m 

Os harm6nicos ressonantes são: 

0(15 	17, is,.. . )14 	
eS 

(15, 17, 19,..)1 

	 (6.5) 

Exemplo 2: No caso de um sat&lite geoestacionário (ou  geossincrono) que 

tem 1 	00,a condição para que haja ressonância & que em 	(n - 2p) + 

+ (n-2p+q)11 + m(- õ) 	O tenha-se: 

n-2p = n-2p+q = rn , 	 (6.6) 

ou seja, q = O e n-m = 2p(par), conforme a Tabela 6.1. 

A ressonância nesse caso ocorre quando a Equação 6.1 	& 

satisfeita, obtendo-se: 

(6.7) 

360 Como 	e 	cc 	= 360o  /dia, e 1 ru 	ocorre um pequeno divisor. 	A 

ressonância ocorre pelo fato de o 	satélite ter a mesma velocidade 

angular da 	Terra. 



n 

TABELA 6.1 

HARMÔNICOS RESSONANTES 

n m>O n-m p RESSONANTE HARMÔNICO 

q=O, mO 2 1 1 O no C21 	, 	521 

n - m=par -- 2 O O sim 022 	, 	S 22  

p=[(n_m)/2] 3 1 2 1 sim 031 	, 	S 31  

-- -- 2 1 O no 032 	, 

-- etc. 3 O O sim C 33 	, 	S 33  

6.2 - LIBRAÇAO DE SATLITES GEOESTACIONÂRIOS 

Para saber qual a influ&ncia dos harm6nicos ressonantes 

nos elementos keplerianos da õrbita, basta tomar a expressão do poteri 

cial perturbador: 

1n-m, par 
a n 	 nni 

Rnmpq = f [] Fnmpq(I)Gnpq(e) 	 cosA + 

nm impar 

 par

+ 1 
	
jn-m, 

 senA 
[Cnm  Tnipar 	j 

(6.8) 

e substituir as condições de ressonância da Tabela 6.1 na Equação 6.8, 

ou seja: 

m )/2,O
-  7 Rnm,(n 	Li 	Fflmnffl/2(1)Gn(flm),2,o(e) 

{C nm cosm(w+M+f2 _o)+Snm senm(tniM+Q_O).. (6.9) 



n 

Esta expressão substituTda nas Equações de Lagrange 4.14 

mostra a variação dos elementos keplerianos devido aos harm6nicos res 
sonantes. 

Definindo: 

e =j 	cosm nm 	nni 	nui 
(6.10) 

Snm =J senm xnmnm 

tal que 

3 nm 	rim 	rim 	, e 

Ànm = _1 tg 1 (S/C) 
m 

a Equação 6.9 torna-se: 

R 	
(aen 

n,m,(n-m)/2,0 a 	J 	Fnm ( n )/20( I) c ffl ( flfl )/2O(e) 

3 nm 	rim [cosm x 	COS(w+M+)-8) + 

+ senm X 	sen(w+M+ç-e)] , 	 (6.11)nm  

e chamando 

(a e IL  
0nm = 	} Fnm(nril)/2D(I) G (1)120 (e) J 	(6.12)  nm a 

a Equação 6.11 torna-se: 

(6.13) 



Observando a Equação 6,11 verifica-se que devido ao. fator 

(ae/a)n os harm6nicos ressonantes mais significativos são aqueles 	em 

que n é pequeno, ou seja, n=m=2 (pois, no caso ae/a 	116,6). 

A Equação 6.13 pode ser então escrita na forma: 

R2200  =Q 22 cos2(w+M+Q-X 2 2-O) 

	
(6.14) 

Este potencial perturbador substituido nas Equações de 

Lagrange 4.14 mostra como variam os elementos keplerianos devido ao fe 

nômeno da ressonância oriundo dos harm6nicos C 22  (elipticidade equato 

rial da Terra) e S 22  (eixo principal de inércia que não coincide com 

Greenwich). Por exemplo, como: 

022 = 1,57117 X 10 

= -0,90310 x 10- 6 

então: 

122 = 1,81222 x io 	, e 

= 14,95 0  Oeste 

ou 

= 345,05 0  Leste 

Introduzindo a longitude astronômica (XA) 	na Equação 

6.13, conhecida como longitude de perna quebrada ("broken legged"), por 

que é medida em dois planos, e definida por: 

= 	+ 2 + £4 
	

(6.15) 

tem-se: 



n 

= Q22 cos2(XA - 	- e) 	 (6.16) 

Se a inclinação do satgiite for 1 = 0 e de acordo com a 

Figura 6.1, tem-se que: 

X = 	- e = 	+ ç + M - e 

onde: 

X = longitude contada de Greenwich, 

y = ponto vernal 

G = Greenwich 

ITE 

Fig. 6.1 - Representação das longitudes. 

Tomando a primeira das Equações de Lagrange 4.14: 

daZDR4 
- - 	 - 	 Q22 sen2( - x22) 

dt 	n o a aM 	n o a 

e 



E 

3: = 	=Í-2B11Q22 sen2(x-xn)] 
aa 	2a 	n o a 

(6.17) 

= --. Q22 sen2(x- x22) , 
a 2  

conclui-se que o satl ite que deveria estar fixo sobre um pon 

to da Terra oscila em longitude. 

A constante À22 & a longitude do semi-eixo maior do equa 

dor elTptico da Terra, conforme mostra a Figura 6.2. 

Fig. 6.2 - Equador elTptico. 

Na Equação 6.17 introduzindo a transformação: 

	

2(À-À22) = 	+ kr , tem-se: 

4kjr = 	+ - + À22 , 
2 	2 

+ .IZ Q22 senq = O 
	

(6.18) 
a 2  

A Equação 6.18 ia mesma do p&idulo,e q = O e • = ir são 

pontos de equilTbrio (estãvel e instivel). 



Os pontos de equi:lTbrio estãvel ( = O) são: 

À = À22 	; 	À 	+2: 	... 	k = 1,3,5,... 

	

2 	 2 

Os pontos de equilibrio instIve1 ( = ) são: 

À = À22 + ir ; 	À22 + 2n , ... 	k = 1,3,5,... 

onde k toma só valores Tmpares porque os valores pares de k acarreta 

riam pontos estgveis e instáveis com a mesma longitude. 

As trajetórias do satôlite nas vizinhanças das condições 

de equilTbrio estão representadas na Figura 6.3. 

ESTÁVEL 

	

INSTÁVEL 
	

INSTÁVEL 

>24h 
ESTÁVEL 

Fig. 6.3 - Pontos de estabilidade de um sat&lite 
geoestacionário. 

A longitude geogrãfica (Figura 6.4) quando contada 	por 

Oeste 	negativa, ou seja: 



n 

= -(360 °  - x) 
	

(6.19) 

e para os pontos de equi-lTbrio estável tem-se que: 

= x22 - 90 0  = 75,050 => 	= _284 , 950  

o 
= x 22  + 270 = 255,05° => 	= -104,95°  

Fig. 6.4 - Longitude geográfica. 

Para a resolução da Equação 6,17, i conveniente fazer a 

substituição $ = -x 22 -ir/2 e a 2 = 6Q 2 2/a 2 , entgo: 

+ o 2  sen24 = O 
	

(6.20) 

Multiplicando a Equação 6.20 por e integrando-a tem-se: 

32 - ci 2  cos24' = 0 
	

(6.21) 

e para 3 = 0, 	= 4'max e C = -
a 2 cos2$max substitui-dos na 	Equação 

6.21, e usando a relação cos2$ = I -  2sen 2 $, obtém-se: 



n 

= [2a2(sen2 	- sen 2 )] = [2c?K 2 (1 - K2 sen2$), 	(6.22) 
dt 	

max 

onde: 

= 	1 

sen 2 $max  

logo: 

aK 	 d 	= 	aK 	
F(K,) , 	 (6.23) 

= 	I i 
/12Q22 O  (1 - K2 sen2)1/2 	/2Q22' 

sendo F(K,) uma integral elTptica incompleta de primeira classe e 1< um 

parãmetro que depende de quão afastado estã o satélite das condiçães 

de equilibrio, dado por K = l/senmax. Quando K > 1, o satélite oscila 

em torno da posição de equilTbrio (Figura 6.3). Para K = 1, o satélite 

se desloca em 1 para U ou vice-versa e o tempo para atingir estas po 

sições é infinito; as curvas pontilhadas na Figura 6.3 representam es 

te caso. Quando 1< < 1, o satélite estã fora da região do movimento sTn 

crono. Sua posição em relação à Terra deriva e ele não é mais estacio 

nff rio. 

Então o perTodo completo para a integral eliptica é 

4F(K, 7f12),  ou: 

T = 
	2aK 	

F(K, u/2) 

(3Q22 

finalmente, 

T 
2a 	F 	

1 	ir 
= 	 I 	- 

(3Q2) 	
K 	2 

 

(6.24) 

A Tabela 6.2 mostra o periodo de libração para 	érbitas 

geoestacionárias sob a influéncia do harm5nico setorial de grau dois. 



TABELA 6.2 

PERTODO DE LIBRAÇAO 

a 1 1 T  E 	Q22 

km graus graus km2 /s 2  dias 

42095 O 80 2,3 x 	10_ 6  1,49x 10_6  1044 

42095 O 65 2,3 x 	106  1,49x io 1064 

42135 31 65 2,3 x 	10- 
6  1,29x 10- 

6  1144 

42135 31 65 1,83x 1O_6  1,03x  10_6  1109 
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EXPRESSÃO ANAtTTICA DA FUNÇÃO DA INCLINAÇÃO 

Os harm6nicos esféricos P nm (seniP)(cosnlX, se  mx) 	são 

escritos aqui em função dos elementos keplerianos da 6rbita, ou seja, 

dos parâmetros, a, e, 1, s1, w , ti (ou T). Isto se faz efetuando a rota 

çio dos harm6nicos esféricos para um sistema de coordenadas no plano 

da 6rbita (Giacaglia, 1979) (Figura A.1). 

1 

) 

X I  

Fig. A.1 - órbita do satélite. 

A transformação de coordenadas do sistema inercial (X, Y, 

Z) para o sistema do plano da órbita & da seguinte forma: 

X = R11X + R12V + Rl37 

= R 21 X + R 22 Y + R 2 Z 
	

(A.1) 

= R 31 X + R 32 V + R 33 1 

- A.1 - 



- A.2 - 

sendo os R, 	(Bate et alii, 1971): 
13 

= C(ç)C(v) -. S(2)C(1)S(v) 

= C(R)C(I)S(V) + S(ç)C(v) 

= S(I)S(v) 

= -C(í)S(v) - s(Í)C(I)C(v) 

= C(Q)C(I)C(v) - 5(1)S(v) (A.2) 

= S(I)C(v) 

= S(2)S(I) 

= 

= c(I). 

Nas Equações A.2 foi usada a notação cosa = C(a), sena = 

S(a). 

Definindo 	os operadores X 1 , X 2  como: 

x21 
- 
- - 	+ i 2~ = - D + ID2 	

(A.3) 

= 	+ i 	= 01 + 102 , 
2 	

DX 	Dy 

resultam em: 

01 = ( 4 - 4)/2 , 
	 (A.4) 

02 = ( 4+X)I2i , 	i = 



- A.3 - 

A transformação dos operadores do sistema (X',Y',Z') pa 

ra o sistema (x,Y,Z) fica da seguinte forma: 

DX DX' ax DY' aY aL' DZ 
 

aY DX' DY aY' DY DZ' aY 

ou na notação já usada: 

n 	nin 	nin 	nin 
= Li 1 rçl1 + u2rs21 + u3rs31 , 

 

D 2  = 0R 12  + D2R22  + DR 32  

O operador 03 pode ser obtido lembrando que nas Equações 

A.3 -XX = 0 + D e levandoem conta que 1/r é unia função harmónica 

(pois, satisfaz a equação de Laplace, v 2  (1/r) = O), assim: 

2 	2 	2 	1 
( 0  + D 2  + 0 3 ) 	= O 

r 

	

221 	21 X 1 X 2 	= 0 3  - 

	

r 	r 

então: 

	

X 1 X2 = 	03 = 
	 (A.7) 
DZ 

Substituindo a Equação A,6 na primeira das Equações A.3, 
tem-se que: 

= o(iR12-R) + D R21) + D(iR 32 -R 31 ) 

	

A 	 B 	 F 
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e substituindo D, D e D nas Equaç6es A.4, tem-se: 

= - 42 (A+Bi) 	(A - Bi) + XXF 

Demonstra-se que: 

A+ Bi = 

A- Bi = 2 5 2 e V (A.8) 

E = -2i s c e iR 

onde c = cos(I/2), s = sen(I/2), sendo e a base neperiana de 	logarit 
nos; assim: 

v 2  Ai = (-c e (_ / 2  V+2)1 
1 + i s e(2)x22 

ou 

x1 = - c eh12)x+  i se 	X2'  
(i/2)(v_Q), 
	 (A.9) 

os quais relacionam os operadores nos dois sistemas. 

Analogamente, substituindo a Equação A.6 na segunda das 

Equaçdes A.3, tem-se: 

(i/2)(v+Q)  
X 2 =ise 

	

	 (A.10) 1 -ce 

resultando então para as Equaç6es A.9 e A.10: 

v Ai VI Ai 

V A2 VI 

(A.1l) 



- A.5 - 

	

sendo detQ= c 2  + 	= 1 que caracteriza uma rotação prõprta. 

	

Resta agora desenvolver o harmônico esférico X nm (À 	) 

que, tendo em vista a relação a = x + e, resulta em: 

X(a,4i) = Pnm (sen4I)exP[im(À+ 0 )] = Xnm(xi1)e imo, 	 (A.12) 

onde são vãlidas as duas notações exp(ie) = e' 0  

O harmônico esférico: 

Xnm(a,*) = P nm (senp)exp(ima) 

pode ser escrito (Gourant and í-lilbert, 1973) como: 

n-m 

X 	= (-1Yrt1 	 ii i 
L 
[__1 	[i] , 	 ( A.13) nm 	

(n-m)! 	x 	avDZJ 	r 

que de acordo com as Equações A.3 torna-se: 

	

(1)fl 	n+i ,,n-m n+m 	1 ) 
r 	Ai 	X2 	 (A.14) 

nm = (n - m)! 

A Equação A.14 é,portanto,a forma final para o harmônico 

esférico (na forma complexa) em função dos operadores X, x 2 . Resta ago 

ra encontrar uma expressão que efetue a rotação do harmónico Xnm  de 

um sistema para outro. 

A rotação do harmônico esférico xnm  é efetuada mediante 

ô uso das Equações A.11, mas primeiramente determina-se o produto 

xÇ _m xm utilizando a expressão binomial: 

N 
'1 	

p N-p 
(a+x) = 	a x 

p=O [pj 
(A. 15) 

sendo o sornatôrio de zero a N=n-m ou n+m sempre positivo: 
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X 1  X2= (-c e_1'2  x 4 	s et)'2  X3) n1 _m 

(tse_l_1t2 Xi - c et1' 2  xnl-fm = 

	

= n-ni n+m nm] 	
(1 )r+n+m-3 r+n+m_.i  5n-m-r4-j 

r=Oj=O 	r 	j 

. 1 
. 	

Xi 	X2
n-m-r+j 	r+j 	n-r-j 

e
i[(n-r-j)v+mç2] 

Para uniformizar a transformação & conveniente que os expoentes de X 

e X fiquem na forma n-k e n+k, então: 

= n-k 

2n-r-j = n+k 

assim como r e .j variam de zero a.t n-m e n+m, respectivamente, 

Xm 	= 	
32 	n-m 	n+mj(_1)m-k+i  c22J 

k= -.n j=j 1  n-k-j 	j 

	

52J-m+k km 	 xtn_k xf1' 	 (A.16) 

Definindo D,mk(IVQ)  como: 

J2 	n-m n+m 
= 	

[ 	

(1)m 	k_m c 2 n 2 J+rnk 
nrnk 	 jj 1 n

-
k -j 	j 

zj-m-+k e1"" 	 (A.17) 

obtêm-se: 

Xm X 	= 	D' 	(I ,V, )X[nk 	 (A.18) 
k=-n nín 
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De acordo com as propriedades dos elementos binomiais: 

= 

p 	(N.-p)ipl 
para p 	O e N 	p 

donde se conclui que: 

= míx[O, m-kl 
(A.19) 

= nifn[n-k, n+m] 

	

Substituindo 	a Equação A.18 na Equação A.14,obt&ni-se: 

	

n 	n 
x 	(-1) 	n~ i 

_______ 	
n-k  x 	[1) 

, 	 (A.20) nni 
= (n- m)! 

r 	
kLn D' 
	X1 

r 

mas, em decorrëncia da Equação A.14 tem-se: 

xI 	X 2' 
n+k [1] = (n - k)! Xk 
	 (A.21) 

- 

r 	fl n-n  r 

Assim a Equação A.20 fica na forma: 

X 	 D' 

	

n- k)! 	
( nm 

= kLn (n- m)!  
(A.22) nmk  

Escrevendo 

Dnmk(Iv) 
- (n-k)! D' 	(L,v,) , 	 (A.23) 
- (n - m)I nmk 

a Equação A.22 toma sua forma definitiva: 

n 
X(a,4.) = 	 , 	 (A.24) 

k=-n 



que i a expressão que efetua a rotação do harni6nico esfrico 

na forma complexa, e D nmk e o operador de rotação. 

Usando as Equações A.23 e A.24, 	efetua-se 	a 	rota 
ção dos harm6nicos Xnm(aiP)  para  Xm(a'ip')  mas como no sistema do pia 

no da &rbita (X',Y',Z') a' =i '  =0, então: 

n 
Xnm (ct4)) = 	D nmk k= -n 	 (A.25) 

n 	
(n- k)! 0kVk(0) X(a,4i) = 

k= -n (n- m)! 

porim dos polin6mios associados de Legendre obtim-se: 

O se n-k impar 

= 1 (2n-2p)!(-1) 	se n-k = 2p (par) 2  

como k varia de -na +n, logo O 	p 	n, k = n- 2p. Assim: 

n 
= 	(2p)! 	(2n-2p)!(-1) 

p=O (n- m)! 2n  pL(n-p)! 	
(A.26) 

Substituindo D m ( n  2p) 
na Equação A.17, obtim-se: 

(2p)1(2 	m-n J2 ri-m(n.n& n 	2p)!(-l) 	 1 
Xnm(a) = p0 (n- m)! 2np!(np)! 	J=Jd2 p -Jli i J 

(-i) cn+mfl22 i sfl4D2P+2.J 	 1n-m 	(A.27) 

Define-se a função fl (1) na forma: rmip 
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F* (1) = 

 

J2 	nnin-Em (2p)1(2n- 2p)! 	 1 
nmp 	

(n-m)!2p(n-p)! j=j1 2p-jj j ) 

e fl1+2-2 	n-m-2p+2i 	 (A.28) 

onde: 

= mãx[O, 2p-n+ni] 	e 

= mTn[2p, n+m] 

Portanto, a Equação A.27 pode ser escrita como: 

n 

Xnm(a,) = pO 
(1)M 	

F* (1) exp{i[(n-2p)v+m2)J}im . 	(A.29) nmp 

O que se conhece por função da inclinação &: 

F 	
(1) = (1)k F* 	(1) nnip 	 nnip 

onde k = [(n-rn)/2] inteiro. Então: 

(2p)!(2n- 2p)!(l)k 
F 	(') 	

= 	
E 

j2 	n - m 	n+m 

nmp 	
(n-n)!2 	p!(n-p)I 	J=ii 	L2p-ii1 

(-1) 	e 	

ii 

j 	n-i-m-fr2p-2j 5n-rll-2p+2j , 
	 (A.30) 

sendo: 

= mx[D, 2p-n+mJ , j2 = min[2p, n+m] e k = 

Definindo: 

a = m-n+2p 	e 	Fnmp(I) = 
s
I"I J nmp(d 

então: 
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3nhlip (c) = -1a1 Fnmp  (1) 

Introduzindo: 

= (2p)1(2n- 2p)!(-1)
k  hm n. 

nmp (n-m)!2" 	p[(n-p)t [2p-i 'j 

tem-se 

i2 	1. 

	

'nmp 	= 	F 	
c22j 5_a_Lak2j 

nnlp 
,i = 1 

Tomando agora, 

2A 1  = 2j-a- [aL 

A2  

e desenvolvendo: 

Az 2 A 1  = cA2(1 _c2)A1 = cA 2 
A1 ( _ 1) r (Aii 1 c 2r 

r 	rJ 

tem-se: 

J2 	A 1  

	

nmp 	= 	E3 	
(1) r ÍA1} c 2r+A2  

nrnp r=O 	1r j  

A derivada 3Jnmp(C)/3c  também é importante e dada por: 

J 	(c) 	J2 	A1 

	

nmp 	= 	E3( 
J=J1 	

t)r(2r+A2)ÍA1]c2r+A2_1 

nmp r=O 

 

 

 

e 
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aFnmp(I) = iA s!st[ 	c J(c) - _ 5[±' 
aJnc) 

ai 	2 	nmp (A.34) 

Os valores de J 	sio mostrados na Tabela A.I. 

TABELA A,i 

FUNÇAO J 	E FATOR DE NORMALIZAÇÂO nmp 

n m p Ial =  Im+2p-nI 'nmp 

200 2 -3c 2 /2 

2 O 1 O -1/2+3c 2 -3c ir 
202 2 -3c 2 /2 

2 1 O 1 3c2 (5/3)12 

2 1 1 1 3c2-6c 
1 (5/3)2 

2 1 2 3 -3c 
1 (5/3)2 

2 2 O O 3c (5/12)
1
2 

2 2 1 2 6c 2  
1 

(5/12 ) 2 

2 2 2 4 3 
/ 

(5/12) 
1
12  

3 3 3 6 15 (14/720)
1 
2  

10 10 ID 20 10 

20 20 20 40 10 23 	* tr23 	 * 

30 30 30 60 lo 40 * 100 	 * 

n ri ri 2n (2n)!/22 	.n! 	* 
1/

2  [2(2n+ 1)/(2n)!] 

* significa da ordem de. 
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Quando os coeficientes (Cnm  Snm ) que aparecem nas Equa 

ç6es A.6 estiverem na forma completamente normalizada (C m ' nm' en 
tão a função da inclinação deve ser também normalizada, isto g, multi 

plicada pelo fator de normalização N m  ou: 

nmp 	nm nmp 	 nm nmp 
(I)=N 	F 	(I)=s'N 	J 	(c) 

= Nnm 	nnip'' 

	
(A.35) 

sendo 

Nnm=E(26)(2n+1)(nn)!/(n+m)!jh 



APÊNDICE B 

FUNÇÃO DA EXCENTRICIDADE 

A função da excentricidade surge quando se quer escrever 

as relaç6es dotipo (r/a) 
n
[cosmf, senrnf] em função da excentricidade 

e e da anomalia mgdia M. Para isto, efetua-se uma expansão de Fourier 

do tipo: 

w 

exp(itf) = 
	

Xt(e) exp(ijM) 
	

(B.1) 
a 	 j_OD 

sendo que o coeficiente de Fourier X' 	dado por: 

2w 

Xt 	

- 

( e ) - 1 Í H expfi(tf-jM)JdM 
 2w 

(B.2) 

Levando em conta que: 

e 	 e = 2e 

1 + 	 (B.3) 

7 = exp(iE) = e iE  

onde E & a anomalia excêntrica, então: 

L = 1 - e cosE = (1 + Y 1  (1 - /Z)(1 - e!) 

a 

exp(if) = -- (1 + 8F' 7(1 - 
r 

exp(-iM) = 	exp[ 	(7 - 

dM = 	Z' dL 
ia 

(B.4) 

- B.1 - 
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Assim, substituindo as Equações 8.4 na expressão dentro do sinal de in 

tegração de Xt(e),  Equação 8.2, obtém-se: 

exp[i(tf-jM)]dM = 1 (t+)' XlsZ)t+1 
a 	 i 

( 

	

• i1__L1 	7t-j-i 
t 	7.' 

	

• exp[! 	[ (L-') dZ 

desenvolvendo 

S i  (i-  81)Zt+1 = E1 
s=O [ s 

(B.5) 

r 1  i+t+1) 
(1- 	= E 	1 (- 	

7-r 

r=O L r 

Substituindo estas três últimas equações no 	integrando 

da Equação B.2, tem-se: 

i r 1  í-t+1 4 + 
X t (e) 	(1+e2Fl 	E 	II 

2ii-i 	 s=O r=O 	s 	r 

r je 	- f exp i —
2 

onde a integral é efetuada no plano complexo, ao longo do cTrculo 7 = 1 

A definição da função de Bessel na forma complexa ê: 

= 	£ z- 1-X  exp[ 1  a(Z - r')]dZ , 	 (8.6) 
2ri 	 L2 

logo, tomando x = j-t-s+r, tem-se: 
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Xt(e) = ( 1 s2)L1 	
' r1 i-t+1 í+t+i 

	

s 	rü [ s 	r 

(8)S+r ujts+rue 	 (8.7) 

Nas expressões do tipo: 

cos(n-2p)f 

(B.8) 
sen(n-2p)f 

	

identificando os Tndices 	nas Equações 8.1 e B.8 encontra-se: 

= -n-1 

n-2p = t 

e definindo por convenincia j = n-2p+q, tem-se: 

[Ljt '  exp[i(n-2p)f] = 	X 1 ' 2 (e) exp(ijM). 

Tornando: 

= G n-2p+q 	npq 

tem-se: 

(

-fl-i r] 	exp[i(n-2p)f] = 	G q(e) exp[i(n-Zp+q)M] . (B.9) 
a 

sendo (Giacaglia, 1977): 

Gnpq(e) = (1+s 2 ) l  
Si r 1 

 (2p-2n -2P(_S)s+r Jq_5[(n-2p+q)e] y 	1 
s=D r=O L s 	r j 	 (B.tO) 
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A vantagem de escolher j= n-2p+q i que para perturba 

ções seculares n-Zp+q = 0. Na Equação B.10 tem-se que: 

o se n = p 0 se p=O 

1= e r 1 = 

se n > p se p>O 

e fazem-se necessárias as relações: 

-k. k+j-1 	-k 
= (_1)J 	e 	= 	= O . 	 (B.11) 

i 	j 	-i 	-i 

Pela Equação 8.10 & fkil verificar que: 

Gnmp (e) = Gn,n_p,_q(e) . 	 (B.12) 

A função de Bessel que aparece na Equação B.10, 	quando 

je 	2, tem convergncia rápida na forma: 

. N+j 
JN(ie) = 	

(1)J 	( je) 	 (8.13) 
j=O j!(N+j)! QJ 

e tem por propriedade: 

JN(ie) = (1)N J(je) . 	 (B.14) 

A Equação B.10 converge facilmente para valores em que (je/2) 	1, ou 

[(n-2p+q)e/21 	1. 

Define- se: 

G npq  (e) = e14 npq K 	(x) (B.15) 

A Equação B.15 faz parte da caracter{stica de D'Alernbert, 
H que afirma que a função da excentricidade Gnpq(e)- da ordem de 	eL 
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multiplicada por uma série em y = /1_e2'. Nas equações 	planetã 

rias de Lagrange aparece também aG pq (e)/De que pode ser 	calculado 

por: 

DGnpq(e) = 
	
[
q 1-1 Knpq(y) 	

[L DKpq(Y) 	

(B.16) 
De 

onde: 

DKnpq(ï) = BKnpq(Y) 
-x = - .!_ 

DKnpq(Y) 

De 	Dy 	De 	y 	Dy 

As funções Fnmp(I)  e Gnpq(e) 
5g0  conhecidas por 	função 

da inclinação e excentricidade, respectivamente, enquanto Jnmp(c) 	e 

Knpq(Y) são as funções de D'Alembert da inclinação e excentricidade. A 

função Gnpq(e)  tirada da Equação B.2 pode ser calculada exatamente sem 

pre que n-2p+q = O, ou seja: 

-n-i 

G 	(e) - x_n_ 1 n_ 2 P = 1 
(27T 

npq 	- n-2p+q 	 a
27r o 

exp{i[(n-2p)f - (n-2p+q)M]}dt4 . 	 (B.17) 

Por exemplo, para calcular G210 (e) o procedimento é o se 

guinte: 

G210(e) = 	
(2W 

 (a13 
a11J0 	

dM, 

porém, como r 2 (df/dt) = G = na  í' 1 - e2  (3 lei de Kepler) tem-se: 

r2 í4ÍiN= na 2  
dM dt 

ou 

= - 	df, 
(r] 2  

dM  
	1 

- e2' 



logo, 

2U 	 27T 

1  
6210(e) = 	

a 	1 	 l+ecosfdfdf  1 	--  

2, o 	r /1.e2 	
2u o 	(1_e2)"2 

	

G 210 (e) = (1-e 	 (Tabela B.2). 

fl: 

FUNÇOES G npq (e) e K
npq 

 (y) 

n p  q n p q G pq (e) 	= G p2pq (e) K pq (Y) 	ï = 

20-2 22 2 O 

20 -1 22 1 -e12+e 3 /16+ -7/16-y 2 /16+ 

2 O O 22 O 1- Se'/2+ 13e16+ .... 11/16+ 7y 1 /8+ 13y'/ I6+ 

20 1 22 -1 7e12 - 123e'116+ -67/16+ 123 2 /16+ . .. 

20 2 2 2 -2 17e'/2- 115e'/6+ -32/3. 115y'16+ ... 

21 -2 21 2 9e 1 14+ 7e'/4+ 4-23y 2 /4+... 

2 	1 -1 2 	1 1 3e12+ 2W/15+ 51/16 - 27y'116+ 

2 	1 O (1- 1/y3 



APrNDTr.r e 

COMPONENTES DAS FORÇAS DE PRESSÃO DE RADIAÇÃO 

A força de pressão de radiação 1 decomposta segundo três 
direções ortogonais, que são: a direção radial (R), a direção transver 

sal (T) que pertence ao p lano da õrbita e € perpendicular ao raio vetor 

do satêlite, e a direção normal (N) perpendicular ao plano da ãrbita e 

em consequência a R e T. Estas três direções têm por versores eRI eT e 

eN. respectivamente. 

As relaçEes entre os versores (ï, 3, ) do sistema iner 

cial e os versores €R eT e  €N  são (Bate, 1971): 

[ !} 

	R 11  R21  R 31  

eT 	= 	R 12 R22  R32 	j 

R13  R23  R 33  

onde cada versor pode ser escrito na forma mais conveniente: 

f.  

e  = R 11 1 + R213 + R 31 k = 	R21  (T 3 í) 

 

 

UE 

= cosv cos2 - senv seffl2 cosi 

= cosv cos2(c 2  + s 2) - senv sen(c2 - 2) 

= c 2  cos(v+Q) + 2  cos(v-) 

c=cosl/2 

sendo 
s = senl/2 

= c 2  sen(v+Q) - s 2  sen(v-) 
	

(C.3) 

- C.1 - 
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= seni senv 

Desenvolvendo da mesma forma as componentes de !T  e 

pode-se escrever: 

c 2 cos(v+2) + s 2 cos(v-2) 

eR = 	c 2 sen(v+n) - s 2 sen(v-o)  

senl sem, 

-c 2 sen(v+ç2) - s 2 sen(v-) 

eT = 	c 2cos(v+ç2) - s 2cos(v-ç) 	(T, 3, í) , 	( C.4) 
senl cosv 

 senil

N   

[sen2 

cow senl 	(T, 3, R) 

cosI 

c.i - CÁLCULO DO VERSOR DO SOL () 

A Figura C.1 mostra o sistema inercial X, Y, Z e a õrbita 

do Sol inclinada de c (obliquidade da eclTptica) em relação ao equador 

terrestre, onde: 

- versor no sentido Terra-Sol 

x - longitude do Sol, 

- declinação do Sol. 
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1 

ZI  

9. 	1 

1 

\X(CLITICA 
- V I   

EQUADOR 

x  

Fic. C.1 - Obliquidade da ecliptica. 

A transformação do sistema X, Y, 1 para o sistema X',YÇ 

Z' do plano da eclTptica faz-se através de duas rotações; uma de e 	em 

torno de X levando o plano XV para XY',e uma de x em torna dez' 	le 
vando X' para o Sol. Assim: 

Xl = 
(C.5) 

X" = R7(x)X = Rzi(X)Rx(e)X 

sendo X' o vetor coluna das componentes do vetor posição no sistema da 

eclTpticaeX o vetor coluna no sistema inercial. 

Definindo It(À,$) = R'(X)Rx(e) pode-se escrever: 

í 
X 

V" 	=N(X,e) V 

(p5, e5 

ou 	rS.eT 

• e 

ri S .  
i:5  .i 

F5 . 

logo, 
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eT 	= N(À,e) 3 	, 	 ( C.6) 

eN 

ou seja, vale a mesma transformação para os versores de base. 	Assim, 

desenvolvendo a matriz M(X,e) tem-se: 

cosx senx O 1 O O 	'1 

M(À,e) 	= -senx cosx O O cose sene 

O O 1 O -sene Cose 

cosX senXcose senxsefle 

= -senx CO5XCO5e cosXserle 	, 	 (C.7) 

L 	-sene 	Cose 

e o versor de interesse para este caso, é = 

= 	= cosx 1 + senxcose j + senXsene k 	 (C.8) 

C.2 - CALCULO DAS COMPONENTES DA FORÇA DE PRESSÃO DE RADIAÇÃO SEGUNDO 

AS DIREÇÕES R, T E N 

A força de pressão de radiação com boa aproximação & es 

crita da seguinte forma: FPR = (_1/2)CR(Sfm)PS 	onde definindo 	os 

coeficientes constantes como K, FPR = -K rS,  o sinal 	negativo porque 

a força & no sentido Sol-Terra, isto é, contrário a i. 

Assim, as componentes segundo as direções R, T e N são: 

R = FPR 	= Kí5  

Usando a notação cosa = c(a) e sena = 5(a), tem-se: 
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= c(x)[c2c(v+u) + s 2 c(- )] + s(x)c(d[c 2 s(vj) - 

+ 5 2 s(v-)] + sUjs(s)s( 1 )s(v) , ou 

R' = c 2 [c(X)c(v-2) + s(x)s(v+)c(a)J + s 2 [c(x)c(v-) - 

+ s(x)s(v.-2)c(c)1 + S(X)S(c)S(1I)S(V) , OU 

= c 2 {c(x)c(v+2)[c 2 [L-] + 	+ s ( x ) s ( v+ )[ c2H - 
12 J 

+ s2[Ej]}+ s 2 {c(x)c(vn)[c 2 {) + 5 2 

( e r 	r 	- 	1-1 	+ 
L H 	2LW 

= c 2 [J-]c 2 [L]c(v) + c  2 [ I ] 2 [ e ]c(X+v) + s 2 [IJc 2 [-_] 

• c(x+v-) + s 2 í1Js 2 Hc(Àv+) + 1 s(e)s(I) 

	

2 	1 2i 	 2 

[c(X-v) - c(x+v)J 
	

(c.9) 

Da mesma forma, T = FPR 	= -K F SI= -KT', onde: 

T' = c2[1]c2{--]s(Àv) - c 2 [IJsZ[.E-]s(x+v) - 

+ s2[1Jc2[L}s(x+vn) + 5 21 1 J5 2 [EJs(x V+  2 ) + 

+ 1 s(c)s(I){s(X- v) + s(X+v)] , 	 (0.10) 
2 

N = FPR . 	= -K FS  »eM = -K N' 



- C.6 - 

e: 

= [,2 	s (À - 2) + s2[Js(x+)Js(I) + c(r)s(ds(x) 	(C.11) 

Note-se que a componente N' ou 14 (normal ao plano da 6r 

bita) não depende de v = w + f. 



APÊNDICE D 

EQUAÇÜES DE LAGRANGE COM FORÇAS OSSIPATIVAS 

As variações dos elementos orbitais devidas is 	forças 

perturbadoras, dissipativas ou não, podem ser adicionadas is equações 

de Lagrange, como á demonstrado a, seguir. 

Para o caso conservativo, a equação da força que atua num 

ponto (massa) imerso neste campo é sempre deduzTvel do potencial do 

campo através de seu gradiente, ou seja: 

niF=mvU 
	

(0.1) 

onde U & o potencial do campo (com sinal positivo). Para o caso geral, 

com perturbações, a força especTfica toma a forma: 

= vU + A 
	

(D.2) 

sendo A uma aceleração perturbadora qualquer. A Equação 0.2 pode 	ser 

escrita na forma: 

dr 	 (D.3) 
dt 

.E!!VU + A 	 (0.4) 
dt 

Multiplicando as Equações D.3 e 0.4 escalarmente por 

e (ar/as), respectivamente, e somando 

k=1 as 	05k 	
as 

[s i , 

)ds 

	

k 	BrVU 	ar +  ar - r.---- . A 

	

dt 	as 	as 	as  

- 	 --c- 

aU/as 	aT/as 
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6 	dskaF 	ar 
E l 	L' Sk] 	- 	A, 	 (D.5) 

k=1 	dt 	as 	as 

onde T e U são as energias cinéticas e potenciais, respectivamente, e 

E é o hamiltoniano. 

A notação EsV skI refere-se ao colchete de Lagrange de 

fini.do  por: 

3 	ax i  a k i 	a 1 aX 
[si, 	= 	1--- 	, 	 ( D.6) 

i=l [ as  ask 	as  as< 

que goza das seguintes propriedades: 

2! 	
= 

ES t' k' = 4k' 	1 

-- 

 (0.7) 

[st, 	= O 

As duas primeiras propriedades são evidentes, mas a ter 

ceira requer demonstração, como se segue (Kaula, 1966): 

	

r 	aX. 	aX. 
2 1 

s k]=_Fx - _ X. 
at 	as j  L. 	as 	35k 

	

r 	a. 	aX. 
+--- F 	 1 1 	

(D.8) 

	

L. 	
0s 91 	as  91 

mas no caso de forças perturbadoras, 5 = aU/aX + A. relação esta ob 

tida da. Equação 0.4. Assim, substituindo-a, na Expressão D.8, tem-se: 
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L
= - 
	 - í 

	+ • S9 	
5k aX1 	X1  

as 	as 	X1 	aX 	1 

mas corno kj(axI/sk) = (1/2)3v2/ask, então: 

(D.9) 

•-:i: 	
sk] - i_ 	2V2 

2  

- 	2 	Hu) 	i 

asask 	-  

1 	a 2v 
+ 

portanto: 

-- [s, k] =  

a 2 	aU 	_____ 
+

A. 
asask 	<I 	955k 

(mio) 

Usando a Expressão 0.5 e os colchetes calculados por Kaula 

(1966), possTve1 montar um sistema de equação 6x 6 do tipo (Brouwer, 

1961): 

[a,a]ã + [a,e]é + ... 	 + 	[a,F4]M = aF/aa + (r/aa).A 

[M,a]à + [M,e] 	+ ... 	 + = 3F/BM + (ar/BM).A 

que resolvido fornece: 

dt 	na 	nark 

(D.11) 
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de 	1-e 2 	BF_ 	1 	1-e2 í!r_ 	1 
dt 	na2eeM 	/1_ e 2 ' 	 í1-e' Dw 

(D.12) 

dM1_e2 eF2eFí1_e2 Br + 2Dr A  

dt 	na2 e ee 	na ea 	na2e ae 	na ea 

Observa-se que o segundo membro das Equações 0.12 contêm 

os termos das equações de Lagrange na forma conservativa e os correspon 

dentes às forças perturbadoras não-conservativas. Assim, as Equações 

0.12 podem ser escritas na forma: 

dt 	dt 	na eM 

d*e 	de 	1e 2 [ei. 	1 	 (0.13) 
dt 	dt 	na2e 	eM  

d *MLL í 1-e2 
dt 	dt 	na2e ee 	na 3a 

onde o (*) significa variação geral em relação a todas as perturbações. 

Tomando como exemplo a equação para a variação do 	semi 

-eixo maior, pode-se verificar que o termo: 

âr.A = 	.A 	 (D.14) 
eM 	n 

substituTdo na 1 das Equações D.13 resulta em: 

d*a 	da 	2a2. - 	+ 	 (D.15) 
dt 	dt 	p 
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onde se pode notar que o 29 termo do 29 membro da Equação D.15 & a va 

riaço no tempo do semi-eixo maior da 6rbita, ou seja, da/dt na forma 

de Gauss, fornecido por King-Hele (1964). Assim: 

d*a-  da 	 da 	 (D.16) 
- 

dt 	dt conservativa 	dt  outras 

Isso mostra que as variações no tempo dos elementos (na 

forma conservativa) podem se adicionar à variação no tempo dos mesmos 

elementos, calculadas pelas equações de Lagrange na forma de Gauss, que 

permitem a inclusão de forças não-conservativas. 

A força especifica A que aparece nas Equações 0.13 & uma 

soma vetorial de todas as forças (por unidade de massa) perturbadoras 

não-conservativas, ou seja: 

A =Aarrasto 	pressão de radiação 	 (D-17) 


