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ce ABSTRACT .

. This report presents the modelling and analysis of the
‘principnl, forces on the satellite for numerical integration. The
cLasszcaZ.anaaay;-~1 methods of analysis and orbit propagation, such
as analytical integrativ. of +he Lagrange equations and Brouwer’s
method are presented. Cases of resonunca gnd libration of the
geosynchronous satellites are also presented in this work. -
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CAPTTULO 1
INTRODUCAD

Na epoca do Tancamento do primeiro satélite, 1957, o mo
delo do campo gravitacional terrestre era precariamente conhecido. S0
se conheciam os coeficientes dos harmonicos esfericos zonais pares até
grau 6. 0 coeficiente de grau 2, isto'é, 0 que caracteriza o achatamen
to dos polos da Terra, era o unico razoavelmente bem conhecido. 0Os coe
ficientes de grau 4 e 6 eram calculados atraves de consideracoes de dis
tribuicao de massa simetrica e uniforme em relacdo ao eixo de rotacao
da Terra. Com a forca deduzida desse modelo gravitaciona] juntava-se
uma forca de arrasto onde se considerava a densidade atmosferica pura
mente dependente da altitude e com decaimento exponencial. 0 uso de um
modelo tao deficiente conduzia a erros da ordem de 5 a 10 km na deter
minacao da posicao do satelite, e o cone de observacdo do satélite, is
to €, o cone sobre o qual a estacao ve o satélite, tinha um erro angu
lar da ordem de 0,50. Mesmo assim'foirpossTve] 0 acompanhamento do sa
telite porque as estacoes utilizavam um processo de busca dentro do co
ne de incerteza, até encontra-To.

No decorrer de uma sucessao de lancamentos de satelites
observacoes possibilitaram o calculo de novos coeficientes docampo gra
vitacioné], assim como amostras e medidas coletadas na alta atmosfera
permitiram uma sensivel melhora nos modelos das forcas aerodinamicas.
Foram introduzidas forcas de perturbacao. devidas a atracao do Sol e da
Lua; com o langamento de satelites comrgrande razio area/massa, tais
como os satelites PAGEOS e ECHO, verificou-se que para alturas acima
de 800 km a forca devida a pressao de radiacac exercia efeito pondera
vel no computo geral das perturbécﬁes. Assim, esta ultima forca foi
introduzida nos modelos, € 0s erros na determinacio da posicao  passa
ram para a ordem dos 100 a 500 m. Atualmente, com a inclusao de coefi
cientes ressonantes e coeficientes de grau superior em geral, e tambem
das forcas de mares do Sol e da Lua, associados a metodos sofisticados
de integracdo numerica, como tambem de amplos recursos computacionais,
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a precisao na determinacao da posicao do satélite atinge a ordem de al
guns centimetros. E Obvio, no entanto, que apesar de todos estes aper
feicoamentos nos procedimentos de propagacdo numérica da orbita um bom
resultado final depende de um bom valor inicial, isto €, depende essen
cialmente de um bom metodo de determinacao de orbita que, no caso, se
trata dos metodos estatisticos que usam as modernas tecnicas de estima
cao de parametros.

Neste trabalho, inicialmente discute-se e modela de for
ma apropriada para integracao numerica as principais forcas que atuam
num satelite artificial de baixa altitude. Em sequida sdo tratados os
métodos analiticos classicos de analise e propagacdo de orbita, tais
como o de integracao analitica das equacoes de Lagrange do movimento
planetario e o método de Brouwer. Finalizando, discutem-se casos sobre
ressonancia e libracdo de satélites geoestacionarios.



CAPITULD 2

CAMPO GRAVITACIONAL TERRESTRE

2.1 - POTENCIAL DE UM CORPO COM DISTRIBUIGRO ASSIMETRICA

Dado um corpo com distribuicao qualquer de massa, isto
e, sem simetrias, o potencial gerado por um elemento de massa "dm" do
corpo sobre um ponto externo a este corpo e a uma distancia "a" do ci
tado elemento & dado por dV = -(1/a)Gdm (Fiqura 2.1). B

P(r,¥, )

Fig. 2.1 - Solido assimétrico: r = raio vetor,
y = latitude, A = Tongitude.

0 potencial gerado em P e a forca gravitacional de atra
c3o neste ponto tém ambos o sinal negativo, pois sao dados por
dV = -Gdm/a e F = -mvV¥, onde o simbolo v &€ o operador gradiente. Usar
-se-3 aqui o sTmbolo U = -V, de forma que tanto U quanto F (forca) te
rio de agora em diante sinais positivos, mas com os mesmos significa
dos que anteriormente. Assim,



U=2¢6 JM -, (2.1)

onde G & constante de atraco universal. A distancia A pode ser escri
ta da seguinte forma:

A2 = r? +r'?2 - 2rr'cose ,

r2[1 ¥ {%L]z -2 rT' cosqw] . (2.2)

onde ¢ & o angulo entre r e r', Pondo a Ultima equacdo na forma:

1
1y2 1 /2
.1 [1 + ILJ -2 cose } (2.3)
A r L r r

e facil observar que o termo entre parénteses nada mais € do que a

funcao geratriz dos polinomios de Legendre que,para r > r',& escrita
como :

[

n
1 1 F%J Pn(cos®) (2.4)

~1 8

A r n=0
que, substituida na Equacdo 2.1, resulta,

m{rn
U==6 JM :T'ngo t7TJ Pn(cos¢)dM . (2.5)

0 cos¢ e dado por:

L

cosd = ¥ = seny seny' + cosy cosy' cos(r-2A') , (2.6)

rr'

e utilizando o teorema da adicao de Legendre (Heiskanen and Moritz,
1967):



n
' {n-m)! .
Pn(cos@) = mEO (2 - 6m0) E;:;:;;I an(senw)an(senw ).
cosm(xa-nt) o, (2.7)

onde S € 0 delta de Kronecker definido por:

;
1 se m

1l
Lo }

6mo
0 se m=z20

e an sdao os polinomios associados de Legendre. Substituindo a Equacao
2.7 na Equagao 2.5 encontra-se:

_6 0§y s )" n-mt .
U r nZO mEO z Smo)[r‘J (n+m)! an(sen¢ )

. an(senw) cosm (x-x'}dM , (2.8}

Como a integracao & em toda massa e em r', y', A' entdo r pode sair do
sinal de integral. Desenvolvendo o cosm{x-1x'), mu]tip1icando e divi
dindo a Equacao 2.8 por M e ag, onde M e a massa da Terra e a, 0 semi
-eixo equatorial do elipsoide da Terra adotado (ou um parametro arbi
trario), tem-se:

M = 0 on .
== 3 — q
U = ; nZO mZU {r‘] [Cp COSTA + S senn1A]an(Sen¢) ,  (2.9)
onde:
(¢ [ cosma
nm (2-5 ) [
- m2 (nf m) ! J p P (seny') dM, (2.10)
Snm aZM (n+m)}! M m senmax’

e 0s valores de Cnm e Snm devem ser acompanhados dos valores de GM e

ae.




0s coeficientes Com € Spm sa0 chamados coeficientes
dos harmonicos esfericos. Existem tambem os coeficientes completamente

normalizados (En gnm) que sao muito utilizados em teoria de sateli

m’
te. As relagoes entre eles (Heiskanen and Moritz, 1967) sao:

C 51 C
o (n + m)! J nm } . (2.11)

- [ 1 @-s yoeneDm-mt | |
Snm mo * [ Snm J

Para m = 0, CnD = -J, e SnD = 0, onde os Jn sa0 0s harmonicos  zonais
deduzidos diretamente do potencial gravitacional terrestre, enguanto
0s C e 0s Snm sao deduzidos da funcao de forca (U = -V), dai o

nm
sinal negativo.

A Equacao 2.9 quando escrita em funcao dos .coeficientes
completamente normalizados fica na forma:

© N an
el - -
v=2 7§ EO {;T] [Cnm CoSm X + Snm senn1A]an(senw) , (2.12)

onde an(senw) e o polinomio associado de Legendre completamente norma

lizado e e tal que:

1
o
= (n-m!
an= [(Z—Gmo)(2n+1)m] an (2.13)
e ainda:
2yn/2 d" (2.14)
an(u) = (1-u?)"" == Pn(u) , .
du
onde:
n
P (u) = 4 (uz- 1", sendo u = seny . (2.15)

1
n 21 "



A formula para calculo direto dos po]inﬁmios associados
de Legendre (Heinskanen and Moritz, 1967} € dada por:

o (u) - 2 our)™? § )k (e - 20!

'Y/ = ) KE(n-K)(n-m-2k)1 |

1]
o

un-m-zk ) (2.16)

Observando a Equacao 2.10 podem-se tirar algumas conclu
soes fisicas sobre os harmonicos do geopotencial. Estes coeficientes
sao denominados:

a) Zonais

Quando m.= 0, neste caso a distribuicao de massa inde
pende da longitude, pois e simétrica em relacdo ao eixo de rotagao.
Para m = 0, costuma-se definir um outro coeficiente,Jn = -Cnu, que ca
racteriza os harmonicos zonais,

b) Setoriais

Ocorrem quando m = n, e neste caso ja nao existe simetria

porque a distribuicac depende da longitude.

c) Tesserais

Quando m = n, a distribuicdo que gera tais harmonicos &
completamente ndo-simetrica e estes sao entre outras perturbacoes res
ponsiveis por fenomenos de ressonancia que serao comentados posterior

mente.

Ainda da Equacao 2.10 pode-se verificar que:

1) Coo = 1, Terra com distribuicdo esferica de massa.



2)

4)

Se a origem do sistema de coordenadas coincidir com o centro
de massa do corpo, entao pela Expressao 2.10 tem-se:

Clo = Cll =5 = 0 e Seg = Sno =0.

Considerando inicialmente que o eixo z' (rotacao ou polar ins
tantaneo) nao seja um eixo principal de inércia, entdo:

(
Ca1 = 1 J r'2p,,{seny'}cosr' dM = 1 J r' seny' .
M M

2 2
3aeM Mae
1 ( 1 2
. r' cosy' cosx' dM = — J z'x" dM = E/Mae .
MaZ ‘M
e
Analogamente,

Sa1 = F/Mag, onde E e F sao produtos de inercia. Se z' for ei
x0 principal de inercia, E = F = 0. Entretanto, nos modelcs
mais recentes do geopotencial, atraves de observacbes de saté
lites, os coeficientes C.; e S»; foram encontrados na ordem de
107°, mostrando que o eixo de rotacio Z estd ligeiramente afas
tado do eixo principal de inercia.

= -J, (achatamento polar) .

.
oo - 1 [B28 )

Cz2 = ' (8-a) (elipticidade equatorial) ,
4a;M

(%2}
N
8]

"

D/ZaEM (D=0 se o meridiano que passa pelo eixo princi
pal de inercia coincidisse com Greenwich),

A, B, C s3ao momentos principais de inercia, enquanto E, F, G
sdo produtos de inércia. A relacao (A-C) ou, de modo mais ge
ral, [(A+B)/2-C] & o achatamento dinamico do corpo.



6) 0 coeficiente Cy3¢ = -J; representa a deformacao da Terra conhe
cida como forma de pera.

0s coeficientes dos harmonicos do geopotencial caracteri
zam: quanto a forma: as deformacoes qué a Terra apresenta em relacao a
uma Terra perfeitamente estrica; quanto a distribuigao de massa: a ma
neira pela qual a massa & distribuida (simetrias e assimetrias) em re
Tacao aos tres eixos principais de inércia.

Uma melhor visualizacao dos coeficientes dos harmonicos

do geopotencial pode ser feita graficamente, Figura 2.2, usando a Equa
¢ao 2.10, e representando o produto an(senw){cosnlk, senmx} como 0s

34 2° 26 6%
o.
_35 2% -26.6°

harmonicos esfericos.

s07* // -m 49/,.
€303 €33 a3

%

a4

Cc

ZONAIS SECTORAIS TESSERAIS

Fig. 2.2 - Representacao dos harmonicos esfericos.



CAPITULO 3

FORCAS PERTURBADORAS

3.1 - FORGA GRAVITACIONAL DEVIDA AO POTENCIAL DO CORPO

A forca de atracao gravitacional especifica em um ponto
fora de uma distribuicao de potencial U e dada pelo gradiente deste
potencial, ou seja ¥ = vU. Porem, o potencial (funcao de forca} para
um corpo de distribuicao assimetrica de massa e mais facilmente escri
to no sistema de coordenadas fixo no corpo (X', Y', Z'} enquanto
r =r (X,Y,Z) esta de preferencia no sistema inercial (Figura 3.1). Co
mo U & funcao de r, y e o procedimento mais simples e calcularogra
diente em coordenadas esfericas (r, ¢, 1) e depois converte-lo para co
ordenadas X', Y', Z' e finalmente para o sistema inercial X, Y e Z.

Fig. 3.1 - Sistemas de coordenadas no corpo.

0 eixo X' passa pelo meridiano principal do corpo
(Greenwich). Efetuando uma rotacao em torno do eixo Z de X e uma em
torno de Y, de (-y) obtém-se:

- 11 -
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ry = RYA(—w)RZ(A)r' . . (3.1)

onde rA er' 550 vetores ou matrizes colunas dos sistemas XA’ YA’ ZA
e X', ¥', Z*', respectivamente; enquanto RYA(-w) representa uma ro
tacao de y no sentido contrario a regra da m&o direita e RZ(A) uma ro
tacao no sentido. positivo. Pondo T = RYA(-¢)RZ(A) e efetuando o produ

to matricial encontra-se:

r Y
COSY COSA cosy Seni seny
T = [-senx COSX 0 . (3.2}
L—sen¢ COSX -seny Senx cosy
]

A Equacao 3.1 fica entao na forma:

rA =Tr' s (3.3)
0 mesmo e valido para:

'.-A = T'..I ’ (3.4)

r,=1T", (3.5)

pois T € um operador de rotacdo que gira qualquer vetor, de um mesmo
sistema de referencia, para outro vetor.

A transformacao do sistema fixo no corpo para o sistema
de coordenadas inercial e obtida de acordo com a Figura 3.2, como se
gue:

(edr' (3.6)

sendo:
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cosh seng 0 ]
R(g) = | -sens C0SH 0, (3.7)
0 0 1
| |

e 0 & o TSAG, ou Tempo Sideral Aparente de Greenwich.

tr=ir'

Fig. 3.2 - Sistemas inercial e girante.

Em virtude das Equacoes 3.1 e 3.6 tem-se:

r-= RT(e)TTr = (T R)Tr ; (3.8)
A A
definindo G = TR vem:
T
r=6r, . (3.9)

Analogamente & valido para a aceleracdo, uma vez que a orbita do sate
lite & um plano “fixo" no espaco que, por hipotese, nao depende da ve
locidade de rotacac da Terra, entao,
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. T..
r = G rA . (3.10)

Tembrando que:

( Y \
VXAU al/ar

Fpo= | WygU | = | (1/r cosp)(al/an) | . (3.1

0 || /maur)

Da Equacao 2.9, e tomando u = GM, a aceleracao que atua
numa massa de prova externa ao corpo {Terra), emrelacac ao sistema de
coordenadas fixo na Terra e:

-UH1)Pmﬁcmncosmx+smnsenmx}

N onoay
r,=— ) 3 [—EJ msecy P{-C senmxr+S senmi}| , (3.12)

' {C__ cosmax sennm
.Fos¢ an{ nm m '*Snm Al ]
onde Pﬁm ga derivada de an em relagao a seny,ea expressac Cosy Pém po
de ser calculada através de duas expressoes de recorrencia:

[ {

secy an = 12n"1J seny(secy P. m)- ln+m'1J(sec¢ P, m),(3.13)
n-anm i n-m ’

-n seny(secy an) + (n+m)(secy P_, ). (3.14)

]
Cosy an m

As expressoes do cosmi e senmi podem ser calculadas pe
las sequintes formulas de recorrencia:

cbsn1A cos[{m-1)a]Jcosr - sen[{m-1}x]senx , (3.15)

senmi = sen[(m-1)aJcosx + cos[{m-1}x]senx , {(3.16)
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(n-m)an - {2n-1)seny Pn—l,m + (nq—m-1)Pn_2,m =0 . (3.17)

Assim, a forca devida ao campo gravitacional fica da for
ma:

F =6 Foos (3.18)

onde ¥, € dado pela Equacao 3.12.

No calculo da Equacdo 3.12 os coeficientes Cnm’ Snm 530

considerados ateé a ordem que se deseja ou que se conhece.

Atualmente os coeficientes dos harmonicos do geopotencial
sao determinados e tabelados na forma completamente normalizada, de ma
neira que e melhor escrever a Equacdao 3.12 na forma normalizada, ou se

ja,

. . I N an . (n+1)Pn
{ Rl {7 LR
- -cosy P!
n
':(n{1)ﬁnm(_nm cosnzké—énm senma) ]
s 1L sece Pyt ‘
+ — —{ |m secy -C__senmi+S__ cosma)|, (3.19)}
r.2 n=2 m=1 lr nm nm nm
cosy ﬁém(—nm cosn1k+-§nm senma) |

onde os pnm normalizados podem ser calculados diretamente pelas expres
soes de recorrencia (Kuga et alii, 1983):

( v
2n + 1]
\n"--sz

secy an =

1
_ / =
[(Zn— 1)2 seny secy Pn—l,m +

1
[ ) 2_ . 1‘/2 _ -
_In®-m®-2n+ j secy P, m_l ’ (3.20)
Zn-3 T
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Th
cosy P! = -n seny secy P + 2n + 1 (n? -m?)| secy P (3.21)
nm nm - 2 - 1 ' n-i,m *~°

Lembre-se que m = n e:

cosy = R/r , cosx = X/R ,

seny = Z/r , senx = Y/R , (3.22)
v/

secy = r/R , R=(X*+Y%)"?,

3.2 - ATRACAC GRAVITACIONAL DO SOL E DA LUA

A perturbacao gravitacional de um terceiro corpo;'no ca
so 0 Sol ou a Lua, pode ser estudada atraves do conhecido problema re

duzido dos 3 corpos, onde um deles tem massa desprezivel em relacao aos
outros dois. 0 potencial perturbador, devido ao terceiro corpo, e assim
obtido (Kovalevsky, 1967):

{

= GM.

g | : r.r, ]

- [l (3.23)
rorlo )

onde Mi er; sao respectivamente massa e distanciado corpo perturbador
que pode ser o Sot ou a Lua. A aceleracao sobre o satelite, causado por
esses corpos, € dada pelo gradiente do potencial R em relagdo a r, ou:

Tt T (3.24)
A. =VR. = -GM.| ——mM— + — . 3.24
1 1 1 [-r - ri[.g r

-

2
i

ou ainda:
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( X | r (X - X:)/a® + Xi/ri\
Y| = -GM | (Y-t e vl b, (3.25)
| i J (Z-17;)/8° + 1/r} |
onde:
A = I‘r-ri[_ = [{Xx-X;)? +(Y-Yi)2+(Z-Zi)2]1/2 . (3.26)

As coordenadas (Xi, Y:, Z;) do Sol e da Lua podem ser calculadas di
retamente {Escobal, 1965) ou obtidas por interpolacoes de tabelas de
intervalos de 1/2 a 1 dia.

3.3 - FORCA DE ARRASTO

Quando um satélite se move atraves da atmosfera experi
menta uma forca de atrito denominada for¢a de arrasto, aqual tem senti
do contrario ao movimento do satelite e depende do quadrado da veloci
dade. Matematicamente, a forca de arrasto especifica pode ser represen
tada por (NASA, 1977):

A - -

. C, S, Ve¥p (3.27)

1

2 m
onde € & o coeficiente de arrasto, S € a seccao transversal do sateli
te, m massa do satelite, p a densidade da atmosfera no ponto em que se
encontra o satélite e vy & a velocidade do satelite relativa a atmosfe
ra, vp = [vR[. Dependendo da forma do satélite, Cpes podem ser consi
derados constantes, embora dependam da atitude do satélite. Pode-se
usar uma seccao transversal meédia sem implicar erros consideraveis.
0 parametro Cp varia suavemente com a forma do satelite e com a compo

sicao da atmosfera.
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A velocidade relativa i e calculada admitindo que a at
mosfera tem a mesma velocidade de rotacao que a Terra. Entao,

X+wTY
vp = r- af AP =Y -uX |, {(3.28)
7

B

oy

sendo wy = , @ reavelocidade do satélite relativa ao siste

ma inercial.

A densidade atmosferica o & funcdo da altitude e da tem
peratura exosferica Te. Esta, por sua vez, depénde do fluxo solar m§
dio e instantaneo da eépoca do ano (posicdo do Sol) e do Tndice geomag
netico. 0 fluxo solar tem variacGes periodicas de longo periodo (11
anos), variacdes semi-anuais e de curto periodo (27 dias). Existem mo
delos para o calculo da densidade atmosférica; os mais populares sao
os de Jacchia. A expressao final para a aceleracao de arrasto fica na

forma:
(o) ‘. 1
Pl--Loc, 2o vp | ¥ - upX J . (3.29)
i m
7 7 f
J L J

3.4 - FORCAS DE MARES DEVIDAS A LUA E A0 SOL

As forcas gravitacionais do Sol e da Lua fazem com que a
Terra se alongue na direcao aproximada de cada um destes corpos pertur

badores (Figura 3.3).
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M;

Fig, 3.3 - Forc¢a de mare.

0 potencial gerado pelo corpo Mi (perturbador) num ponto
da superficie terrestre & dado por:

. . ® n
U, = —L-—17% ILR_J P, (cose) . (3.30)

0 potencial Ui atua na Terra deformando-a suavemente, criando assim
uma nova distribuicdo de massa. Essa nova distribuicao gera um poten
cial adicional que sera o potencial de mare. Tomando para U; 0 termo
principal de grau 2 tem-se:

GM. (py?
U, = ——l-[ji- P,(cos®) . (3.31)
Y. [r‘_i

)

0 potencial perturbador de maré na superficie e Ry = k U, onde k,

um coeficiente de elasticidade de grau n. 0 potencial Ri num ponto ex

n+1
)

terno a Terra € proporcional a razao (R/r , de tal forma que na su

perficie essa razao seja 1. Assim, R, pode ser escrito como:
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3 5 GM.
R. = kz{{i} U. =k, i —"l-Pz(COS@) . (3.32)

;
r3 r3
1

onde M, ¢ a massa do corpo perturbador (Sol ou Lua).

0 polinomio P,(cos®) da Expressao 3.32 dado pelas tabelas
e Py(u)=3u%/2-1/2, e o coso foi inicialmente calculado em funcio de
Re r;s mas para analisar o efeito perturbador de maré sobre um ponto

do espaco, numa posicac (r, v, r), o cos¢ e calculado por r e r uma

: ¥
vez que r e paralelo a R no ponto considerado. Na verdade o En;ulo 6 e
0 angulo entre a diregdo r e a diregao do bojo de deformacao que gera
o potencial de mare, porque devido ao fato de a Terra nio ser perfeita
mente elastica, a deformacao leva um certo tempo para ocorrer e a rota
cdo da Terra faz com que o bojo esteja um pouco adiantado (em Tlongitu
de) em relacao ao corpo perturbador. Esse angulo &, entretanto, muito

pequeno e € aqui negligenciado. Assim,

1, MR Lo
Ry = — kg — — [3(r.r.)* - 17, (3.33)
o2 r: ord !
.'l
pondo:
GM.
C=—k, — R,
2 r3
i
entao:

Ay; = R; = -9C r°r(r. )% + 6C rirL T V(.

e usando:
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S 1 =141 + 11 + kk (3.34)
rt=r, wr=1,
obtem-se:
1' R o e m
AMi = [ J {[1 - 5(r. r )2 + 2(r .ri)rir} . (3.35)
A Expressao 3.35 escrita na forma desenvolvida &
X [1-5D]X + 2DrX;
. 3 GM_i R5
Y =~ ky — — | [1-5D%1Y + 2DrY. i, (3.36)
2 r3 pS !
. 1
2
k Z JMi \ [1-5D°]7 + ZDFZi )
onde:
r.r. XX. + YY. + ZZ,
D=F.F, = LR ! ! (3.37)

re. rr.
1 1

er; = (X% + Y? + Z%fé, coordenadas do corpo perturbador (Sol ou Lua).

0s coeficientes de mare (elasticidade) sao  denominados
numeros de Love. As deformacoes da Terra causadas por mares da Lua e
do Sol podem produzir perturbaces observaveis na orbita do satélite,
porém a sua magnitude depende de propriedades elasticas da Terra, re
presentadas pelos numeros de Love. Inicialmente supunha-se que os nu
meros de Love fossem globais, isto €, constantes para toda a Terra. En
tretanto, hoje se sabe que eles sao funcoes de ponto. Observagoes fei
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tas no periodo 1970-1973 pelos satelites BE-C (Beacon Explorer C),
GEOST e GEQS2 (NASA, 1977) encontraram para k, uma variacao do tipo:

0,245 + 0,005 = ke = 0,31 = 0,07 . (3.38)

1A

3.5 - FORCA DE PRESSAO DE RADIAGAD

A forca devida 3 pressao de radiacao pode ter efeito sig
nificativo sobre a orbita de um satélite com grahde razao area/massa.
A aceleracio causada por esta forca & na direcao Sol-satelite, no sen
tido oposto ao versor T, e & dada por:

Rog = -V Cg = Pg T s (3.39)
m

onde v & o fator de eclipse, tal que v = 0 guando o satelite se encon

tra na sombra da Terra e v=1 quando esta iluminado; CRé' um

fator que depende da reflectividade do satelite; S, seccao transversal;

m,a massa do satelite; PS a pressao de radiacao nas vizinhancas da

Terra; e FS = rs/rs,onde rg e o raio vetor do Sol.

0 fator de eclipse pode ser calculado conforme a posicao
do satélite em relacdo a Terra e ao plano terminador (T) que separa

as regioes da luz e sombra.(Figura 3.4).

Pela Figura 3.4 as seguintes relacGes sao validas:

(3.40)
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Sol

o
, Sombru

Fig. 3.4 - Funcao de sombra.

Na Figura 3.4, se h z 0, o satelite esta antes do termi
nador, 1ogo v = 1, Por outro lado, para h < 0 tem-se:

o
v
=
L]
<
"

1 (Tuz),
(3.41)
0 (sombra) .

=
A
x
-
<
1]

Na Figura 3.4 nao se considerou a penumbra devida a dimensdo da fonte
Tuminosa que e o Sol, pois seu efeito & muito pequeno. A constante PS
esta relacionada diretamente a radiacdo média incidente nas proximida
des da Terra e e definida por:

PS = I/c, (3.42)

onde ¢ & a velocidade da Tuz e I uma constante de radiacdo definida co
mo « radiagac incidente por centimetro quadrado de area, por  minuto,

situada a uma unidade astronomica e fora da atmosfera:

I =7,95 x 107 ergs.cm™.min~" = 1,33 Kwatt/m? . (3.43)
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3.5.1 - ALBEDO

0 albedo e a radiacao indireta refletida pela Terra e ob
viamente depende das propriedades-ref1etoras da superficie terrestre,
sendo, portanto, maior nos polos e menor no equador, ou seja, € funcao
da Tatitude (¢). 0 coeficiente de albedo & definido por:

a(y) = ag + a» sen®(y + Cz) + ... (3.44)

onde ag = 0,219 e a, = 0,410 (Lautman, 1977) respectivamente, e ¢z = 0.
A forca de pressao de radiacao age sobre o satelite na direcao Sol-sa
telite, enquanto'a de albedo o faz na direcao Terra-satelite, uma vez
que so se considera a componente difusa da kadiacﬁo e negligencia-se a
especular. A Expressao 3.44 so e valida para a regido (I)de incidéncia
(veja-se a Figura 3.5), enguanto para as regioes (I1) e (I11), a = 0,
porque nestas regioes a incidencia da luz @ pfaticamente razante. As
sim, introduzindo um fator n de albedo a Expressao 3.44 fica:

a = n{ay + a» sen?y) .

0 angulo de 10° para a regiao neutra da Figura 3.5 foi escolhido arbi
trariamente.

0 fator n e calculado conforme se segue.
Se hz0,entaov=1_1c¢e

D<R'", n=1,

=
v

R.) T]=09

onde R' = r cos 50,

Se h <0, entazon =0¢e
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o
1%
e
<
fl
—_

Terminador

Sol

Fig. 3.5 - Regioes de reflexoes (I} e neutras (II, III).

Assim, a analise do algoritmo para as tres regides resul

ta no diagrama da Figura 3.6.

o> 20

b

Fun

Fig. 3.6 - Diagrama de regioes de reflexao e neutras.
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A forca de albedo € na direcdo radial e & dada por:
Fp=a(u)ip F (3.45)

1090 a expressao geral para a pressao da radiacdo fica na forma:

(o) ) \
S i Al
Y| =v CR ;: PS { —Ys/rS +—n[éo+-a2fFJ ] Y/r ,  (3.46)
7 [
L R L/rs Hr J

3.6 - EQUACAO GERAL DAS FORCAS QUE ATUAM NO SATELITE

A equacao do movimento do sistema, incluindo as princi
pais forcas que atuam no satélite, € (metodo de Cowell):

r-= AG + AA + AL + AS + APR + AML + AMS , (3.47)

sendo os A(s), pela ordem, aceleracdo do campo gravitacional da Terra,
aceleracao de arrasto, aceleracdo devida 3 atracdo da Lua e doSol, ace
leracoes a pressao de radiacao e aceleracao devida as marés da Lua e
do Sol.

A ordem de grandeza dessas forcas, em um sistema de uni
dades normalizado, e apresentado na Tabela 3.1.

E bom lembrar ainda que a aceleracao A e dada por A, =
= GTrA - ) rg, onde T pe funcao de ¢ e X, que sdo calculados pe
las Rela¢oes 3.22 e R depende de 8(TSAG). As aceleracoes A; poderiam
conter ainda uma terceira matriz para corrigir da precesssao e nutacao
(Spier, 1971).

A inclusao de forcas perturbadoras no modelo deve ser fei
to em funcao da situacao fisica apresentada, por exemplo, para satéli
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tes baixos, alem do geopotencial, so se deve incluir o arrasto e even
tualmente mares, enquanto para satélites a grandes altitudes deve-se
incluir so pressdo de radiacio e lunissolar.

TABELA 3.1

COMPARACAQ DAS FORCAS PERTURBADORAS
COM 0 CAMPO CENTRAL

PERTURBACDES TIPO [ SAT. PROXIMO | GEOESTACIONARIO
Fooo=(u/rir Kepler 1 1
167 107
+ (u/r’).J“(ae/r)z faololr Achatamento
. -6 -8
+ (w/r?) nim Jnm(ae/r)n fapiboalr Geopotencial 10 10
=ror r C Fe-r P ) i
+ uLL L- - —L]+ us[ 5 - —S] Lunissoiar 1077 10°°
ir'l_-r|3 rﬁ |rs-r|’ rd
- % CD(S/m} by, Arrasto 10° 0
P P. Radiaci 0’ 10-°
- CR{S/m)PS re . Radiacdo
+ ¥R, Marés 1 1073

i {h = 1000 km)




CAPTTULO 4

ESTUDO ANALITICO DO MOVIMENTO PERTURBADO

No Capitulo 2 as equagoes foram escritas de forma apro
priada para integracao numérica das ﬁerturbacaes que atuam na Orbita
de um satdlite. Neste capitulo as perturbacﬁeé sao estudadas de forma
analitica e diretamente nos elementos da orbita. F Gbvio que as pertur
bacoes que podem ser tratadas inteiramente de forma analitica sdo  as
do tipo conservativo, como geopotencial, Tunissolar e mares terrestres.
As perturbacoes nao-conservativas como o arrasto atmosferico e a pres
sao de radiacao sao melhor tratadas de forma semi-analitica, isto &,
calculando suas variagoes medias por orbita e estendendo-as para varios
dias. 0 estudo analitico das perturbacoes e feito basicamente usando
as equacoes de Lagrange do movimento planetario escritas em funcdo da
funcao perturbadora, ou em funcao das forcas em tres direcdes bem defi
nidas. 0 primeiro passo entao & escrever a funcao perturbadora do geo
potencial em funcao dos e1émentos da orbita, qﬁe sao a, e, i, §l, w €
M, ou seja, semi-eixo maior, excentricidade, inclinacaoc, longitude do
nodo ascendente, argumento do perigeu e anomalia media, respectivamen
te. E também usada aqui a anomalia v = w+ f, onde f € a anomalia verda
deira.

4.1 - POTENCIAL PERTURBADOR- EM FUNGAG DOS ELEMENTOS DA ORBITA

0 estudo analitico das perturbacoes gravitacionais que
atuam num satélite requer que se tenha o seu potencial perturbador em
funcao dos elementos keplerianos da orbita, comecando pelo geopotencial
gue tem por potencial perturbador a re]acao:

* N, n
R="F F [——l [(C, cosma + S senmalP (seny),  (4.1)
r n=0 m=0

- 29 -
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onde 0s termos an(senw)sennlk, an(senw)cosnnk sao 0Ss chamados harmg
ntecos esfericos que na forma complexa generalizada fica:

X 2o¥) = P (seny)exp(ima) . : (4.2)

Assim, sabendo que a ascensao reta e a longitude estao relacionadas
atraves do tempo sideral aparente de Greenwich (8) por ¢ = A + 6, en
tao:
~ime
XKasv) = e Xoptast)

e tendo em vista a Equacdo A.29 do Apendice A o harmonico esférico
Xnm(x,w) podera ser escrito como:

-imé - 11=m . m-n
X gl ho¥) = p{o nmp(1)1 exp[i{kv+ma)](-1)"" |
e definindo:
IT R
R= 7} ,
n=2 m=0 o

e depois de tomar as partes real e imaginaria dos harmonicos esferi

cos tem-se que:

a )“ m-n
u e - =
R = — ';J o Rel¥pn(Aaw) T+ S 10X On9)TH(-1)
rae nn m-n 1[kV+m(ﬂ—9)]
S L OO gD Gy LM e 1+
s Im[1.n..m eiEKV4-m(ﬂ-9)]]} ’ (4.3)

onde Re eIn]significam parte real e imaginaria, respectivamente.
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As partes real e imaginaria da funcao em questao devem
ser consideradas para dois casos: quando n-m = par ou n-m = impar. To
mando a funcao complexa:

PR ei[kv+—m(ﬂ-e)] ) (“T)(n—m)/z cosA+-(»1)(n'm+l)/2 senh,

onde:

A = kv + m(Q-8) ,

k =N - Zp N e
INT = [(n-m)/2] € a parte inteira de (n-n)/2 ,
- —COSA-n-m=234:63 ... par
RF = (-1)
-senh i n=1,3,5, ... Tmpar ,
T _SenAjn-m=2,4,6, .. par
I,f = (-1) -
| COSA | 1,3,5, ... Tmpar .
Assim,a funcao potencial R\ Fode serescrita como se segue:
qn-m, par
aynn i COsA
" [_§| T (0™ (-0 | ¢ +
nm J _0 nmp nm - A .
r trJ ps= SN2 In-m,Tmpar
n-m, par |
[senAjI ’
. , (4.4)
nm
cosA lyom, Tmpar }
onde:
(1) = (-0 Exe (1)

anp nmp
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Assim, a funcao da inclinacao fica da forma:

oyt J2 ][ ]
(y - etienzp) (T Te o N
T (nem2Tln-p)l Sei | 2 l j Jl

L (-1)d (me2p-2] N-me2pt2] (4.5)

sendo j, = max[0, 2p-n+m], jo = min[2p, n+m] e INT = [(n-m)/2].

Entrando com o fator (-1)™" para dentro do colchete da
Fquacao 4.4 e possivel escrever:

aynn c_~
N I I nm
Rom - [r ] pZO nmp(I) {;S J cosh +
nm
S n-m, par,
+ { 'm]} senA (4.6)
Com n-m, impar,

que & a mesma expressao apresentada por Kaula (1966).

Segundo a caracteristica de D'Alembert da Mecanica Celes
te a funcao da inclinacao anp(I) e da ordem de s’“|,onde s =sin(1/2)

e ¢ = m-n+2p, multiplicada por um polinomio em ¢ = cos(I/2), ou seja,

F_(I) = s|“l J(c), (4.7)

onde a funcao Jnmp(c) e dada no Apendice A. A derivada aanp(I)/aI e

tambam necessaria nas equacoes planetarias de Lagrange, Togo:

Fampt ol (lal-r oy (o - slel Pnmpl®) (4.8)
51 2 nmp 2 3l




- 33 -

A Func¢ao anp(I) deve ser normalizada quandoos coeficien

tes Cnm’ Snm tambem o forem {ver tabela no Apendice A),

4.2 - FUNCAD DA EXCENTRICIDADE

Para que a funcao perturbadora dada pela Equacao 4.6 fi

que em funcao dos elementos képlerianos, § necessirio exprimir

n'1[cos(n-2p)f, sen(n-2p)f] em funcao de e e M. Usando a Equacdo B.9
do Apendice B,

[« 2]

r = 3 anq(e)exp[i(n-2p+q)M] , (4.9)

(n-2p)f )
[r] n-y | cos(n-2p $
a sen(n-2p)f j g=-c

que substituidas na Equacao 4.6:

1
a © |
R - i?.{_ﬁ] L Fap(D L Gpgle) i

q o
s In-m, par,
+ | "] senA } (4.10)
LCom Jn m, impar,

onde A = (n-2p)w + (n-2p+q)M + m{n-¢) e G___ e dada {Apendice B} por:

npq

npq s=0 r— r

S, Z2p-2n |i -2p
6. (e) = (1+82)" f ]i
)

(=BT 3 g [(n-2pealed , (4.11)

sendo s, =0sen=pewsen>p;r; =0sep=0ew=sep-=>0 logo
a expressao final do potencial gravitacional perturbador fica:
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I (e)
R=— — ) F (I G {e) .
a n=2 m=0 ‘a ) n=0 niap G-oo npqg
Snmpq(m’ Q’ M! B) H
onde:
{ n-m,
l Cnm Snm
Snmpq(w,Q,M,e) = | coshA+ . senA
[~ "nm nm n-m,

A derivada aanq(e)/ae, necessaria nas

rias de Lagrange, pode ser vista no Apendice B.

4.3 - INTEGRACAO DAS EQUACOES DE LAGRANGE

As equacoes planetarias de Lagrange sdo

1966) por:
da_2 R
dt  nga aM

1
de  1-e? 3R (1-e2)2 R

dt nya’e M n,ale du

Y
do _ cosi R (1-e)® 3R
dt y 3l nja‘e se

noa2(1-e2)é senl

dl cosl EL 1 3R

1 1
dt nga(1 - ez)/2 senl ¥ n,a?(1- e2)% sen1 ¢

dq 1 EB

aa _ . ’
noa2(1;--ez)/2 senl 91

dt

par,

impar .

(4.12)

(4.13)

equacoes planeta

dadas

{Kaula,

(4.14)
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g, o 1-e? R 2 aR
dt nga’e de  nea sa
1
onde ny = (u/a?')/2 € o movimento médio e R € o potencial perturbador

dado pela Equacao 4.12. A perturbacao mais significativa do potencial
perturbador € a devida a C,,(ou -J»), uma vez que este & cerca de
1000 vezes maior do que os outros coeficientes (Cnm, Sm) do geopoten
cial. Assim, o potencial dominante sera:

RSy KEQZ' \
Raq = - LaJ g é onp(I)Gzpq(e) .
. cos[{(2-2p)w + (2-2p+q)M] , (4.15)

onde eliminando perturbacdes periodicasepondo: 2-2p =0 e 2-2p+q =
=0, resultaemqg =0, p=1. Logo,

d, 2
Rzo = b Cag —e} FZOI(I)GZlD(e) s (4.16)
d

d

que substituido nas Equacoes 4.14 permite concluir que:

da _ g |

dt

de _y |

dt

da_ g (4.17)
dt

do _ 3ngCao  [le¥

— (1 - bcos?l) ,
it a(1-e2)? la/

do _ _3n,Cheag cosl
dt 2{1-e?)2a?

>
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3ngC2032
.(_j.ﬂ =1 - ; (3COSZI- 1) .
dt 4(1 _ e2)/2 a2

Se o valor de C,, € cerca de -1082,7 x 107° e usando va
lores tipicos de um satelite geodésico, e = 0,01 e a = 1,12ae,nas Equa
coes 4,17, elas se tornam (Kaula, 1966):

do _ 355 (5c0s21 - 1)(%/dia) ,

dt

9 _ 670 cosI (°/dia) , (4.18)
dt

M 14,37 + 0,0093 (3cos?I - 1)(rev./dia) .

dt

0s angulos para os quais & = 0 sao conhecidos como angu
los eriticos e seus valores sao 630,4 e 1160,56. Note-se que » > 0 pa
ra valores antes de I = Icht’ e w <0 para 630,4 <1« 1160,5, voltan
do para & > 0 apds 116°,56 (Figura 4.1).

Note-se pelas Equacdes 4.17 que &, 2 e M sio todos pro
porcionais ao achatamento C,, e a um fator (ae/a)2 que & chamado fator
de amortecimento da perturbacao de achatamento.

Um satelite sincrono com o Sol (heliossincrono) tem @ =
= 360°/1 ano = 360°/365 dias = 0,98%/dia.
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GRAUS/DIA

IcRIT,

+—» 1 {GRAUS)
g0°

Fig. 4.1 - Variacao de w e Q.

Reescrevendo a Equacao 4.12 do potencial perturbador na

forma:
R =2 Fﬁﬂn Fo (D6 (e)S. (w,0,M,8) (4.19)
nmpg © 7 () nmptCnpq S/ nmpg T '

e calculando as derivadas parciais de anpq em relacao a a, e, i, 9, w,

M, e substituindo nas Equacoes de Lagrange 4,14, obtem-se, para o caso

geral:
da 2u (3" r
z8 = — F I -2 S s
[dtl 5 [} Fomp{Hnpq @) 1204005y
nmpg  °
de] (1 - e‘)pfae]n : i n-2p
e - =t F__(I)6__ (e)S (n-2p+q} ——— |,
2 nmp npq nmpq
dt nmpq nga“e La 1- @2
1
ICAL 2 /2_
F&% - L € [.Lllii_l— anp(I)Gﬁpq(e) -
J
dt nmpg nga”~ ‘a e
ctgl
B _-—_h_7f'anp(I)anq(e) }Snmpq ’
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dI u (3"
H - — i L—ﬂ Fonp Dnpg () -
dt —— senl{1-e*)? ‘g’ Pq
. Sﬁmpq[(n-Zp)cosI—ln] s
rdﬂ] u [ae]n
t—— = i—| F' (I)G__ (e)S ,
1 nmp npq nmpg
dt nmpgq  hnea’ senI(1- e":)/2 La
d 1 ’ra n
o B g
dt Ampg Nga a
1-e? )
. S yd - 1
Ampg [ (n+1)anq(e) - anq(e) J , (4.20)
onde:
| anmp(I)
F'o (1) = ———,
nmp dl
d
1 - anq(e)
G' (e) = ———,
npq de
ds
g . _mmpg
nmpq dA

A & dado pela Equagao 4.10.

0 passo seguinte & o da integracao das equacoes de
Lagrange. A derivada do argumento A = (n-2plu + (n-2p+g)M + m(q-6) em
relacao ao tempo €:

dA

ot = (n-2p)& + (n-2p+q)ﬂ + m(é-é) = A,
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Logo:

dt = <

1 da (4.21)
A

e integrando as Equacoes 4.20 apds substituir dt da Equacao 4.21 e ten
do em conta que:

Snmpq - J Snmpq A,
obtem-se:
n
M,6)
2u [ae] nmpq(m 2,
= —t F 1)G dA ,
LI nat o) mp( ) npq(e) J ;
Ay
211 | e
= = »2,M,8)[n=-2
2o = \a] Famp 610 (€5 mog (458,150 [n-2p+a]
2 (d n
_1-¢ -f% I 2,M,6
*mpg 7 | Tee i la Fomp {1)6pg (&) Smpq (8:H,8) -
L(n—2p+q) . n-2p } ,
1-e?
a_yn VA
I e (1-e%) |
= _ F I1}G
“rmpg = 5 [ ] l: . nmp 1 6npq &) -

. 1
+ (-2 cotgl Fi (16, (6) | Spppglonnitie) |

! Ce £ (16 (e){n-zpcos -m
AInmpq = , — anp npq e)[{n-Zpjcosl -m] .

1
nga’senI(1- ez)é-'a

nmpq(m a,M,9) ,
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n
Mmpq = . : T FE% anp(l)enpq(e)snmpq(m a.M,.8) .,
noa’senl(l - e2)% i
(@ yn
AM = L T.__e.] - 1 - e b .
nmpq ", 3 \a [2(n+1)G (e) - anq( e)]
. anq(I)Snmpq(“’ L,M,0) . (4.22)

E obvio que nesta integracao foram consideradas os ele
mentos orbitais que entram nas fungoes no segundo membro das Equacoes
4.22, em valores medios (3, &, I, 5; o, M) no intervalo at. No caso de
os elementos meédios nao serem acessiveis, podem-se usar os elementos
osculadores, pois a relacdo entre eles &, por exemplo, para o semi-ei
x0 maior, a = a+8a, onde sa representa as perturbacoes periodicas que
sio da ordem de 0,1% do valor do elemento em questao, por exemplo, se

= 7000 km, 8a = 7 km. Este erro, gquando introduzido nas funcoes do
sequndo membro das Equacoes 4.22, se propagara de tal forma a conduzir
o resultado final a erros da ordem de centenas de metros. Em modelos
mais sofisticados onde se exige uma precisao melhor, e onde as forcas
nao-gravitacionais sao calculadas semi-analiticamente considerando
suas variacOes medias por orbita, a integracao das Equacoes 4.22 deve
ser feita usando elementos medios. No caso de se ter so os elementos
osculadores, os elementos medios podem ser obtidos por subtracao daque
les, das perturbacbes periodicas que podem ser calculadas usando as pro
prias Equacdes 4.22 para At = 0. Isto & valido porque as perturbacoes
periodicas gravitacionais sap as mais significativas. Poder-se-ia tam
bem, com menor precisao, transformar osculador para meédio, pelo método
de Brouwer. Observe-se que as Equacoes 4.22 nao sao calculadas gquando
A - 0, que pode ocorrer para perturbagoes seculares, onde n-2p+g = 0 e
q=m=0, ou em casos de ressonancia profunda que sera discutida no Ca
pTtulo 6. Note-se também que as funcoes Snmpq(m,Q,M,e)e gnmpq(w’Q’M’e)
exigem, para seu calculo, gue seus argumentos seculares sejam propaga

dos no tempo, isto e,



Q=0 + 0 At ,
w=wy + 0 At (4.23)
M=M, + M at,

onde 0s 9, @ e M sd3o obtidos em primeira aproximacao pelas Equacoes
4.17, ou de maneira mais precisa incluindo todas as perturbacoes sécg
lares através da substituicdo de n-2p+q=0 e q=m= 0nas Equacoes 4.20,
resultando em:

da _ n°cno raE n i
o . %) (10,0, )

1
dt’/n,o,p,o0 senI(T-ez)/z

1

an v /-
nDCno[—g] I:—(-Lle )szp(I)G' (e) -

5

npo
n,e,p,o a ®
cotgl t
F— Fmp(I)ano(E)} : (4.24)
(1-e%)"
dM L (2e)"
[Eﬂ =¥ n°acnu[_a_} Frop 1216, () -
n,o,p,0
1- ez b
+ . anﬂ(e)] Y

onde n & par e p = n/2, para qualquer p £ n. E importante notar que a,
e e 1 nad sofrem variacdo para perturbacoes seculares, isto €, a = é =

=1=0.

1

Em caso de ressonancia as Equacdes 4.22 so podem ser usa
das até periodos de batimento (PB)-méximos de 50 dias, onde:

Pg = /4] , | (4.25)
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sendo A em,revolucﬁes por dia, Para PB > 50 dias a Tinearidade das Equa
caes 4.22 e "quebradaf devido ao aparecimento de pequenos divisores. E
obvio tambem que as Equacoes 4.20 e 4.22 contem singularidades para pe
quenas excentricidades e inclinacoes.

Assim, a variacao devida a perturbacdes do geopotencial
nos elementos da orbita e dada por:

d =ap + 4Ad ,
g = €y + Ae ,

I=Ig+£‘.I,
(4.26)

Q=0¢ + 0 At + A0,
w =y + 0 At + Aw ,
M =M + Mat +«aM |

sendo 01, w, M calculados pelas Equaces 4,24 e ot & o intervalo de inte
gracao (por exemplo, de 10 a 20 dias). Os deltas sao obtidos somando-se

emn, m, pegq, por exemplo:

N n n e
)a- 5 1 3 1
n=2 m=0 p:ﬂ q=-

?

nmpq

e 0 g, que teoricamente varia de -= a +=, na pratica & determinado pela
relagao G, (e) = el9l, Entdo, estabelecendo- a ordem que se quer cal

cular anq(e), calcula-se q.

4.4 - PERTURBACOES DE ORDEM SUPERIOR

As perturbacoes tratadas ateé aqui sao lineares e de 12
ordem e isso & possivel porque as equagoes de variacao dos elementos
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contem os coeficientes dos harmonicos esféricos que sdo da ordem de
10'6, com excecao de J, que e da ordem de 1073, Supondo entretanto que
um elemento orbital seja Ej = €y t+ A5, € que se queira calcular as
perturbacOes ate 22 ordem, basta introduzir nas equacbes de Lagrange
€. = €

i 61
12 ordem, isto e:

+ Ae; e expandir o potencial perturbador R(Ei) ate termos de

R(ei) = R(Soi) + AR Ac.

i
aai Eoi
onde be, e de 12 ordem e quando multiplicado por aR/aei, tambem de 13
ordem, resulta em termos de 23 ordem. Assim, nas primeiras Equacoes

de Lagrange aparecem termos (Brouwer, 1961) de 12 e de 23 ordem,

f fn2
s [ e
dt ngao “aM’q noa% aM’y ngay ‘sMaa’, '

4,5 - PERIODICIDADE DAS PERTURBACOUES

Tendo em vista que o argumento das perturbacoes periodi

cas e:
A = (n-2p+q)M + (n-2p)u + m(-9) ,

entao, se:

a) m = 0 {zonais), as perturbacoes sao de curto e longo periodo e
os coeficientes dos harmonicos s30 Ja, Ja, Jus «..

b) m = 0, n par e p = n/2 (zonais pares), as perturbacﬁes sao de
eurto pertodo e seculares (longitudinais). 0s coeficientes no

caso Sao Ja, Ju, Jgs Jg, eon

c) m=0, n impar (zonais impares), as perturbacoes sdo decur

to e longo periodo (J;, Jss J7, «.u).
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As perturbacoes periodicas sao transversais e 3 medida
que o periodo vai aumentando o efeito vai atuando mais longitudinal
mente ate ficar totalmente longitudinai como no caso das seculares.

4.6 - ARRASTO ATMOSFERICO

Depois do achatamento terrestre o arrasto atmosférico @
para satelites baixos, h < 1000 km, a perturbacac mais significativa.
Entretanto, em virtude da dificuldade de modelar a densidade atmos
ferica de forma analiticamente integravel, a ndo ser em modelos aproxi
mados, & conveniente que as perturbacoes do arrasto atmosferico sejam
calculadas semi-analiticamente, isto E, calculando as variacoes m§
dias dos elementos por periodo a cada 1 ou 2 dias, permitindo assim a
propagacao no intervalo que se desejar. Para estudar as forcas dissipa
tivas e mais pratico usar as equacoes de Lagrange na forma de  Gauss
(Bate et alii, 1971), ou seja:

a I S [Resenf + T(1+e cosf)] ,
ng v 1-¢2
./ 1-e?
e = >—"— [R senf + T{cosE + cosf)] ,
Npad
P 1 yr cos{w+f) ,

nea v 1-e2 @2

(4.27)

O = ! N sen(w+f) ,

B
nod /1 e sen1 2

1.
W = Y 1-e? {-R cosf + T[f_"_t___f + 1}senf} - ¢ cosl ,

nyae a(1-e?

(0w + 0 cosI) ,

2rR 1
r2 - (I-ez)/2
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onde R, T e N sdo as componentes da for¢a perturbadora nas direcoes ra
dial, transversal e normal ao plano da orbita, respectivamente, de acor
do com a Figura 4.2.

¥

,
4—— ORBITA DO SATELITE
T

" SATELS

—»

W+t Y

44— PLANO DO EOQUADOR

Fig. 4.2 - Direcoes de projecao da forca perturbadora.

A forca de arrasto por unidade de massa que atua no sate

lite @ dada por:

Fz_LCDipV" (4.28)

2 m

onde C, & o coeficiente de arrasto, A/m & a relagao area-massa do sate
lite, o & a densidade atmosferica no ponto onde se encontra o satelite,
v & a velocidade relativa do satélite em relacdo a atmosfera, istoe,
& a velocidade do satélite menos a velocidade da atmosfera e v=|v].

A velocidade do satelite em coordenadas polares e:

Ve=F = r ep + r?‘éT , ' (4.29)
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enquanto @ velocidade da atmosfera no ponto em que se encontra 0
satelite e:
N ~

\.fatm=w-|-k1’\l'=nu~]-r‘‘kﬁéR.t (4.30}

0 k no sistema movel & (Pilchowski et alii, 1981):

k = Rsa8p + Raofp + Rasly (4.31)
logo:
( 3 (. )
Vg r
v = Gg.vatm =tvp|=1|r f - wp T cosl . (4.32)
L Yy ) L+mT r senl COS(w+-f)'

pois Rsp = cos{w+f)senl, Ry3 = cosl, e

_a(1-e%)

B L]
1 + e cosf

.

2 - -
ae(1-e”)senf p__esenf o

(1 + e cosf)? a(1-e?)

As componentes da forga de arrasto que sao substitui
das nas Equacoes 4.27 sao entao da forma:

R - e senf r2 §
| a{1-e?)
T{=-Lc A v f $ I (4.33)
=-—Cy—p rf-wprcos , .
2 m
N j tug T senl cos{w+ f)
L L
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v= (vi+ v+ szﬁ
' N RTTO O

Na integracao, onde aparece rdt substitui-se dt por
(r?/G)df e o cosE na Equagdo 4.27 troca-se por:

cosE = _cosfre (4.34)

1+e cosf '

Supondo e, = (a, e, I, 9, w, M) entao £ = file;sf)  re
presenta qualquer das Equacgoes 4.27.

A propagacao semi-analitica da orbita exige que se calcu
Te a variacao media Ei por periodo do satélite e isto € feitoda forma:

£. =

;
=t filepnar, i- (4.35)

1
T %

ou integrando-a em anomalia verdadeira,

( 2
oL e ) 94 (4.36)

0 que & equivalente a eliminar as variaveis de curto periodo das equa
coes. A densidade p pode ser calculada a cada 2 minutos e considerada
constante neste intervalo. Assim, a variacao nos elementos orbitais,
devida ao arrasto atmosferico e

Ag_i = g]. - 51.0 = é.l(t-tg) sy 1 = 1,6 . (4-37)

Qutra forca de origem aerodinamica que atua no satélite
2 a forca de ascensao ("1ift") que tende a levantar o satelite no pla
no da orbita, mas esta forca € muito pequena quando comparada coma for

ca de arrasto, por isso nao & aqui considerada.
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Como a forca de arrasto depende do quadrado da velocida
de, € facil visualizar que no perigeu seu efeito énwiore,portantoj
havera maior dissipacao de energia, causando em consequéncia perda de
altura do apogeu, isto €, produzindo a circularizacio da orbita, ou se
Jja, fazendo e tender para zero. Sendo rp =a(l-e)er. =a(l+e) 5;

. . ap
alturas do perigeu e apogeu, respectivamente, entao

Arp = {1-e)ara - ape ,
(4.,38)

Arap = (1+e)aa + ase ,

ve-se que no apogeu as perturbacGes em a e e somam-se.

4.7 - PRESSKO DE RADIACHD

A forca de pressdo de radiacdo & de efeito significativo
para_saté]ites altos, pois testes comparativos sobre forcas de pressao
de radiacac e arrasto atmosferico demonstraram que para sateélites com
altura da ordem de 1000 km, a for¢a de pressao de radiacao supera a de
arrasto atmosferico. A expressao matematica da forca por unidade de mas
sa, conforme ja visto no Cap?tﬁ]o 3, e

S -
Fe-fg—Psry - (4.39)

onde CR e o coeficiente de refletividade, que varia de satélite para
satélite, com valores de 1 a 1,44 (Lala, 1974). A razao $/m mostra que
para satelites do tipo balao, de grande area/massa, a pressao de radia
cao e bastante atuante. A constante PS e da ordem de 4,86 x 10'5 Joule/
/m?, Com o intuito de simplificar a notacao, toma-se F = K fs, sendo
K=-C PS S/m. Assim resta agora calcular as componentes R, T e N das

R
forcas que serao substituidas nas Equacoes 4.27 e que sao dada por:
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...SQER= KRI .

KT* (4.40}

—

H
-y
D

_’

I
Fass
1

L
e
—i
I

N=F. ey = K rs. eN = KN' ,

sendo éR’ éT e EN 0s versores nas direcoes R, Te N; e ES € 0 versor
na direcdo geocentrica Terra-Sol. Foi admitido aqui que os vetores nas
diregoes dos centros de massa Sol-Terra e Sol-satélite sdo paralelos.
0s versores éR’ ET’ EN e FS sao dados no Apendice C por:

r 3
c? cos{n+v) + 52 cos(v-0)
&y = | ¢® sen{p+v) - 52 sen{v-g) G 3 K, (4.41)
senl seny
[ 2 2 ]
-c? sen{n+v) - s? sen(v-p)
ET = | ¢ cos(Qev) - s? cos(v-n) |(3 j k), (4.42)
{ senl cosy
senf senl
EN = {-cosa senI (i 3 k), (4.43)
cosl

onde v = w+f, c e s sao cosl/2 e senl/2, respectivamente, 0 versor geo
céntrico na direcdo do Sol (Apendice C) e

-

g = COSAg 1 + senig cose J + semig sene k (4.44)
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e a parte periodica (R', T' e N') das componentes R, T e Ndas Equacdes
4.40 podem ser calculadas, ver Apendice C, onde se usou a notacao
w=w+a e cosa = c(a), sena = sa),

R' = cllc(ks- w-Ff) + clzc(As-bﬁ-ff) + c21c(ks4:m- Q+f) +

+ Corcli - utn-f) +;—s(e)s(1)[C(AS—m-f) -

+ c(ks +o+ )], (4.45)
T' = Cus()\s-ﬁ-f) - Clzs(ks{$+f) - 0215(}\5+m-§2+ f) +

+ Coa5(Ag-we - f) {-—;—S(S)S(I)[S(?\S-w-f) ;

+sOgtutf) (4.46)
N' =

I:-CZ{%]S(AS-Q) + 52{?}5(A5+9):|S(I)+c(I)s(s)s(As),(4.47)

onde X¢ e a longitude do Sol (medida sobre a eclitica), ¢ € a obliqui
dade da eclitica e os coeficientes Cij que aparecem nas Equacoes 4.45
a 4.46 sao

i1 = cos? L cos? £,
2 4
C1z = cos? L sen? £,
2 2 (4.48)
Cay = sen? 1 cos2 &,
2 p
Cpp = sen? L sen? £
2 2

E importante notar que a componente N' da Equacdo  4.47
nao contem elementos de curto periodo, As Equacoes 4.45 e 4.46 podem ser
desenvolyidas e escritas como
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~
|

= R' cosf + T' senf ,
P p

(4.49)
T

I

-R! senf + T' cosf ,
p "

sendo Ré e Té 0s valores de R' e T' no perigeu, onde f = 0, ou seja,
sao funcoes periodicas de Tongo periodo. Assim, as componentes da for
¢a perturbadora R, T e N podem ser escritas na forma final

R = Rp cosf + Tp senf ,
T = -Rp senf + Tp cosf , (4.50)
N = KN' ,

sendo Rp = KR&, Tp = KT& os valores de R e T no perigeu. A componente
N ndo contem termos de curto periodo.

A pressao de radiacdo so atua no satelite quando este se
encontra na regiac iluminada pe]o'So1, portanto, & preciso calcular de
forma analiticaos angulos, em anomalia excentrica {ou verdadeira}, de
entrada e saida do satélite na sombra. Uma maneira de fazer isso & cal
cular a intersecao do cilindro de sombra projetado pela Terra na dire
¢ao oposta ao 501, com a elipse da orbita do satelite (Escobal, 1965),
conforme a Figura 4.3.



- 52 -

SOL

Fig. 4.3 - Entrada e saida do satelite na sombra.

As Equacoes 4.50, assim como as Equacgoes 4.27, estdo es
critas e podem ser integradas em fungao da anomalia verdadeira desde
a saida atd a entrada do sat&lite na sombra, resultando nas sequintes
variacoes por orbita dos elementos orbitais (Cook, 1962):

2
Ad = ;E;'[A Tp + a(cosEE - cosES)] , (4.51)
1]

T 1
pe = P [332(1 - ez)/2 D - + & (1-4e2)A } -
BoL 2e  2e

R r 2
L .p F+a(1'E)H+1—B}, (4.52)
2u L e? e

Al

N {[ ¢ + (1+2e%) ah - 3a’e D }COSm -
U 2(1 - e?) 2(1-92) (14—82)1/2

+ B osens } , (4.53)
e
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. 2
ag = N { F cosu [ ¢ Y I
2(1-e2) 2(1-e?)

u senl e
2
+ ——EE—E~;-D ]senm } . (4.54)
(1-e2)h
R Yn o C a : I
Aw + AQ cosl = - B [ 32(1-e)2D + — - £ (1+2e2)A J +
ue e 2e
T .
+ —P [eB + a(1-e2)H], (4.55)
2ue’®
1
M = - 3 s G-(1- e"’)/2 {aw + AR cosI) -
2 a
+ L PR +Q/1-e2 T, (4.56)
nza p p
0
onde:
rEs = a(1-e cos EE,s) ,
A = re senfE - re senfS .

B = rE cosfp - ré cosf, ,
C = rE senfp - rg senf. ,
y f (4.57)
D - arctg [ (1-e%)2 tg(f/2) ] ,
T+e fE
o2 _ a2
F = TE - Tg o
Eg
G = (E - e senE} ,
Ee

H=Y‘E-Y‘S,



- h4

_ S
P = [ (1+e?)sent - 3 L& genze }n ,
e s
Q= [-—— cos2E - cosE ] .
4 EE

sendo fp, Eps foe Eg angulos de entrada e saida na sombra em anoma
1ia verdadeira e excentrica, respectivamente.

Se o satelite estiver permanentemente iTuminado, e se £
representar qualquer um dos elementos orbitais, entado:

g - 88 _ Do (4.58)
p 2

ou seja, a variacao por periodo pode ser considerada como a derivada
no tempo. Para satelites iluminados a integracao das Equacgoes 4.27

-

e de 0 a 2, 0 que resulta em:

a =0,
1
2y
é=3(1-e) T .
2ang P
P 3Ne cosw
2 é
2ang(1-e?) (4.59)
o= - 3Ne senw

2any(1-e )/2 senl

1
21/,
Zange

o+ O cosl = -

>

p

M= —(1-e2fé-(é + 0 ocosl) + J§1—R

Npad P
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onde;
R = KR',
p p
T =KT',
b e
N = kN'

Das Equacoes 4.45, 4.46 e 4,50 tem-se que:

R]-; = C11C(ls-$) + CIZC(AS-F_G) + C21C(AS+N-Q) + C22C(}\S—m+ﬂ)+

+

jg—S(I)S(E)[C(RS-(u) - c(As4-m)] ,

T[I) = Clls(As-(;) - Clzs(hs+5) - C215(>\5+w‘9) '{' szS()\s-m+ﬂ)+
+ ;_ s(Ds(e)lsOg-0) + sOig+0)] (4.60)
N - l__cz[ﬁ]sus_g) + 52{;2_}5(>\S+9)Js(1) + c(I)s(e)s(As) .

As Equacoes 4.59 mostram que quase todos os elementos da
orbita estao sujeitos a perturbacoes de longo periodo e & notavel no
caso da excentricidade onde, pe]o'fato de Tp ser de longo periodo, a
orbita sera ora mais excentrica ora menos.

4.8 - PRESSAQ DA LUZ REFLETIDA (ALBEDD)

A reflexao da luz pela superficie da Terra € de forma bas
tante complicada e depénde do tipo de matéria sobre a qual o satelite
esta passando, por exemplo: terra, matas, rios, oceanos, geleiras, etc
Sabe-se, entretanto, que a radiacdo predominante na reflexao € do tipo
difusa. Assim, tomando a componente difusa refletida na direcdo radial
do satélite & facil aceitar que a radiacdo refietida e igual a
radiacdo incidente muitiplicada por um coeficiente de reflexao da  su
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perficie da Terra, Esse coeficiente difere para cada regiao, por exenm
plo nos polos a reflexao &€ maior. Entretanto, toma-se aquiumcoeficien
te medio que se admite sér wvalido para toda a regido iluminada da Ter
ra e o valor adotado para esse coeficiente e a = 0,31. A forca de pres
sao de radiacao devida ao albedo & na direcdo radial e no sentido Ter
ra-satelite, 10go sua expressao €:

S

— Pg r =ak'r, (4.61)

a CR
m

onde K'
bedo.

CR(S/m)PS, ja visto na Secao 4.5, e a € o coeficiente de al

Para estudar a influencia da forca de albedo nos elemen
tos orbitais basta obter suas componentes nas direcoes R, T e N e subs
titui-las nas Equacoes 4.27, Como a forca de albedo € na .direcdo ra
dial, a unica componente nao-nula & R, ou seja:

R=Fp.eg=2aK r.e,=aK'. (4.62)
Substituindo a componente R nas Equacoes 4.27 othm-se:

3228 5K senf ,

Noy

¢ =1t 3K senf,

Mod (4.63)
S = — 3 K' cosf ,

Ngae
M=ng - 2ak (1 - e coskE) - v a,

Nod

1 - - - .
sendo y = (1- ez)/2 . 0s demais elementos da orbita nao sao perturbados

pelo albedo. Usando as re]acaes
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senif dt = = (cosE - e)dE ,

N (4.64)
cosf dt = L senE dE ,

Ny

e integrando a Equacao 4.63 em anomalia excentrica obtem-se:

pa = —— a K'(A* - eB*) |

re = Y- 3 K'(A* - eB*) ,

Aw = —— 3 K'C* (4.65)

M= - 208 (gx _opxy o 22K HHE—Z}B*-

sendo:
A* = senEE - senES R
B* = £ - E5
(4.66)

* _ -
C* = cosEE cosES R

D* = senZEE - sen2ES .

Analisando as expressoes anteriores das derivadas e suas 1integracdes,
ve-se que o albedo -s0 introduz perturbacdes peridodicas de curto perio
do.
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Analisando as Equacoes 4.50 das componentes (R, T e N)
da for¢a de pressao de radiacaonota-se a sua natureza periodica, de cur
to e longo perTodd, sendo a parte de curto periode (periodo orbital)
representada por senf e cosf, e a parte de Tongo periodo pelos argumen
tos ls Tt R, Ag twe AS + O das funcaes Rp’ Tp e N. Assim, como es
sas forcas sao substituidas nas Equacoes 4.27 conclui-se que os elemen
tos da orbita estdo sujeitos a perturbacaes de curto e longo periodo.
Entretanto, as Equacoes 4.59 mostram que: a) para satélites permanente
mente iluminados o semi-eixo maior nao e afetado por nenhuma perturba
¢do periodica, b) para satélites que passam pela sombra, o  semi-eixo
maior contém perturbacoes de longo periodo. Os longos periedos das fun

coes Rp’ Tp e N sao do tipo:
P = . 2? Pl I i s er . (4.67)
hg tw 2@ ALt ) Ag t 0

e podem variar de 20 a 180 dias. Na integracdo analitica das Equacdes
4.59 surgem os mesmos denominadores da expressao do periodo (P) e por
tanto os seguintes casos de ressonancia podem ocorrer:

}'\Sioﬁtf2={},
J.\Siﬁ)=0, (4.68)
is 1 Q=0

4.9 - COMPOSICAQ DAS DIVERSAS PERTURBACOES

As diversas perturbacoes que atuam num satelite artifi
cial, ou seja, forga devida ao campb gravitacional, for¢a de arrasto
atmosférico, forca de pressao de radiacao e outras, podem ser juntadas
aditivamente (ver Apendice D)} da forma:




- 59 -

a =ag + AaG + AaA + AaPR + ...

[ =1, + ﬁIG + AIA + AIPR t aes
(4.69)

0 = §p + ARE + AQG + AQA + AQPR + uen

w = wp + Awt + AwG + AmA + AmPR + ...

+

M= M, + oMt Mg+ AMy + aMop +

PR

onde aq, €p, lo, R0, wo & My s30 valores iniciais (de preferencia me
dios); &, &, M sao calculados pelas Expressoes 4.24 so para  perturba
coes seculares; e 0S A(aG, egs Igs Qg0 9go MG) sao as perturbacoes pe
riodicas devidas ao geopotencial. As variacoes com ndices A e PR sac
as devidas ao arrasto e a pressdo de radiacao, respectivamente.



CAPTTULO 5

PERTURBACUES NAQ-LINEARES

5.1 - METODO DE BROUWER

0 coeficiente C,o(-J,) do geopotencial e cerca de 1000
vezes maior do que todos os outros coeficiente C ., S . E de espe
rar, portanto, que se os efeitos de Cnm e Snm sao descritos como  per
turbacoes lineares (Fquacoes 4.22), o efeito de C,, deve ser considera
do como perturbacao n50-1inear, de ordem {C,,)%. Para isso, lanca-se
mao da teoria de perturbacﬁo de Von Zeipel que consiste basicamente no
sequinte: toma-se a funcdo hamiltoniana do sistema, em funcdao das va
riiveis de Delaunmay (L, G, H, %, g, h) e efetua-se uma serie de trans

formacoes canonicas eliminando sucessivamente as variaveis 2=M (cur

to periodo), depois g = « (longo periodo) e em seguida h = @ (longo pe
riodo), da seguinte forma:
. TC
H(LQG,HS R’J g! h)_+ H!(LI’GlSHIS_! gla____) ]
TC
—_— H"(L"s G", Hu: s s ) L) (5-1)

1 1
sendo H o hamiltoniano, L = (ua)é, G="L(1- ez)/2 e H =G cosl, entdo
pelas equacoes de Hamilton

bi = ‘BH/aqi )
qi = BH/3P1 ]
onde p; = (L,G,H) e g5 = (2,9,h), e como o ultimo hamiltoniano H" das

Equacoes 5.1 nao contém os gy, tem-se que:

_ 61 -
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=]
1

- (cte)i ,
(5.2)

L
—Iy =
|

= q$ + (cte)i(t- to) .

A vantagem de obter uma equacdo como a Equacdo 5.2é que,
por esta ser linear no tempo, permite que se faca a propagécﬁo no tem
po. 0 objetivo do método empregado e encontrar funcoes geratkizes que
permitam as tranformacoes propostas ate chegar as Equac6es 5.2, que
s30 as variiveis medias (seculares). Assim, conforme o método de Von
Zeipel, a funcdo geratriz S & expandida em termos de ordem zero ate 22
ordem, sendo que a ordem & aqui caracterizada pela presenca de J, (12
ordem) e J2 (22 ordem). O H escrito como H = Hy + Hi1(J,) e de 12 ordem,
e as equacoes resultantes sao equivalentes as de Lagrange (Equacoes
4.22) que tambem sao de 12 ordem. Colocando o termo H,(J3) em H, as
equacdes resultantes sdo de 23 ordem, mas isso so e feito no novo ha
miltoniano, uma vez que se espera existir uma transformacao  canonica
que permita escrever o novo hamiltoniano com termos de 22 ordem a par
tir do antigo que so contem termos de 13 ordem.

A transformacao canonica conveniente e aquela em que S =
- S(qg,P), onde S, a funcao geratriz da transformacao (Coldstein, 1953),

satisfaz as equacoes:

(L = L' + 2S1/98 + 852/32 + vvr
s = 85 | G = ' + 351/39 + 852/3G + «v » (5.3)
3q; |
L H = H' + 3S1/8h + 8S2/3h + ...
{ 0" = ¢ + 9Sy/3L" + 3S,/3L' + v.uu s
Q; = 35 ) gt =g+ 95,/06" + 352/36" + «.u (5.4)
ap.
L h' = h + 3S,/8H" + aSz/aH' + ...
sendo:
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1
[lsgsh] Pi = [L', G', H']

(
pi [L,G,H] J Q‘ = [gl: 9‘: h‘}
l

9

A funcdo geratriz deve portanto conter S, para captar termos de 22 or
dem e e escolhida da seguinte forma:

w
13

L's + G'g + H'h + Sy(L', G', H', 2, @) +
+ 50l G, H', &, 0) + e (5.5)
onde:
Se = L' +G'g+ Hh .

0 hamiltoniano & escrito como uma expansao de ordem zero
ate uma dada ordem e na notacao aqui adotada F = -H, ou seja:

F = Fo + F1 + oaie s (5'6)
onde:

Fop =% e F, =R (ate 12 ordem),

= Py(seny) ,

fazendo k, = aé J,/2 e como:
seny = senl sen(g+f) ,

entao:
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_ Y .3
R = ¥ kz { [-_l-+ ii—coszlj a
2 2 r3

3
+ [ 3.3 cos?I| & cos(29+—2f)} . (5.7)
2 2 )3 :

v
I

Assim, escrevendo a Equacdo 5.7 em fun¢ao das variaveis de  Delaunay,

tem-se:
A= -1/2 + (3/2) cos®l = -1/2 + (3/2}H?*/G* ,
B = 3/2 - (3/2)cos®I = 3/2 - (3/2)H*/G? ,
entao:

L 3 . 4 3
F, =R =¥ ke ad E_EZ.B E—-COS(Zgier) .
LB ra LE r3

Definindo agora (Brouwer, 1959):

(a/r})® = (L/G)® + oy &

(a/r)3cos(2g+2f) = o2

onde oy e o sdo fungoes periodicas de & e g, o hamiltoniano em varia
veis de Delaunay resulta em:

2

oy -
Fod o wkeh wke qo gy, (5.8)
o2 LG L®

que, como se observa, nao contém termos em h.

Efetuando a primeira transformagao canonica que objetiva
eliminar os termos de curto periode {em £), tem-se:

F(L,G,H,2,9) — F'(L',G',H', ,g') ,
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Fo(L)+F1(L,6,H,2,9) + ... = Fo(L*) « Fi(L'.6".H', ,g') +
+ F3(L',6' 1, .9") + .o,
mas devido as Equacdes 5.3 e 5.4 & permitido escrever:

FO(L+SM+S + ...) + F{L +SIZ+S + oeee, G' ot

24 2%

+Slg +Szg+ vees H'y 2, 9) + .., =

Fo(L') + Fi(L',G',H',—,35/3G') + F} ,

b

2 2
Fo(l) +2Fos g 1 3F0g 123y
Lt R Mg gz BP0 g g2 2R
FFaLGH g + s s g
aL" aL* ag' 19
2 2 n2
+ﬁ52 L3F15i£+1_8F1521+J_0F151+
36" 9 2 L2 2 oL'? 2 a6 9
2
f LR e D FIL) € FULYLGLHg)
2 a6 %9
R
3g 9G'
Separando os termos de mesma ordem obtem-se, para
ardem zero:
Fe(L') = FalL") , (5.9a)
ordem 1
o g 4 FaL,6H,0,0) = FL(L',6'H,0) (5.9b)

AL L
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ordem 2:

2 1
3Foge 3 g 31 PRI S SR i LT (5.9¢)

1
— 2
2 aLrz Mg 2L M ge 1g 39 3G

As Equacoes 5.9a e 5.9b fornecem, respectivamente:

Fo(L') = Fo(L') = w?/2L'2 , e
(5.10)

-1
N RS
3L aL’

onde F, & dado pela Equacao 5.8 e Fy & a sua parte nao-periodica. F, e
desdobrada em uma parte secular e em uma parte periodica da seguinte

forma:
Yy
c=ikg, (5.11)
1 LaGs
pk
Foo= 222 (Aoy + Boy) (5.12)
p Ls
N
FLoo ke (5.13)
L'3G'?
Assim, a segunda das Equacoes 5.10 torna-se:
4
31 vk (a5 4 Bo,) . (5.14)
L L3

A integracdo desta expressao, para obter S,, faz-se me

diante o uso das integrais (Brouwer, 1959):

3
Jﬁdi:[(ﬁw£~Fizgﬂf—z+ewﬁ), (5.15)
l r3 GS G3
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3 _
[ gy d8 = — LL sen(2g+ 2f) + < sen(29+f) +
2

+ £ sen(2g + 3f) ] . (5.16)
6

que substituidas na Equacao 5.14 e integrando-a resulta em:

uk, | T
S; = £ 22 ¢ A(f-g+e senf) + B| — sen{2g+2f) +

G'? 2
+ £ sen(2g+f) + = sen(2g+3f)}} . (5.17)
2 6

Na Equacao 5.17 nao aparece constante de integracao por
que s0 serao usadas as derivadas parciais de S;.

As relacdes entre as antigas e novas variaveis sao calcu
ladas pelas Expressces 5.3 e 5.4, que dependem de S=Sg+S1+Ss + +.us
assim para introduzir termos de 22 ordem, tem-se de calcular S,
pela Expressao 5.9c, onde aparece o termo Sig de 2@ ordem. Mas como a
primeira transformacao relaciona so variaveis de curto periodo (que tem
pequena amplitude) e como o calculo de S, seria bastante Tlaborioso,
Brouwer preferiu avaliar o termo de 22 ordem atraves de F, e so intro
duzi-lo nas equacdes de Hamilton paraocalculo das variacoes dos elemen
tos medios no tembo, como sera feito adiante.

A derivada parcial de S; em relacao a g e:

2 R i i
351 _ u'ke B[ cos(2g42f) + e cos{2g+ ) +— 005(29+-3f)J, (5.18)
B‘g GI3 3

pondo vz = u?k,/L'* e usando as Equacoes 5.3 e 5.4, tem-se para uwa apro

ximacao de 12 ordem:
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3

. {i ] i_.'f_] a’ cos(29+}_2f)J} :

2 2 G'%r
. e f 2 . :
_ G'{1 fyp l—:’l - iﬁ_J[aos(Zgﬁf) & C (5.19)
le 2 2 GIZ

1 2 2 A2 3
Zgxz L {[-1—+—3—H—](a—g—+i+ 1Jsenf +
2 r2 L'z oy

+ ‘l]sen(Zg-ﬁ-f) +

o]
[
o
&
o
—
—

lsen{2g+ 3f)} .

{ 23Y{a2 12
{-1—+1H—J|E-—G—~+i+ 1]Senf+
2

2 GIZ kr?_ Li?. r

I
ta—
+
s
IE
—_——

( 2 2 pi2 3
+ j—-i—-H—-—][[- ae 3, 1jsen(29+f) +

(.2 12 h i T _ 14 2
R L M S sen(2g+3f)J}+y2 _L-—{[-iJ,EH—].
‘w2 L' r 3

(9 15 H2OT

. (f-2+e senf) + | = - = 1 sen(2q + 2f) +
2 2 g2l

+ & sen(2g+f) + = sen(2g+ 3f) } , (5.20)
P 6 .
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\ L'*H 1
h=h'-3ys — f-2+e senf - — sen(2g+2f) -
G' 2

+& sen(2g+f) - fi-sen(294-3f)] ,
2 b

onde:

E -esenkt =2,

v
r senf = (1-€%)?a senE ,
T -1 - e cosE .
a
r cosf = a(coskE - e) .

Como ja foi comentado, as perturbacdes de curto periodo
sao de pequena amplitude, portanto so se faz necessario avaliar termos

de 23 ordem atraves da parte secular da Expressao 5.9¢c, que e:

{ 2
_1_ 32Fo 35 + aF; 851 + aF, 35, - F: ]
2 9L'% i aL! S

(5.21)
o 3G' g

Substituindo as derivadas parciais de S;, Fy e Fyna Equa
cao 5.21, obtém-se para F3:

2 15 : b (A ) 16 2
P [EL_[1_1§_L+_*L}+3L [1_ H
LllU

L
= 6_._._+9H_J_
32 G|5 5 G|2 G|1+ 8 GIE G|2 Gt!f
7 f 2 4\ 62 15 17
PBL o 0 -7“”—3““2 HL A
32 Gl? an GI'-(-J 1,6[.'10 GIS Gl?

2 4 37
. [1 - 16 Ji—-+ 15 jimlJ cos2g' ,
GIZ Gl‘t
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onde no ultimo termo do 29 membro ¢ foi substituide por g', o que &
possivel por ter este termo o fator k3 multiplicado.

0 hamiltoniano final da primeira transformacao tomaa for
ma:

2 - h { . 2 .
Fr = K s+ H Ka |- _1_ +iH_] + F; s (5.23)
2112 L|3G|3 \ 2

e F3 pode ser separado em duas partes, uma periodica (sz) e uma secu
lar (F:S):

P2 = Fag (LS80 H) + Py (LS8 H ") (5.24)
A nova funcado geratriz para eliminar g' é:
S* = L"¢' + G"' « H"h' + ST(L",G",H",q") , {5.25)

e a transformacdo canonica € F'=F" que expandida em Taylor resulta em:

Fi(L',G',H') + F3 = F§ + Ff + F3 ,

. * .
Fo+ FLLU,G" + 230, W) e ¥« FX = FL + FL+ FY,  (5.26)

ag? P
ou:
Fo = Fi (5.27a)
Fl = FY, (5.27b)
aFi 351, P =0 (5.27c)
aGn ag].

Fro = Pl (5.27d)
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Da Equacao 5.23, obtem-se:

i I { 2
3F1 3 wke [{ -5 Ji_] , (5.28)
26" 2 L'

em que L' e H foram substituidos por L" e H". Assim a Equacao5.27c for

que para 1

* fli2 " 2 A
351 _ G"Yz[-l-tL L ][1_ LT Ji_J] _
agl 8 GIIZ Gllh GIIZ Gllli
{ H2 -
. l1 -5 ———] cos2g' . (5.29)
Guz

Esta expressao contem o fator:
-1

2 R
[1- s.iL-] = (1 - 5cos?D)7Y
Guz

63,4° (angulo critico) apresenta singularidade easuatrans

formacao nao € possivel,

As equacoes de 13 ordem para termos seculares e de longo

periodo s3o:

Lt = Lll .
G' = 6" « aSi/eg’ , (5.30)
) f112 1y [ { 23
g = G"{I + Yzl'-_ - L_J 1 t-u _H_J i}
Gu2 Gul; L 8 Gn2
2 - —
+5 H {1 -5 li—] cosZg"} s
Gllf-l Gll2 J
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Da Equacdo 5.29, obtém-se:

St - G*'YZ(L—'i ; QM‘- {1 1 :—22] -

-1

+ ——-———-[1 -5 ———} JsenZQ" . (5.31)

*
oo g ST
L
Ll B 2 “1q
2= 0 4y [l -1 L}-si 1-5 —H-] JsenZg" ,
g" o] Guz Guli Gl|2
1 " S*
q' = g -EEl , (5.32)
12 2 14 f 2y .
g = g" + YZ[LL_ {1_33 H_]_iL_ “_EE_H__J .
16 G||2 G||2 16 Glth 3 Gllz
12 . (R 4 2 -
+{__2__5_L_+§.§L_._]H_[1_5H_] -
2 GIIZ 2 Glll\t GII’-} GIIZ
-2
12 P %Y 68 f 2
+ 25[L LN 1-5H—] JsenZg“ ,
Guz Guli GHG GIIZ
hl = hll - as.{ R
oH
L2 [ 2]-
h' = h" o+ Z[L—-L—7[lli 10 A2 l1-5H_J :
Guz Gth 8 G" G||3 Guz
2y
+ 25.1L_ P -5 Ji_i 1sen29" R
GII5 G||2

onde nestas tres ultimas equacdes g' foi substituido por g'.

0 hamiltoniano para a ultima transformacao e:
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2 4 { 2
Fxx = U + 1Ko L_ L + i_H_] + F'g'* . (5.33)
2L|2 L|3Gna 2 2 G||2

usando as equacoes de Hamilton, & possivel determinar as variacoes se
culares no tempo, incluindo termos de 22 ordem representados agui por
v3(J2) e introduzidos através da Expressao 5.22:

do" _ gp
dt L’

1 . 13,0 : 2 i 15 16
913y, 2 RN +Y§LEL_+1_L___-
dt : Gua 2 2 an 32 G||5 2 Gus

45 L7 [ 135 L'° L'® - 45 L'7} i
+ — — + -———9——-’:—-——4-
32 Gu'.? 16 GHS GnS 16 Gu? Guz

i 5 16 7 &
L[IBL erLt 315 L } H }} ’

32 GnS 2 Guﬁ 32 Gu? Gul&
dg" _ aF**
dt 3G"

1] rh . 21 16 17
d_g_ n0{3'¥2|__......_ [.._1..4.1[-'_ +Y2]-EL_+1L__
2

2

dt G:|5 2 GHZJ 32 GHB 4 Gn?
18 { 16 v7 183 2
L1050 f 189 L' o L7 135 L% KR
32 Gua 16 Gua GII7 16 G||8 Guz
(X 7. 18 4 T
L [135Lc 13517 1155 L } H J} , (5.34)
32 GuG 4 Gu? 32 Gus Guh
dh" _ aF**
dt oH
u [ { 16 7 18
dn* no{_3Y2 _L_JL”zE .2_7L_+_95L-__ELFJ L
dt Gult» Gn 8 Gns 2 Gu? 8 Gua Gn

-

[ 15L'S 27017 105L'°) W J}
8 GIIG 2 GII?' 8 GliSJ Gl.[3 .
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1 3
sendo que no = p?/L*'? = 1_J/2/a§2 .

A Figura 5.1 representa graficamente as perturbacoes se
culares e periodicas.

?

PARAAAL L0 ‘}
qpsf

a) b)

!II

o -
~ .

v
v

c) a}

=T
-
-

e) : f)

Fig. 5.1 - Representacao dasvperturba¢6es seculares de
Tongo e curto periodos: {a-f) variaveis ca
nonicas de Delaunay.
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A sequencia de calculos que deve ser adotada- € a que se
segue.

Dados: 2, g, h, L, G, H (elementos osculadores) no tempo
t., e substituTdos nas Equacoes 5.19 e 5.20, tem-se:

)
|

L = Ll 'i'Fl(L'sGIsHsﬁ':gsf) »
—_ (L',G',H‘)
G =G+ F,(L',G",H,2,9,f) , |
H=H', (5.35a)

g =8 + fi(L',G6',H,2,9,f) ,

e folL,6,H,2,0,F) L b o=> (2',9",h")

s
1l

=
+

h=nh'+ fs(L',G',H,2,9,f) ,

sendo r, f, r/a calculados com as expressoes
E-esenkE =12,

1
r senf = (1- e)/2 a senE ,

r cosf = a{cosE - e) .

Em sequida utilizam-se as Equacoes 5.30 e 5.32 introduzindo o valor

g" = g' e obtem-se:

<
L' - L™ ,
G' = G" + F*'(L",G",H,g") . f — (L“,G_",H“) , (5.35}))
Hl = Hll .
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com os valores de L", G", H" pocdem-se calcular 2", g" e h", ou seja:

- )
2= 2t F(L"6"Hg")
!
gl - gu + f;(L”,G",H",g“) , — (R“,g",h“) ) (5.35C)
h| = hn + f?(L",G",H“,g") .

Estes &", g", h", L", G", H" sao as constantes de inte
gracao para o tempo (ti) e os elementos de partida na  integracgao
das Equacoes 5.34 que podem ser escritas na forma:

£i+1 = 21 + Cgﬂt .
9541 = 93 ¥ CgAt i

{5.35d)
h1.+1 = hi + Cpat

L",G",H" = constantes e At = t - t,.

Assim,inicia-se o processo inversc até chegar nos elemen
tos osculadores 2, g, h, L, G, H para o tempo ti%- g, finalmente, cal
i i

culam-se as novas coordenadas para este tempo, isto e:

X [ AX Bx 0 \ cosE --e \

Y | = AY BY 0 senk )

JA AZ BZ 0 0
s o ’ (5.36)
(& | ( Ay By O ]( -senE |

v o= %?- A, By O iz cosE | ,
z A, B, O Jl 0 |

onde:
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n = (11/63\3)1/2 ;

Ay = a{cosq cosh - seng senh cosl} ,

Ay = a(seng cosh cosl + cosg senh) ,

A, = a senl seng , (5.37)
By = - a /1-e? (seng cosh + cosg senh cosl) ,

By =a v 1-e* (cosg cosh cosI - seng senh) ,

B, =a/1- e? senl cosg .

A anomalia excentrica "E" pode ser ca]cu]ada'pe1a equa
cao de Kepler:

£ =E - e senkE .

A teoria de Brouwer foi posteriormente ampliada para coe
ficientes zonais até ordem Js. Como os coeficientes dos harmonicos
esfericos do geopotencial de ordem Ji, Jy e Js Sao da mesma ordem de
J> e este Ultimo s0 foi considerado para termos seculares (que sdo o0s
mais significativos) do hamiltoniano, as correcoes acrescentadas para
os harmonicos de ordem superior (Js, Jy, Js) SO introduzem termos de
longo periodo e seculares,no hamiltoniano e na funcao geratriz. Assim,
a teoria € a mesma aplicada a ordem J, ate a transformacao (2,9, h, L,
G, H) » (&', g', h', L', G', H'), ou seja, ate ostermos de curto perio
do. Da transformacac (2',q',h',L',G',H') de longo periodo em diante
@ que se usam as cérrecﬁes para as ordens superiores.



CAPTTULO 6

RESSON@NCIA E LIBRACHO DE SATELITES GEQESTACIONARIOS

6.1 - RESSONANCIA

Em teoria de satelite os fenomenos de ressonancia estao
sempre ligados aos pequenos divisores que ocorrem quando A= (n-2p)$'+
+ {n-2p+q)M + m{2-6) = 0. Existem varias situacGes em que A=0, por
exemplo, se

n-2p=n-2p+q=1, (6.1)

tem-se que g = 0 e n = 1+2p. Assim,
A=id+Mem(a-8) . (6.2)

Se & e O forem pequenos comparades com & e M, eles podem ser negligen
ciados e obtem-se:

M- mé . : (6.3)

e
1M

Existe, portanto, um valor de m que torna M=zmee, en
consequencia, A = 0. Isto permite a seguinte interpretacdo: A =0, ou
a ressonancia ocorre quando a velocidade angular do satélite (M) & um
miltiplo inteiro (mé) da velocidade angular da Terra. Lembrandc que
M = n,, o valor de m que anula a Equagdo 6.3 & m = [M/é]int’ mas 6 = 1

rotacao/dia, entao:
m = nn(r'ew./dia)'1 . (6.4)

Exemplo 1: Se um satélite da 14 revolugoes por dia, quais 550 0S Sseus

harmonicos ressonantes?
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\%

Solucdo: m = 14, e como n zm e n-1 = par ,
n=14, 15, 16, 17, ... ,

porem, da Equacao 6.1, obtem-se:

b = l:ﬂ__l] = 7,8,9, uus
2 4int

e como n esta relacionado a Equagao 6.1, entao os valores reais de n que
produzem ressonancia sao:

n=15, 17, 19, ... poisnzm.
0s harmonicos ressonantes sao:

e s( (6.5)

C(15, 17, 19,...)14 15, 17, 19,...)14 °

Exemplo 2: No caso de um satélite geoestacionario (ou geossincrono) que
tem 1 = 09, a condicao para que haja ressonancia € que em {n - 2p)i +
+ (n-2p+q)M + m(Q-6) = 0 tenha-se:

5 (6.6)

1]
3

Nn-2p =n-2p+q

0en-m=2p(par), conforme a Tabela 6.1.

ou seja, g

A ressonancia nesse caso ocorre quando a Equacdc 6.1 @
satisfeita, obtendo-se:

o+M+0-8=0. (6.7)

Como w e & << & = 360°/dia, e M~ & ocorre um pequeno divisor. A
ressonancia ocorre pelo fato de o satélite ter a mesma velocidade

angular da Terra.
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TABELA 6.1

HARMONICOS RESSONANTES

n | m>0 | n-m| p | RESSONANTE | HARMONICO
g=0, m=0 2 1 1 0 nao Cay 5 So1
n-ms=par -- 2 0 0 sim Czz s S22
p=[(n-m)/2]| 3 1 2 1 sim Cax » Ss1

— - 2 1 0 nao Cio » Sa2
-- etc. 3 0 0 sim Czz , Sis

6.2 - LIBRACHD DE SATELITES GEQESTACIONARIOS

Para saber qual a influencia dos harmonicos ressonantes
nos elementos keplerianos da orbita, basta tomar a expressac do poten
¢ial perturbador:

" C n-m, par

AL nm
anpq = 2;’[??] anpq(I)anq(e) ‘ ) COSA +
nm -| Tmpar
n-m, par 3
Som
+ senf} , (6.8)
Com impar

e sybstituir as condicdes de ressonancia da Tabela 6.1 na Equacao 6.8,

ou seja:
R =K {—ae}n (1)G (e)
am, (n-m)/20” " (3 Fam,n-m/2' 80, (nam) /2,01

. {Cnm cosm{w+M+Q- e)+—Snm senm{w+M+0-0).. (6.9}
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Esta expressao substituida nas Equacoes de Lagrange 4.14
mostra a variacao dos elementos keplerianos devido aos harmonicos res

sonantes.
Definindo;
Cnm = Jnm cosm Anm s
(6.10)

Snm = Jnm senm Anm .

tal que
_ S pr2 2

Jnm - Cnm*'snm » &

v = tg™Ms. /c )

nm 0 9 nm’ “nm’ °?

a Equacao 6.9 torna-se:
a N

‘el

= a | Fn,m,(n-m)/Z,&I) Gn,m,(n-m)/Z,O(E) .

d

T T

Rn,m,(n-m)/Z,.D
. Jnm[cosm Aom cos(w+M+a-98) +
+ senm A sen(w+M+n-0)] , (6.11)

e chamando
u [l ' ) 6.12)
Qnm - : (_f} Fn,m,(n-m)/2,0(” Gn,m,(n—n‘.)/}i,[](e Jam (6.

a Fquacao 6.11 torna-se:

R, (n-m)/2,0= Qo COSMlw+ M+ -2 -8} . (6.13)
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Observando a Equacao 6,11 verifica-se que devidoao fator
n ~ . -
(a_/a)" os harmonices ressonantes mais significativos sao agueles em
e ) q
que n € pequeng, ou seja, n=m=2 (pois, no caso ae/a x 1/6,6}).

A Equacao 6.13 pode ser entac escrita na forma:
Razo0 = Q22 COSZ(M+M+Q-K22—9) . (6.14)

Este potencial perturbador substituido nas Equacoes de
Lagrange 4.14 mostra como variam os elementos keplerianos devido ao fe
nomeno da ressonancia oriundo dos harmonicos C,, (elipticidade equato
rial da Terra) e S, (eixo principal de inercia que nao coincide com
Greenwich). Por exemplo, como:

Crp = 1,57117 x 107°
S,» = -0,90310 x 107° ,
entEo:
Jyp = 1,81222 x 107° , e
sz = 14,959 Deste ,
ou

Ap = 345,059 Leste .

Introduzindo a longitude astronﬁmica (AA) na .Equagao
6.13, conhecida como longitude de perna quebrada ("broken legged"), por
que € medida em dois planos, e definida por:

Ayo=w ot 0+ M, (6.15)

tem-se:
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Rz200 = Q22 COSE(KA‘- A2z - 8) . (6.16)

Se a inclinacao do satelite for I = 0° e de acordo com a
Figura 6.1, tem-se que:

}\=}\A—G=M+Q+M—e,

onde:
» = longitude contada de Greenwich,
vy = ponto vernal,
G = Greenwich .
r ‘jATE'LITE
)\A
Fig. 6.1 - Representacao das Tongitudes.
Tomando a primeira das Equacoes de Lagrange 4.14:
QE-= *g“-25'= - *E— Qo2 sen2{ir- 22} ,
dt npa 3M Nga
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P, . [ )
A = M = gn_g a = [— Eﬂ-g- l~— —4— 022 SenZ(A - }\ZZ)J N
Nga

(6.17)

St
I

—6— Q22 sen2(x-xzz2) ,
a?

conclui-se que o0 satelite que deveria estar fixo sobre um pon
to da Terra oscila em longitude,

A constante X, € a longitude do semi-eixo maior do equa
dor eliptico da Terra, conforme mostra a Figura 6.2.

md;ﬁ,os“

12,95 \ N2

Fig. 6.2 - Equador eliptico.
Na Equacao 6.17 introduzindo a transformacao:

2{r =222} = ¢ + kv , tem-se:

A= JE-+ EE + A2z
2 2

.12 '

¢ + —2'022 seng = 0 . (6.18)
a

A Equacao 6.18 € a mesma do pendulo,e ¢ =0 e ¢ = 530
pontos de equilibrio (estavel e instavel).
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Os pontos de equilibrio estavel (¢ = 0) sdo:

A= Azp - Azz-i-ii; ves k = 1,3,5,...
2 2
Os pontos de equilibrio instavel (¢ = m) sao:
A= ha2 + T 5 Azz + 271 , ... k = 1,3,5,...

onde k toma so valores impares porque os valores pares de k acarreta
riam pontos estaveis e instaveis com a mesma longitude.

As trajetorias do satelite nas vizinhancas das condicoes
de equilibrio estao representadas na Figura 6.3,

ESTAVEL

INSTAVEL INSTAVEL

>24h

ESTAVEL

Fig. 6.3 - Pontos de estabilidade de um satelite
geoestacionario.

A longitude geografica (Figura 6.4) quando contada por

Qeste & negativa, ou seja:
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hg = -(360° - ) (6.19)

e para 0s pontos de equilibrio estavel tem-se que:

A1 = Apa + 90° = 75,050 —> Ag = -284,95° |

rps + 270° = 255,05% —=> A, = -104,95° .

Ao g

Fig. 6.4 - Longitude geografica.

Para a resolucao da Equacdo 6,17, e conveniente fazer a
substituicdo ¢ = A - Xz -7/2 e o = 6Qz2/a%, entao:

¢ + c? sen2y = 0 . (6.20)
Multiplicando a Equacao 6.20 por $e integrando-a tem-se:
62 - o cos2¢ = 0 , (6.21)

epara =0, ¢=¢_ eC= -? cos2¢ ., substituidos na Equacao

6.21, e usando a relacdo cos2¢ = 1-2sen’s, obtem-se:
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1 1
d¢ [202(sen2¢max- sen"*d;)]/2 = [202K72(1 - K2 s,enzqn)]/2 s (6.22)

dt
onde:
k2o 1
5 ]
sen ¢max
logo:
ak (¢ do ak
t = = F(Ks¢) ) (6-23)

Y 12022 ° (1-K? senzqa)l/2 v 12022

sendo F(K,$) uma integral eliptica incompleta de primeira classee K um
parametro que depende de quao afastado esta o satelite das condigoes

de equilibrio, dado por K = 1/sen¢ Quando K > 1, o satelite oscila

em torno da posicao de equilibrio Tgﬁgura 6.3). Para K = 1, o satelite
se desloca em I para I' ou vice-versa e o tempo para atingir estas po
sicoes € infinito; as curvas pontilhadas na Figura 6.3 representam es
te caso. Quando K < 1, o satélite estd fora da regiao do movimento sin
crono. Sua posicao em relacdo 2@ Terra deriva € ele nao e mais estacio

nario.

Entdo o periodo completo para a integral eliptica e
4F(K, w/2), ou:

T = _ZaK F(K1 ﬂ/z) [
Y,
(3Q22)
finaimente,
\
;.2 1w (6.24)
(30,,)2 K 2

A Tabela 6.2 mostra o periodo de libragao para orbitas
geoestacionarias sob a influéncia do harmonice setorial de grau dois.



PERIODO DE LIBRAGAD
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TABELA 6.2

a I ¢max Jas Q22 T

km graus | graus km?/s2 dias
42095 0 80 | 2,3 x 107° | 1,49x107°| 1044
42095 0 65 | 2,3 x 107° | 1,49%x107°%] 1064
42135 | 31 65 | 2,3 x 107° | 1,29x 107°%] 1144
42135 | 31 65 | 1,83x107° | 1,03x 107} 1109
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APENDICE A

EXPRESSAO ANALTTICA DA FUNCAO DA INCLINACAO

0s harm@nicos esfericos an(senw)(cosn1x, sepmi) sao
escritos aqui em funcao dos elementos keplerianos da orbita, ou seja,
dos parametros, a, e,'I, Q, ws M (ou T). Isto se faz efetuando a rota
cao dos harmonicos esfericos para um sistema de coordenadas no  plano
da Grbita (Giacaglia, 1979) (Figura A.1).

v

Fig. A.1 - Orbita do satelite.

A transformacgao de coordenadas do sistema inercial (X, Y,
Z) para o sistema do plano da orbita e da seguinte forma:

X' = RiiX + Ri2Y + RisZ ,
Y] = R21X + RzzY { Rng . (A.1)
7' = R31X + Rng T R33Z N

- A -
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sendo 0s Rij (Bate et alii, 1971):

C{a)C{v) - s(a)c(1)s(v) ,

R11
Ri» = C{R}C(I)S(v) + S(a)Clv) ,

Ris = S(I)S(V)' ;

Rzy = -C{a)S{v) - s(a)C(I)C(v) ,

Raz = C(@)C(I)C(v) - S(a)s(v) , (A.2)
R23 = S(I)C(v) ,

Rsy = S(@)S(1) ,

Ri2 = -C{a)S{I) ,

Rss = C{I) .

Nas Equacoes A.2 foi usada a notacao cose = C(a), sena =

= S{a)
Definindo- os operadores X, X, como:
X2 = -2 i Lo 4,
aX aY (A.3)
X2 =2 +i 2 =Dy 4Dz,
aX 3y

resultam em:

Dl = (Xg - Xi)/z L)
(A.4)

D, = (X2 + X2)/2i , ie (-1)2
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A transformacao dos operadores do sistema (X',Y',Z') pa
ra o sistema (X,Y,Z) fica da seguinte forma:

a _ 3 ok L0 oY b 0 azx ,

aX X! ax' aY! aY' 3l' 3l

(A.5)
Q.9 aX N o aY + 3 QZ ,
aY  aX' oy 3Y' aY aZ' ayY
ou na notacao ja usada:
Dy = DjRi1 + DsRyy + DiRsy
{AR.6)
D, = DiRy2 + D3R22 + D3Rsa

0 operador D3 pode ser obtido Tlembrando que nas Equacoes
A.3 -X2Xi = D} + D e levandoen conta que 1/r & uma fungdo harmonica
(pois, satisfaz a equacdo de Laplace, v*(1/r) = 0), assim:

(0 +02+0) -0,
r
e
g -0 L,
r r
entao:
X2X2 = D3 = ji_‘ (A.7)
Vi
Substituindo a Equacao A.6 na primeira das Equacﬁes A.3,
tem-se que:

X5 = Di(iRy, - R11) + D3 (iR, - R21) + D3 (1Raz - Ra1)

A B F
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e substituindo Dy, D, e Dj nas Equacdes A.4, tem-se:

12 . 12
X2 = - 5 (avsi) + X2 (Ao i) « 00F .
2 2 '

Demonstra-se que:

A+Bi = -2c2em i (V40)

A-Bi = 25201 (v-0)

F--2isce ¥ s
onde ¢ = cos(I/2), s = sen(I/2), sendo e a base neperiana de
mos; assim:

@ - (oo oli72)(vsa)y,

Lags QiR

ou

N« o o(-1/2)(ven) (i/2)(v-2)y,

X; tise

0s quais relacionam os operadores nos dois sistemas.

(A.8)

Togarit

(A.9)

Analogamente, substituindo a Equagao A.6 na segunda das

Equacoes A.3, tem-se:

(*i/z)(V'Q)Xi 1[2)("14'9))(:1Z

X = ise -C e( .
resultando entao para as Equacaes A.9 e A10:
X1 Xi

L X X3

(A.10)

(8.11)



- A5 -

sendo det Q= c® + s* = 1 que caracteriza uma rotagdo propria.

Resta agora desenvolver o harmonico esférico Xnm(l, )
que, tendo em vista a relacao o = X + 8, resulta em:
(senp)expfim(r+8)] = X (n,p)e'™ | (A.12)

Xnm(as‘«l{') =

P
nm nm

onde s3o validas as duas notacdes exp(is) = e'?,

0 harmonico esferico:

Xnm(a,¢) = an(senw)exp(ima) ,

pode ser escrito (Courant and Hilbert, 1973) como:

-m n-m
_ _nn+1 i = 4
Xom = e [.ii.+ i Ji_J [_EL_J tlJ , (A.13)
(n-m)! 5 X aY 3 r
que de acordo com as Equacoes A.3 torna-se:

_1yn - (
Xom = LGP =M yN+m {l—] X (A.14)
{(n-m)! r

A Equacao A.14 e,portanto,a forma final para o harmonico
esferico (na forma complexa) em funcao dos operadores Xi, X..Resta ago
ra encontrar uma expressSO que efetue a rotac§0 do harmonico Xnm de
um sistema para outro.

A rotacdo do harmonico esferico Xnm e efetuada mediante

o uso das Equacoes A.11, mas primeiramente determina-se o produto

XT'm X2+m utilizando a expressao binomial:

N\

N
Jap NP (A.15)

(a%x)N =) [
p=0 (p

sendo o0 somatoric de zero a N=n-mou n#m sempre positivo:
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N-m,N+m i

xl Xz = (‘C e'1(V+Q)/2 Xi .

P el(v-ﬂ)[z xé)n-m .

s e—i(v-ﬂ)[z K - c ei(v{Q)lz Xi)ném

om [ .
n-m n+m !n-mj {n+m . i .
i l ][ ](_1)r+n+m—3 rHHm=j  n-m-r+j -

r=0 j=0 { r J

ANy el yg2n-r-j e1[(n-r-3)v+—mn] .

Para uniformizar a transformacao € conveniente que os expoentes de X
e X3 fiquem na forma n-k e n+k, entdo:

r+j=n-k,
2n-r-j=n+k ,

assim como r e j variam de zero até n-m e n+m, respectivamente,

) : n oy, { n-m){n+m e
xg m X2+m . ,E_ { .][ . }(_1)m k+J c2M-2]+m k._
K=-n j=j1{n-k-Jj{ J

| ged-mek gkem ilkvenal yan-koyineko (A.16)

Definindo Dnmk(I,v,Q) como:

Jz { n-m }!n+m . X
. % m-k+j .k-m _2n-2j+m-k
D' ALv,a) = ) l }[ }(-1) jhem .

J=di{n-k-jJt J
. Szj-[l"H-.k el[k\l-ﬂﬂﬂ] , _ (A.17)
obtem-se:
i n ) .
G UL D;mk(l,v,n)xi" koyxahek (A.18)

k==-n
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De acordo com as propriedades dos elementos binomiais:

mw
-
]

‘N
l ] para pz0 e N
o) (N-p)ip! P)'D'

donde se conclui que:

jl = mEx[U, m'k] s
(A.19)
j» = min[n-k, n+m] .
Substituinde a Equagao A.18 na Equacao A.14, obtém-se:
(-0" e 0 n-k .ok {1
X = r ) (I,v,2) X{7 " X3 -, (A.20)
™ (n-m) k=-n o {r

mas, em decorrencia da Equacao A.14 tem-se:

xiN-k yyfek l1_] __n-k)t X (A.21)
r (_1)n rfl-{-l

Assim a Equacao A.20 fica na forma:

T (n-k)!

X = ) D' (I,v,2)%X' . (A.22)
nm ke-n (n-m)! nmk nk
Escrevendo
_ (n-K)!
Dnmk(l,v,ﬂ) = m nmk(l v,Q) , (A.23)

a Egquacac A.22 toma sua forma definitiva:

I ~13

Xnm(u:‘l’) = Dnmk(lsvsﬂ)xﬁk(algw.l) s (A.Z‘q)

-n
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que € a expressao que efetua a rotacao do harmon1co esferico X (u,¢)
na forma complexa, e D mk e o operador de rotacao

Usando as Equagoes A.23 e A.24, efetua-se a rota
¢ao dos harmonicos Xnm(a,w) para Xﬁm(al’wl)’ mas como no sistema do pla
no da orbita {X',Y',Z') o' =v¢'=0, entao:

X (asW) =

nm (I v Q) k(a :w )

keen nmk n (1.25)
(n-k)!

k=-n (n-m)!

|
Ine~1>3

X (a,8) D' (Lv,2)P (0]

nmk

porém dos polinomios associados de Legendre obtem-se:

( 0 se n-k impar

Pric(0) = 1 (2n - 2p) 1 (~1)P

se n-k = 2p (par) ,
2" pi(n-p)t

como k varia de -n a +n, logo 0 £ p £ n, kK = n-2p. Assim:

n p
X (a,0) = ) (2p)! (2n-2p)i(-1)" o

Lv, A.26
m p=0 {(n-m)! 2” pl{n-p)! nm{n- 2p)( v,0) ( )

Substituindo D!

nm(n-zp) "@ Equacdo A.17, obtem-se:

. (_1)j Cn+m+2p-2j sn-m-zp+zj e[i(kv+mﬂ)] "M (a27)

i 3 Iy * .
Define-se a funcao anp(I) na forma:
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J2 fn - ) Mn
Fx (1) - _(2p)!(2n-2p)! ) | m { fm] '
J

1mp (n-m12"ptn-p)! j=j1 LZP-JJ J

. (_1)3 cn+m+zp—zJ Sn-m—2p+zj , (A.28)

onde:
j1 = max[0, 2p-nem] e
j2 = min[2p, n+m] .
Portanto, a Equacao A.27 pode ser escrita como:
n
X (e, ) = pZO (-1)"" Frp (D) explil{n-2p)v+ma) 13" . (A.29)

0 que se conhece por funcao da inclinacao e:

K s
anp(l) = (‘1) anp(l) L]

onde k = [{(n-m)/2] inteiro. Entao:

(1)=(EM!mn-zm1u1ﬁ %2 r~m]rmq.

nmp (n-m)12" pl{n-p)l j=j. |2p-3j!| J

. (_1)j Cn+m+2p-zj Sn-m-zp+zj , (A.30)

sendo:

ji = max[0, 2p-nem] , J» = min[2p, nem] e k = [(n-m)/2], . .

Definindo:

* _ el
o = m-n+2p e anp(I) =S Jnmp(c) ,

entao:



Sample) =571 F D)

Introduzindo:

o (ep)ien-2p) (-0 (“'"‘] {“*‘"J'(_”j
J

M (n-m)12" pi(n-p)t [2p-j

tem-se

J a+2nN-2j _-o- lal-tzj )
anp C S

Tomando agora,
28 = 2j-a-|a|
Ay = a+2n-2]

e desenvolvendo:

i . A (A
Jnmp(c) = z F\r]'lmp z (_1)7" [ ]CZY‘+A2 .
j:jl R ot rg

A derivada aJnmp(c)/ac tambem e importante e dada por:

Joo (el J2 5 A
iSO S T (-1)‘"(2r+Az)|-

3c J=Jz Amp 20 r

(
Al]CZF-E-Az-l .

(A.31)

(A.32)

(A.33)
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aanP(I) - lgl s[ﬂl-l cJd  (c) . s[“l*l EfﬂﬂEffl . (A.34)

al 2 nmp 2 ac

Os valores de Jnmp sao mostrados na Tabela A.1.
TABELA A.1

FUNCEO Jnmp E FATOR DE NORMALIZACAD

mop | fal=me2p-n]| 9 () N
00 2 -3c?/2 /5"
¢ 0 -1/2 + 3¢? - 3c* /5
0 2 2 -3¢2/2 /5"
v
10 1 3¢? (5/3)2
v
11 1 3c? - 6c3 (5/3)”
Y
1 2 3 -3¢ (5/3)7%
Y
2 0 0 3c® - (5/12)*
1
2 1 2 6c’ (5/12)"
1
2 2 4 3 (5/12)"
v
3 3 6 15 (14/720)%
18 10 10 20 10° * | 1070 *
20 20 20 40 1023 x| 10720 *
30 30 30 60 104° * 1107 *
, al X
non 2n (2n)1/2% . nt * | [2(2n+1)/(2n) 1]

* gignifica da ordem de.
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Quando os coeficientes (Cnm, Snm) que aparecem nas Equa

-

coes A.6 estiverem na forma completamente normalizada (Cnm’ S ), en

nm
tao a funcao da inclinacao deve ser tambem normalizada, isto e, multi

plicada pe1o fator de normalizacao Nnm’ ou:

aanp(I)/aI = Nnm aanp(I)/aI , (A.35)

=
It

[(2-8 )2+ D)n-n)/(nem)1Te .




APENDICE B

FUNCAO DA EXCENTRICIDADE

A funcao da excentricidade surge quando se gquer escrever
as relacoes dotipo (f/a)n[cosnlf, senmf] em funcao da excentricidade
€ e da anomalia media M. Para isto, efetua-se uma éxpansEo de Fourier
do tipo:

o

3
P[J exp(itf) = l[ X?’t(e) exp{ijM) , (B.1)
a j=-w

sendo que o coeficiente de Fourier X?’t~é dado por:

. g
e - g_ j QEJ expli (F - M) 1M (5.2)
T ‘g d

Levando em conta que:

B = € s e :ﬁ; 2
' 1+8
2
1 + f]-e (B.B)
7 = exp({iE) = o1 ,

onde E € a anomalia excentrica, entao:

Lo i -ecosE=(1+88)7" (1-8/2)(1-82) ,
a

exp(if) = -2 (1 + 827 2(1 - 8/1)* ,
r (B.4)

exp(-iM) = 27° exp[—g- (z-77") } .

M= 7z,
i 3

- B.1 -




- B.2 -

Assim, substituindo as Equacoes B.4 na expressao dentro do sinal de in
tegracao de X?’t(e), Equacao B.2, obtem-se:

Q’ -
{I—] exp[i(tf - jM)IdM = J_ (1+82)7 % (1- SZ_)z-tﬂ '
a

1
( '\Jl{-t{-l .

. |1-£J zt=d-1
Uz

A expEl": (z-77H) }dz
2 !

desenvolvendo
42 531 r!&-t+1\ )
(1 . BZ)Q, t+1 - E (—B)SZS ,
S=0 A S Py
(B.5)
Ty ri rﬂ,{-tt“\ _
(1 _ BZ)Q-I:t+1 - E (_B)r' 7 r .
| r=0 \ r /

Substituindo estas tres ultimas equagoes no  integrando

da Equacao B.2, tem-se:

5
Xte) = (1eg?) ]

1 1 fz-t+1] (g+t+1)
J 2mi s=0 r=0 I S I

(_B)S+r .
|

. é Z-l-(j—t-S-H”) EXD[QZE- (Z_Z-l)}dz ,

onde a integral e efetuada no piano complexo, ao longo do circulo Z=1. -
A definicao da funcdo de Bessel na forma complexa €:

J,(a) = 1 f s exp[L a(Z - z'l)}dz , (B.6)
2 2 :

logo, tomando X = j-t-s+r, tem-se:
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[ 10
. 51 ry [e-tel) [aete)
ote) - (Teg)™? ¥ -
J ' s=0 r=0 t S LT

t~1

RN ) (5.7)

Nas expressoes do tipo:

cos(n-2p)f
{y

-fi-
| (8.8)
a | sen(n-2p)f

3

identificando os Tndices nas Equacaes B.1 e B.8 encontra-se:
L=-n-1,
n-2p=1t,

e definindo por conveniéncia j=n-2p+q, tem-se:

oo

-Ti-1
{IL] expli(n-2p)f] = } X:"HR " 2P(e) exp(igM).

a J==e J
Tomando:
-N-1,N-2p _
n-2p+q  ~ npq
tem-se:
~N-1 + ) ,
LE% exp[i{n-2p)fl = } anq(e) expli{n-2p+q)M] , (B.9)
da q:-.-m

sendo (Giacaglia, 1977):

[(n-2p+q)e] .
(B.10)

q-s+r

S -2v)
Snpq(e) = (1+p2)" El El p-an [-ZP\‘(-B)SH‘ J
s=0 r=0 S - L r J
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A vantagem de escolher j=n-2p+q & que para perturba
cGes seculares n-2p+q = 0. Na Equacao B.10 tem-se que:

{0 se n=p {0 se p=20
S1 = J
L

v Se N >p l e se p>0

e fazem-se necessarias as relacoes:

-k . rk_i_j__1 { _k (k1
e (- { e l - { } 0. (8.11)
J J -J -J

Pela Equacao B.10 e facil verificar que:

G ) = Gy pp, g () - - (8.12)

A funcao de Bessel que aparece na Equacao B.10, gquando
je £ 2, tem convergencia rapida na forma:

© ~ j (i N+zj
lie) = I RGP Q-E-] , (B.13)
j=0 jU(N&j)E ‘2
e tem por propriedade:
a_ytie) = -0V g tGe) (8.14)

A Equacao B.10 converge facilmente para valores em que (je/2) =1, ou
[(n-2p+q)e/2] = 1.

Define-se:

_ olal
anq(e) = eI Knpq(Y) . (B.15)

A Equacao B.15 faz parte da caracteristica de D'Alembert,

que afirma que a funcao da excentricidade anq(e)-é'da ordem de e[q
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P . 5 . -
multiplicada por uma serie em y =/ 1-e® , Nas equacoes planeta

rias de Lagrange aparece tambem aanq(e)/ae, que pode ser calculado

por:
36 (e) _ K (v)
Pa__ . q] la] -2 K (y) la[ “Tnpg
= i1q| e y) + e
" npq 26 , (B.16)
onde:
aKnpq(Y) _ 3Knpq(Y) e aKnpq(Y) .
se 3y Je ¥ 3y

As funcoes anp(I) e anq(e) sao conhecidas por  funcdo

da inclinacao e excentricidade, respectivamente, enquanto Jnmp(c) e

Knpq(y) sao as funcoes de D'Alembert da inclinacao e excentricidade. A
funcao anq(e) tirada da Equacao B.2 pode ser calculada exatamente sem

pre que n-2p+q = {, ou seja:

G (e) - X-n‘l,n-Zp _ ‘l_ JZ}‘T [L]
npg neaptq

. expli[(n-2p)f - (n-2p+q)M]1}dM . (B.17)

Por exemplo, para calcular Gzio(e) o procedimento g o se
guinte: '

2T {
Ga10(e) = 1—J L s
a

2n
— 1

porém, como r2(df/dt) = G = na’® /fl-ez (32 lei de Kepler) tem-se:

2 OF it _
dM dt

na? v t-e% ,

ou
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logo,
r2'iT - r21'; .
GZlD(e)=1_J —§——1—-—df=1— 1+—e9—o-s—fdf7
271' 0 r /1*62, 21T i (1—92)3/2
-3
Goiole) = (1-e ) 7 (Tabela B.2).

TABELA B.2

FUNGOES G, o (e) e Knpq(_yl

np q|np g anq(e) = Gn_n_zp,_q(e) Knpq(Y)’ Y = /-1_-?
20-2122 2190 i
20-1t 22 1] -ef2+e*/16+... STE - 164 .,
20 0722 0| 1-522+13"/16+... M6+ Ty B+ I3y 6 ...
20 1j22-1]|7e/2-123¥/16+... 67716+ 123 16+ ..,
20 2(22-2|17e7/2-115e"/6+... ~32/3+ M6y2 /64 ...
212721 2 |9%4+TeMA4 .. 4- 237344 ...
211121 1| 3e/2+427e316+ ... 51/16- 2743 /16 + ...

21 0| {1-e2)% iy




APENDICE €

COMPONENTES DAS FORCAS DE PRESSAO DE RADIACED

A forca de pressao de radiacdo e decomposta segundo tres
direcoes ortogonais, que sao: a direcio radial (R), a direcdo transvég
sal {T) que pertence ao p1aho da 6rbité e e perpendicular ao raio vetor
do satelite, e a direcao normal (N) perpendicular ao plano da orbita e
em consequéncia a Re T. Estas trés direcbes tém por versores éR, éT e
e respectivamente.

As relacoes entre 0s versores (?, 3, E) do sistema ingg
cial e 0s versores ER, ET e éN sao (Bate, 1971):

[ ) ( AW

QR Ri1 Rz1 Rai ?
éT = | Ri2 Rzz Riz 3 , (c.1)
k ?N J L Ris Ra2s Rjgz il k J

onde cada versor pode ser escrito na forma mais conveniente:

p
Rll
éR = Ry1i + Ra1j + Raik = | Ray [(F ] k) , (C.2)
Rs31
e
R,; = COSV cosi - senv senf cosl
- c=cosl/2
- cosv cosq(c? +s2) - senv senp(c?-s?) , sendo
s=senl/2
=c? cos{v+9) + s% cos(v-@q) ,
R,y = ¢ sen(v+@) - s? sen(v-q) , (C.3)

- C.1 -
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Ry1 = seni senv .

pode-se

Desenvolvendo da mesma forma as componentes de éT e EN’
- 1

escrever:
[ c2cos(v+q) + sZcos(v-q)
- | c2sen(v+n) - s2sen{v-q) | (1.3.k) ,
_senI senv
[ c2sen(v+q) - s2sen(v-gq)
= | c2cos(v+q) - s?cos(v-nq) (1, 3, k) » (C.4)
L senl cosv
[ senq senl
= |-cosq senl | (i, j, k) .
*cosI

C.1 - CALCULO DO VERSOR DO SOL (e)

A Figura C.1 mostra o sistema inercial X,Y,Z e a orbita

do Sol inclinada de ¢ (obliquidade da ec1iptica)emrelacao ao equador

terrestre, onde:

e

A

- versor no sentido Terra-Sol,

- longitude do Sol,

§ - declinacao do Sol.
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ECLITICA

/Y'

EQUAGDOR

Fic. C.1 - Obliquidade da ecliptica.

A transformacac do sistema X, Y, Z para o sistema X',Y',
Z' do plano da eclipticafaz-se atraves de duas rotacoes; uma de e em
torno de X levando o plano XY para X'Y',e uma de X em torno de 7' le

vando X' para o Sol. Assim:

xl RX(E)X 3

(C.5)

X“ = R, (X' = Ry (M)Ry ()X,

i

sendo X' o vetor coluna das componentes do vetor posicao no sistema da

eclipticaeX o vetor coluna no sistema inercial.

Definindo M{x,e) = sz(A)RX(e) pode-se escrever:

1 ] ‘] = e ) ( r i ]
{X X T« | lrs-1[
lY“ ="(;\QE) Y ou FS.éT ! B H()"E)i ;S.j i ?

A =
0 7 Fe. @ ro.k
J , LSt ON | S
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7 N 3 ' - Y
€5 !
éT = "(ksE) 3 1] (C-6)
ey k

~ 4

ou seja, vale a mesma transformacao para os versores de base. Assim,
desenvolvendo a matriz M(x,e) tem-se:
[ )

cosix senx 0 1T 0 0

M(x,c) -sen) cosx O 0 cose sene

) 0 1 0 -sene cose

{
COSA Senacose SEHASEHEI

= l-senA COSACOSc coSAsene | , (C.7)
0 -Sene COSe J
.
e o versor de interesse para este caso, ES = FS’ e:
ES = FS = COSA 1 + Senicose j + senisene K . (C.8)

C.2 - CALCULO DAS COMPONENTES DA FORCA DE PRESSAO DE RADIACAQ SEGUNDO
AS DIRECOES R, T E N

A forca de pressao de radiacdo com boa aproximacao e es
crita da sequinte forma: Fpp = (-I/Z)CR(S/m)PS FS, onde definindo o0s
coeficientes constantes como K, Fpp = K FS’ o sinal e negativo porque
a forca & no sentido Sol-Terra, isto &, contrario a FS.

Assim, as componentes segundo as direcdes R, T e N sao:

RzF ._eR=—K'_.S.,eR=-KR‘

PR

Usando a notacdo cose = c{a) e sena = s{a), tem-se:
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R’ c(Me2elv+q) + s2clv- )7 « si)cle)[c?s{veq) -

+ s%s(v-0)1 + s(3)s(e)s(E)s{v) , ou

o)
!

= ceM)elveq) « s()s(vea)e{e)] + s2clr)e(v-q) -
+ s(A)s{v-0)cle)] + s(n)s(e)s(I)sl{v) , ou

cz{c(k)c(v+§z)[c2[—2—] + 52{?]] + S(A)S(V+ﬂ)[c2[§} -

RI

R' = cz{%]cz[-i—]c('x-v) + cz[—;—]s‘a{?]cbuv) + 52[—;—]c2[—§~] ;

2(2

Cclhavoa) + 52[;]5 lz]c(m ven) + 1 s(e)s(D) .

cLeta-v) - ca+v)] . (C.9)

Da mesma forma, T = H:PR . T = -K rS T = -KT', onde:

=c2{i]c2(i]s(k-v) -c[ ]s2 ] A+ V) -
[

+ 52 —;—]c [z]s(uv--n) +s? —;—}sz[é—]s(x-v+ﬁ) +

_‘
™~

+ Los(e)s(Dis(ri-v) + s )] s (C.10)
2
N-FPR.§N= ~Kr5 N = -K N'
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N - {.CZ[.;_]SU-Q) . 52[_;_]5(“9)15(1) « c(Ds(e)s(y) . (C.11)

Note-se que a componente N' ou N (normal ao plano da or
bita) nao depende de v = u + f.



APENDICE D

EQUACUES DE LAGRANGE COM FORCAS DISSIPATIVAS

As variacoes dos elementos orbitais devidas as forgas
perturbadoras, dissipativas ou ndo, podem ser adicionadas as equagoes
de Lagrange, como e demonstrado a seguir.

Para o caso conservativo, a equacao da forc¢a que atua num
ponto {massa) imerso neste campo & sempre deduzfve] do potencial do
campo através de seu gradiente, ou seja:

mr=mvUy, (D.1)

onde U & o potencial do campo (com sinal positivo). Para o caso geral,
com perturbacoes, a forga especifica toma a forma:

P=v+A, (0.2)

sendo A uma aceleracao perturbadora qualquer. A Equacao D.2 pode  ser
escrita na forma:

a _ (D.3)
dt
LTI W (D.4)
dt

Multiplicando as Equacoes D.3 e D.4 escalarmente por
(-ar/ss,) e (ar/ss,), respectivamente, e somando

6 [ : - Yds . .
7 ar _r _ or  or Ko M eu.-p. T " &,
k=1|3s, as, ~ 8s, as.j dt 95, s, 3S,

[sgs S a/es,  8T/8s,

- 0.1 -
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6 ds
E [st Sk] i K = oF = dr . A-s (D-s)
k=1 dt s 3s

onde T e U sd3o as energias cinéticas e potenciais, respectivamente, e

F & o hamiltoniano.

A notacao [51’ sk] refere-se ao colchete de Lagrange de

finido por:
3 aX, a¥. af, aX, )
[Sl’ Sk] = .z [ ! ! = 1 ! ’ (D-s)
1=1 35, 85, 9%, asy
que goza das seguintes propriedades:
[Sgs 52] =0 ]
[529 sk] = '[Sks SEJ s (D.7)

3
Z[s ,s51=0.
ot 22 7k

As duas primeiras propriedades sac evidentes, mas a ter
ceira requer demonstracao, como se segue (Kaula, 1966):

3. aX.
9 .9 |y 1 __ 1y -
— [sp, 51 =— [Xi Xi_]

at asR ask 3s)
_ ook ek '
+_a~_{xi__1_ lxi]., (0.8)
35 s, 85, 7

mas no caso de forcas perturbadoras, Xi = aU/aX;, + A;» relacdo esta ob

tida da Equacdo D.4. Assim, substituindo-a, na Expressao D.8, tem-se:
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(ooaK,  aX, ST
__%_ [SQ,’ Sk] =_§._{X1 L 13 U + A-| } -
at 88y 8sy s K, LAk T
R PR PR
S L e (0.9)
3 3s, s, ak, LaXs -

mas como Ri(axi/ask) = (1/2)8v2/ask, entao:

2
LI N R Sy 1)
A S T e ) -
ot 2 35,05, 35,85, AKX,/ 35,35
2,2 2 { 2
R S S 3U ] L0 A
2 35985 35,95 ‘3K 95438
portanto:

3
e sl =0 (D.10)
d

Usando a Expressao D.5 e os colchetes calculados por Kaula
(1966), e possTvel montar um sistema de equacao 6x 6 do tipo (Brouwer,
1961):

3F/aa + (or/3a) .A

[a,a]d + [a,e]® + ... + [a,MM
: : (D.11)

[M,a]a + [M,elé + ... + [M,MIM = aF/aM + (ar/aM).A ,

que resolvido fornece:

da 2 aF 2 ar

dt na aM na aM
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‘ _pl a2 f
de 1e{a_F_ 1 g_lf_]+Ie ar_ 1 A,
dt na’e

M B nazelaﬂ -2 3 )

dM _  t-e? oF 2 oF [1—eza_r+_2___a_r}ﬁ,
dt nae se na ?a na’e je na aa

Observa-se que o Segundo membro das Equacoes D.12 contem
os termos das equacoes de Lagrange na forma conservativa e os correspon
dentes as forcas perturbadoras nao-conservativas. Assim, as  Equacoes
D.12 podem ser escritas na forma:

d*a ~da 2 or p

dt dt  na aM

* _ 2
dre de, 1-e [E-—-———L ﬂ}.A, (D.13)
dt dt na?e

GH (1t or 2w ),
dt  dt ' naZe se na 2a !

onde o (*) significa variacdo geral em relacao a todasas perturbacoes.

Tomando como exemplo a equacac para a variacao do  semi
-eixo maior, pode-se verificar que o termo:

ra.lina (D.14)
oM n

substituido na 1@ das Equacoes D.13 resulta em:

d*a _ da +_§§i LA, (D.15)
dt  dt u
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onde se pode notar que o 29 termo do 29 membro da Equacao D.15 e a va
riacao no tempo do semi-eixo maior da orbita, ou seja, da/dt na forma
de Gauss, fornecido por King-Hele (1964). Assim:

d*a da . gg

dt

Ja¢ _Ba ] (D.16}
conservativa outras

dt dt

Isso mostra que as variacoes no tempo dos elementos {na
forma conservativa) podem seadicionar 5-variac50 no tempo dos mesmos
elementos, calculadas pelas equacoes de Lagrange na forma de Gauss, que
permitem a inclusao de forgas nEo—éonservativas.

A forca especifica A que aparece nas Equacoes D.13 e uma
soma vetorial de todas as forcas {por unidade de massa) perturbadoras
nao-conservativas, ou seja:

A + A (D-17)

= 7 T
Aarrasto pressao de radiacao




