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RESUMO

Neste trabalho, expoe-se os metodos principais de solu
cao das equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, e lineares
de ordem superior, com um desenvolvimento teorico que e considerado ser
suficiente para que o leitor possa resolver problemas propostos em 11
vros mais especializados. Dentro das equagoes de primeira ordemsao vis
tos, entre outros, os casos de Variaveis Separadas, Diferenciais Exa
tas, Fatores de Integracao, Homogeneas, Isobaricas, Problema de Autova
Tor em Sistemas de Equagoes, e uma discussao sobre a Existencia e Uni
cidade na Solucao das Equacoes de Primeira Ordem. Segue-se um estudo
das Equagces Lineares de ordem superior com coeficientes constantes,on
de sao expostos, entre outros, os metodos dos Coeficientes Indetermina
dos, dos Operadores, da Variacao de Parametros e o metodo das Transfor
madas Integrais (de Fourier, Fourier-Seno, Fourie-Co-senoc e Laplace).
As Equacoes Lineares com coeficientes variaveis sao tratadas, primeiro
sob o ponto de vista de reducao da ordem da equagao, quando possivel e
conveniente, e depois expondo a Solugao em Series de Potencias (metodo
de Frobenius), em torno de Pontos Ordinarics e Singulares Regulares, on
de sdo considerados todos os casos especiais da Equagao Indicial.Emse
guida, e como exemplos de solugac em series de potencias, resolvem-se
as equacoes diferenciais que aparecem mais comumente em problema fisi
cos, tais como as equacoes de Legendre, Bessel, Laguerre, Schrodinger,
Hermite e a Associada de Legendre. Finalmente, sao estudadas alguns ca

sos especiais de equagGes nao lineares. Supoe-se que o leitor tenha,

(=Y

| rm

penas a preparacao matematica que os cursos de Engenharia ou Ciencias

_.v-i_



xatas normalmente fornecem. Contudo, familiarizacao com os Capitulos I1I
(INPE-1449-RPE/014, Mar., 1979) e IV{INPE-1494-RPE/038, Maio, 1979} des
te autor, facilitara uma maior comprensdo do material aqui apresentado.
Da mesma forma que os trabalhos nesta linha, deste autor, que precedem
a0 presente, este foi, tambem baseado em notas de aula do curso Metodos
Matematicos da Fisica, que o autor ministra no programa de pos-gradua

cao do INPE.
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ABSTRACT

In this work, a concise treatment of first order and
higher order differential equations is developed. The subject covered
18, however, considered to be enough as to allow the reader solve
problems found im more specialized books.

Among the first order equations, the cases of Separable
Variables, Exacts, Integration Factors, Homogeneous, Iscbarics,
Eigenvalues Problems in Systems of Equations, and also a discussion on
the Existence and Uniqueness of the Solutions are developed. It follows
a study of higher order Linear Differential Equations with Constant
Coefficients, where the methods of Undetermined Coeffieients, Operators,
Variation of Parameters, and the Integral Transforms (Fourier, Fourier-
Sine, Fourier-Cosine and Laplace) are presented. For the Linear
Equations with Variable Coefficients, the Reduction of the Equation's
Order, whenever possible and convenient, is first considered. Then, it
follows a detailed treatment of the Power Series Solution (Frobenius
series) around Ordinary and Regular Singular Points. As examples of the
series solutions, differential equations, well knowm in physics, like
the Legendre, Bessel, Laguerre, Schridinger, Hermite and Associated
Legendre differential equations are solved. At the end, especial cases
of non-linear differential equations are also presented.

The reader is supposed to be familiar with only the
wndergraduate mathematics that is commonly taught in the Engineering and
Exact Sciences Departments. However, a familiarity with Chapter IT
(INPE-1449-RPE/014, Mare. 1979) and IV (INPE-1494-RPE/038, May 1379)
will help in the full understanding of this work. The subject matter
covered in this report, as it was the case of the previous works along
this line, was based on the lecture notes on the Mathematical Methods
of Physics course that the author teaches in the graduate program of
INPE,

- viil -



CAPITULO VII

EQUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

7.1 - INTRODUGAO

As equacoes diferenciais se constituemem umdos campos
de estudo de maior importancia da matematica aplicada, considerando-se
que quase todas as leis da Fisica podem ser expressas em forma de equa
coes diferenciais. A solucao destas equagoes,obedecendo certas condi
coes de contorno (iniciais e, ou, geometricas} conhecidas, resulta na

aplicacao pratica destas leis.

Uma Equagao Diferencial (E.D.) e definida como uma equa
¢ao que contenha derivadas, ou diferenciais, de uma funcao incognita
em relacao a uma ou mais variaveis independentes. A solucao deumaE.D.
consiste em encontrar a fungdo incognita, tal que quando substituida na
E.D., obtenha-se uma identidade. A teoria das E.Ds. trata dos diferen

tes metodos que visam encontrar tal fungao incognita.

Uma E.D. €& chamada de Fquagdo Diferencial Ordinaria
(E.D.C.), quando na equacao aparecem derivadas em relacao a uma varia

vel independente. Assim, por exemplo, a equagao.

yl ylll - 3(}’")2 - 0
onde,

v dy (VII.1.1)



€ uma equacao ordinaria, porque todas as derivadas sdo em relagdo a

variavel x.

Entretanto, uma equacao que contenha derivadas emrelagao
a duas, ou mais, variaveis independentes, & chamada de Equagao Diferen

etal Pareial (E.D.P.) um exemplo de uma E.D.P. e:

2 2 2
22f | 3% | 3%f _
ax2  ay?  az?

0, (VII.1.2)
onde x, y, e z sao variaveis independentes. Equagoes diferenciais deste

tipo serao estudadas em capitulos posteriores.

A ordem de wna E.D., €& determinada pela ordemdamaior de
rivada existente na equacao. Assim, a E.D.0. (VII.1.1) & uma E.D. de
terceira ordem. No entanto, a E.D.P (VII.1.2) & de segunda ordem. A pro
posito da ordem de uma E.D., & necessario apontar que ela indica tam
bem o numero de comstante de integragao que se encontrarEopresentesna

solugao da E.D.. Por exemplo, a E.D., extremamente simples,

e de terceira ordem e, portanto, sua solucao possuira tres constantes

de integracao. Assim, integrando esta E.D. um vez

S P R PR



e logo integrando estanova expressao, por duas vezes sucessivas, tem-

-se que

y(x) = Cy + Cox + L3 g2 ,
2

onde se destacam as tres constantes de integracao C,, C, e Cj.

E importante ressaltar a presenca do numeroNde constan
tes de integracao, correspondentes a uma E.D. de ordem N, especialmen
te porque representam a flexibilidade da solugao, para aceitar as con
digoes (iniciais, valores definidos no contorno dentro do qual e vali
do a E.D.) fisicas e, ou geometricas que a solucao final deve satisfa
zer em problemas praticos. Uma solucdo que contenha um numero constan

tes de integracdo igual a ordem da E.D., e chamada de solugao geral.

Um outro aspecto comumente usado na classificagao de
E.D. & o seu grau. 0 grau de wma E.D. & definido pela potencia da
maior derivada da equacao. Desta maneira, pode-se ver que a E.D.O.
(VII.1.1) e doprimeiro grau, embora exista um termo contendo o guadra

do da segunda derivada.

A solucao de uma E.D.O. pode ser obtida numa forma fecha
da (quando a solugao e expressa em termos de funcoes elementares, on
de a funcao incognita encontra-se em forma explicita ou implicita), em
série de potencias (quando e expressa em forma de uma soma, finita ou

infinita, de potencias da variavel independente x), numa forma aproxt



mada (quando a solucao satisfaz a E.D.. dentro de uma margem de erro
muito pequena) e mediante uma integracac mumérica (quando em cada pon
to a solugao e obtida numericamente com a ajuda de computador). Neste
capitulo serdo desenvolvidos os principais metodos que levama solugoes

em forma fechada e em series de potencias.

EXEMPLO 7.1

Como um exemplo da aplicacao das equacoes diferenciais,
na solucdo de problemas fisicos, considere-se um corpo de massa m lan
cado com uma velocidade inicial vy, ao Tongo de um plano inclinado de
angulo «, da maneira indicada na Figura VII.1. O coeficiente de atri
to entre o corpo e o plano, & u. Seja, encontrar a distanciamaxima que

o corpo percorre, antes de ser completamente freado.

Fig. VII.1 - Corpo de massa m escorregando ao longo do
plano inclinado de anguio a.

A equacao de movimento do corpo sera dada pela relagao

de forcas que nele atuarem, em um dado instante.



Componente da forca
de gravidade ao lon
go do plano, que favo
rece o movimento do
corpo

N
Forga de atrito,

- | que se opoe ao
movimento do cor

E

&brga resultante
Ique controla o movi| =
{mento do corpo

d
m-= =mgsena - umgcosa

dt

Neste caso, tem-se uma equacgao ordinaria de primeira
ordem e de primeiro grau, onde a fungdo incognita e v(t). A solugdo e

obtida mediante uma integracac direta.

d—vdt:gc05u (tga - ) jdt +C

}dt

onde, C e uma constante de integracao. Portanto
v=gcosa(tga-yu) t+C.

A constante de integracao e encontrada mediante a con

dicao inicial v(0) = vy. Assim,
v= vy + gcosa (tga - u) t

Todavia, v = dx . Logo, pode-se integrar a relagao anterior, mais uma

dt
vez, resultando

x=v0t+lgcosa(tgu—u) t2,



onde aplicou-se a condicao x(0) = 0. A distancia maxima, xmax,seré per

corrida num tempo, tmax’ tal que v{t___) = 0. Pode-se ver que:

max

t = ~ Vo - v
MaX g cos o {tga -u) g cos o (u - tgo)

Observe-se que, a condicao para que o corpo seja freado e que
> tg o,

pois, de outra maneira, 0 resultado para tmax nao fara nenhum sentido.

Portanto,
v2 1/2 v2
X = 0 - 0
max g cos o (¢ - tg a) g cos a (u - tg o)
2
v
= 0
*max

2 gcos a{u-tga)

Deve-se notar que solucao deste problema, assim como as
jmplicagoes dos resultados, seria dificil de ser encontrada, senao fos

se sua abordagem diferencial.

7.2 - EQUACGES DE PRIMEIRA ORDEM

Dependendo da forma e caracteristicas peculiares das E.
D.0s. de primeira ordem, existem tratamento especiais que permitem sua

integracao. Os metodos mais comuns s30 apresentados a seguir:



7.2.1 - Equacoes com Variaveis Separadas

As E.D.Os de ptimeira ordem, que tem a forma {(ou podem

ser reduzidas a forma)

f(x) dx + g(y) dy = 0, (VII.2.1)

podem ser integradas diretamente. Uma equacao que tenha tal forma'échg
mada de equagao de variaveis separadas. A E.D. do Exemplo 7.1 (na rea
lidade duas equagoes, uma para a variavel dependente v(t) e aoutra para

a variavel x(t) e deste tipo.

EXEMPLO 7.2

T+x2 yy' =x7/1+y?

dy _ x v/ 1+y? ) y
- i
dx y /1 4+ x2 v 1+ y2

x =0

dy

X
-—
Y1+ x2

Pode-se ver que esta equacao e do tipo (VII.2.1). Portanto, sua solugao se

reduz a uma simples integracao termo a termo.

r
Y gy | X dx -

Y1+ y2 Y1+ x2

/r{*+ yz. - J/T + le =C.



EXEMPLO 7.3

x2 y dx = (1 + x) dy

X2 dx = Y

1+ x ¥

As vezes, como neste caso, a integracao requer um pouco

mais de trabalho. Integrando-se o primeiro membro por partes, tem-se:

2
e+ )5 2(x + 1) + dn{x + 1)+ C" =4Lny
2

Rearranjando os termos, tem-se a seguinte solugao explicita.

y St 1) F ()2 - 2x41)

7.2.2 - Diferenciais Exatas

Sao E.Ds. do tipo
P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0, (VI1.2.2)
onde, as funcoes P(x,y) e Q(x,y) guardam uma relacao mutua, tal que

sua integraciao & quase imediata. Visando encontrar a relacao entre

P(x,y) e Q(x,y), considere-se a funcao.



f(x,y) = a (VII.2.3)

A diferencial desta funcao e:

ar = 2 ax + 2L gy = 0 (VI1.2.4)

X 3y
Evidentemente, se esta "equacao diferencial" for integra
da, necessariamente tera que reproduzir {exceto pela constante a}a fun
¢ao primitiva (VII.2.3). Isto e,

[if—dﬂ idy=f(x,y)=6,
|2 "7

onde C & uma constante de integracao (que podera ser C = a, depois de
aplicar a condicao inicial, ou de contorno da fungac). Por esta razao,
a equagao (VII.2.4) e chamada de diferencial exata. Comparando-se  os
coeficientes de dx e dy das relagoes (VII.2.2) e (VII.2.4), pode-se ver

que

P(x,y) = 2 e Qx,y} = 2 (VII.2.5)

ax dy
Derivando-se as duas expressdes, a primeira em relagac a

y e a segunda em relagao a x, tem-se:

aP 32f . 8Q _ 8%

— .

3y axay 5X  3yax
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Portanto,
LI (VII.2.6)
3y 3X

sendo esta a relacao entre as funcoes P(x,y) e Q(x,y) para que a E.D,

(VII.2.2) seja uma diferencial exata.

EXEMPLO 7.4
Seja integrar a seguinte E.D.
(x + y) dx + x'dy =0

Observe-se que,

Logo, a E.D. e uma diferencial exata. Assim, o problema se reduz a iden

tificacao da fungao primitiva.
x dx +ydx + xdy =0

d (45?) +d{xy) =0



-1 -

de onde resulta que:

2
24 x y = C.

2

Aparentemente, a integracac de uma diferencial exata de
pende muito da habilidade pessoal de cada um, ja que o problema consis
te em identificar a funcao primitiva. Em geral sabe-se, por experien
cia pessoal, que de fato a maior parte dos problemas matematicos, de
pendem muito da habilidade individual para se chegar a solugges rapi
das. Entretanto, para este caso particular, de equacdes que correspon

dem a diferenciais exatas, e possivel se obter uma solugac geral, con

forme e visto em seguida.

Integrando-se a primeira das equagoes (VII.2.5) na varia
vel x, entre um 1imite fixo xg, e um ponto arbitrario x, tem-se:
X X
f of

Px,y) dx = | — dx = f(x,y) - A(y)
ax

Xo Xn

onde, a "constante de integragﬁo", A(y) = f(xg,y) aparece porque a in
tegracao foi feita somente na .variavel x. Rearranjando-se a equacao an

terior, tem-se que

fx,y) = [ {3} dx + A(y) = J P(x,y) dx + A(y) (VII.2.7)
J

Xg Xo
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Substituindo-se f(x,y), desta relagao, na segunda das e

quacoes (VII.2.5), vem:

X
X

Qx,y) = KL [ J P{x,y) dx + A(y) } = J Py 4 SAY)

ay oy X dy dy

b
(X
_ J i—Q dx + A'(y) = Q(x,¥) - Q(xp.y} + A'(y),
X
Xp

de onde,
A'(y) = Q(xqs ¥)-

Logo,

onde o limite inferior y, & fixo, e o y um ponto arbitrario que corres
ponde 3 variavel x. Finalmente, substituindo-se o valor encontrado de

A(y) na relacao (VII.2.7), tem-se a solugao:

X Ad
f(x,y} = J P(x,y) dx+ J Q(xq, y) dy =K =constante (VII.2.8)
Xp Yo
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Se a integragac tivesse sido feita primeiro sobre a fun

cao Q(x,y), o resultado seria

y
J Q(x.y) dy + J P(x,ygl)dx = k. (VII.2.9)

0s termos que contem os limites, arbitrarios, de integra
cdo xq e ¥y sao absorvidos pela constante de integragdo apos um pouco

de algebra, conforme se podera apreciar nos exemplos que se seguem.

EXEMPLO 7.5

Para ilustrar o uso das solugbes (VII1.2.8) ou (VII.2.9),

considere-se a mesma E.D. do Exemplo 7.4.

(x +y) dx + xdy =0

X y
J (x +y) dx + J Xg dy = K
Xp YO

%; (x2 - x%) + y(x - xg) + Xo(¥y - ¥p) =K

1 x4 x y =K y x5+ Xg Yo = C
2

2
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EXEMPLO 7.6
Seja a equacao
(x2 + y2)2 {x dx + y dy) + x® dx = 0.

Rearranjando-se vem:

[ X(x2 + y2)2 + x5 W dx + y(x? + y?)2 dy = 0

j£—=4xy(x2+y2)=_§0_ .

3y ax
Assim, a E.D, deste exemplo, e uma diferencial exata. Entretanto, a fun

cao primitiva, neste caso, e um pouco mais dificil de se visualizar. A

solucao (VII[.2.8) fica,
X Y
j [x(x“ + 2x2 y? + y‘*)+x5] dx + J y(x3+2x-;-y2+ y*) dy = K
X0 Yo

Integrando-se esta expressao e depois de se fazer as sim
plificagoes, agrupando-se os termos constantes no segundo membro, tem-

-5e:

6 6
————sz + +-1—Xl+‘y2+l)(2y]+=Kls

ou
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7.2.3 - Fatores de Integracdo - Equagao Linear de la. Ordem
Considere-se, novamente, equacoes, do tipo
P(x,y) dx + Q{x,y) dy = 0 (VI1.2.10)

onde as funcoes P(x,y) e Q(x,y) nao apresentanm, necessariamente, propri
edades especificas entre si. Demonstra-se que sempre e possivel encon
trar um fator x(x,y), tal que quando este fator multiplica a equacao
(VII.2.10), a equagao resultante e uma diferencial exata. Portanto, o
problema consiste em determinar tal fator, problema que, as vezes, re
sulta ser mais dificil do que resolver a E.D. em si. Contude, muitas
vezes o problema se simplifica, consideravelmente, quando se supoe que

o fator depende de uma unica variavel. Em todos estes casos, o  fator

procurado & chamado de fator de integragao.
Um exemplo trivial e representado pela equacac
ydx - xdy =0

Verifique-se que esta E.D. nao e uma diferencial exata.

Porem, se for multiplicada pelo fator Xx(X,y) = 1 , elasera converti
Xy
da numa diferencial exata
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ja que,
BP o8 Ly
3y X

A sequir, veja-se de que maneira este fator pode ser de
terminado. Multiplicando-se a equagac (VII.2.10) pelo fator Ar(x,¥),

tem-se:

A%y} P(x,y) dx + A(x,y) Q(x,y) dy = 0.

A condigcao para que esta equacac resultante seja uma di

ferencial exata e:

KN [.A(x,y) P(x,y)] - 2 [ A(x,¥) Q(x,¥) }-

3y - 3X
Isto €,
p B L g ., (B 30,y g (VII.2.11)
oY ax ay ax

Observe-se que esta equagao e uma equagao diferencial par
cial, cuja solugao &, evidentemente, muito mais dificil que a equagao
ordiniria proposta. Desta maneira, conclui-se que, em geral, o proble
ma de achar fatores de inteqracao nao e uma tarefa muito facil. Contu
do, em determinados casos isto e possivel, especialmente quando se su

poe que A @ fungdo de uma Unica variavel como noexemplo a seguir.
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EXEMPLO 7.7

Seja a equacao

(x2 - y2) dy = 2xydx

Pode-se verificar que, para P{x,y) = 2 xy, e Q(x,y) =

= - (xZ - y2), P 2+ 3% 1sto &, a E.D, ndo & uma diferencial exa
oy 3x B
ta.
Suponha-se, primeiro que X = A(x). Assima equacao (VII.
2.11) fica:
(x2 - y2) GX L aex ¢ 2x) = 0.
dx
Isto e,
da + ix dx = 0.
A x2 - y?

Fica evidente que a solugao desta equagdo, nao sera uni
camente funcao de x, mas tambem da variavel y, contrariando a suposicao

inicial de » = A{x). Portanto, esta suposicao inicial nao funciona.

Suponha-se, agora que A = A(y). A equacao (VII.2.11), pa

ra este caso, fica:
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2xy i+ 20 =0,

dy

de onde,

...d_;\+2_di=0_
A y

Integrando-se esta eguagao, tem-se:

\y) = yi?_

Este fator, evidentemente, satisfaz plenamente a situa
¢do. Multiplicando-se a E.D. do exemplo, por este fator de integragao,

tem-se

2 _u? 2 2 2
Ky - XY gy s 2 X k=X dy v dy = dFS) # dy = d(EE v y) =0
y y? y y? y y

de onde resulta que:

2
X sy =¢

¥

Equagoes diferenciais, que possam ser colocadas na forma

dy + F(x)y = g(x) (VI1.2.12)
dx
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podem ser integradas, de uma forma geral, multiplicando-as porum fator
de integracdao A = A(x). A equagao (VII.2.12) e uma expressac generali

zada de uma equagac linear de primeira ordem.

Comparando-se as relacoes (VII.2.10) e (VII.2.12),inden

tificam-se
P(x,y) =y f(x) - g(x) : Qx¥) =1.
Fazendo-se A = A(x), a equagao (VII.2.11) fica:

—ﬁ'-i-lf()() =0|

dx

Integrando-se esta equacao (depois de coloca-Tana forma

de variaveis separadas) tem-se o fator de integracac procurado:

Continuando, multiplicando-se poreste fatorakE.D. (VII.

2.12), vem:
Jf(x) dx {f(x) dx Jf(x) dx
e dy +y f(x) e dx = g(x) e dx
Pode-se ver que o primeiro membro & uma diferencial exa
ta do tipo

d -y of () } = dy + ¥ eF(X) 4 F(x) dx,

- dx
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onde,

Logo, a E.D. fica

- J( f{x) dx Jf(x) dx
d l_y e ] = g{x) e dx.

Integrando-se ambos os membros, tem-se:

Jf(x) dx [ J[f(x) dx
ye = J g{x) e dx + C. (VII.2.13)

Esta relagao fornece a solugao geral das equagoes linea

res de primeira ordem.

EXEMPLO 7.8

x dy + x2 dx = y dx

.iY_—-—.!—y:—x_
dx X

Esta equacao, assim rearranjada, e do tipo da (VII.2.12).
Portanto, sua solucao & dada pela relagao (VII.2.13).0seufatordeinte

gragao e:

A(x) = e
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Logo,

L= | (-x) L oax+c=-x+c
X J X
y =Cx + x?

7.2.4 - Equacao de Bernoulli

A equacao diferencial

Wy fx) y = vt g(x), (VIL.2.14)
dx
e uma especie de generalizacao da equagao linear de primeira ordem. Es

ta equacao e chamada de equagac de Bermoulli.

A solucao da equagao {VII.2.14) e encontrada mediante a
mudanca da variavel u = y:™® , ou alternativamente, y = v(x) w(x). Em
bora a primeira alternativa seja a mais comum, quaisquer destas mudan

cas de variavel conduzem a solugao.

n
1-n ¢
Fazendo-se a mudanca u = y1™", de onde dy _ vt a
n dx 1-n  dx
ou, mais simplesmente, y' = Y yl-m | 3 equagao (VII.2.14) fica:

1-n

ut + (1 -n) f(x) u={1-n)ag{x). (VI1.2.15)
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Esta equagao nova e uma equagao Tinear de primeira ordeme cuja solucao

ja e conhecida.

Com a substituigao, y{x) = v(x) w(x), a equagao de Berno

uiTli fica:
viwr [f(x)w+w]v=v"u g(x).
Ja que v(x) e w(x) sao fungoes arbitrarias, sem nenhu
ma relagao mutua, pode-se impor uma condicao, a fim de que ambas as fun

coes fiquem completamente determinadas. Assim, escolhendo-se

f(x) w+w =0

tem-se que
-Jf(x) dx (VI1.2.16)
w(x) = ¢
Logo, a equacdo que determina a funcao v{x) e dada por
vio= Wl g(x) VP (VI1.2-17)

que resulta em ser uma equagao de variaveis separadas e, portanto, de

integracao conhecida.
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EXEMPLO 7.9

d_y+ X_\/ :x3y3.
dx

Esta equacao e do tipo de Bernoulli. Como ilustragao, es
ta E.D. sera integrada, fazendo-se uso das duas mudancas de variaveis

indicadas acima.

a) u =y-?2

u' = 2xuy = - 2 x3

A solucao desta equacgao e:
-ZJX dx -Jx dx
ue = -ZJ’x3 e dx + C,
ou seja,
=-X 3 _X2
ue = =-2|x° e dx + C

A integral em si e, aparentemente, complicada. Porem, e

fetuando-se a troca de variavel x2 = £, a integragao fica mais facil.

J x3 e-xz dx = —— [Eefg dg = - —%— et (g + 1),
2



- 24 -

Assim, a solucac deste exemplo, e:

a2 2
[ e (x2+1)+0]=e"

VW (xwHw') oy o= vt Wt i3

As equacoes (VII1.2.16)e (VIL2.17) ficam, respectivamente,

X
w(x) = e? ; v'=x3 e v3,

Integrando-se a ultima equacao, tem-se

A integral do segundo membro & a mesma encontrada anteriormente. 0 que

resta e trivial.

7.2.5 - Troca de Variavel

As vezes, uma simples mudanga de variavel facilita consi

deravelmente a integracao. Por exemplo, as equagoes da forma

9 - flax + bx + ¢) (VI1.2.18)
dx
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tem uma solucao simples, quando se faz a mudanca
u =ax + bx + c.

Derivando-se esta expressao em relagao a x, obtem-se

-Se,

du
a+bf(u)

1
[= W
>

1
o

(VII.2.19)

Esta nova equacao e de variaveis separadas.

EXEMPLO 7.10
2({x +y) dx - dy = 0.

Esta equagao, colocada na forma (VII.2.18) fica
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Assim, a equagao (VII.2.19), apos uma mudanga apropriada, fica

du

—— -dx =0
2(1 + u)

Integrando-se, e apos umamanipulacao algebrica, pode-se ver
que a solucao da E.D. proposta, e:

_yz_:l__CQZX_x__]_

2 2

7.2.6 - Equagcoes Homogeneas

A fim de ressaltar o sentido do termo "Homogeneo", empre
gado em E.D.0. de primeira ordem, lembra-se que, na fisica, uma equa
cao e chamada de dimensionalmente homogenea ( no sentido de que as uni
dades fisicas sejam as mesmas) quando todos o0s termos da equacao tem a
mesma dimensao {ou unidade) fisica. Por exemplo, a energia total (nao
relativistica), de um corpo de massa m em movimento, e a soma de sua
energia cinetica mais a potencial,

_ 2
ET = —5—-m vZ +mg h.

Embora os entes fisicos (massa, velocidade, aceleracao,
e altura), que participam da equacao, representem conceitos diferentes
3 unidade de cada termo tem que ser homogeneo (i.e. cada termo temque

ter as mesmas unidades fisicas). No caso da expressao anterior, a dimen
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T2

- - MLZ ~ .
mensao de cada termo e [-——— , onde M, L e T sao unidades de massa,
comprimento e tempo, respectivamente.

Um outro exemplo simples constitui a relacao que fornece

a area total de um cilindro circular de raio r e altura h,

A =21rZ2 + 27rh.

cil

Para se saber se esta relacdo & dimensionalmente homoge
nea, substitui-se r por oL e h por «bL, onde p e x representam o valor
numerico (adimensional) de r e h, respectivamente. Assim, a dimensio

nalidade da area do cilindro sera
L2 + LL » L2

Em termos gerais, pode-se dizer que a area totaldocilin

dro e uma funcao do raio de base circular r e da sua altura h.
Aci] = A(r,h) = A(pL, kL) = L? A(p, x).

Nesta Ultima expressdo foi indicada, tambem, sua dimensionalidade.

De uma maneira analoga, uma funcao f(X, ¥, z, ...) € cha

mada de fungdo homogénea de grau n, quando for satisfeita a relagao

f{ax, ay, az, ...) = A" F (X, Y Zs «nn)-
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Assim, para o caso da area do cilindro, pode-se dizer que

esta e uma funcao homogenea de segundo grau, no comprimento.
Uma equagao diferencial do tipo
P(X,y) dx + Q(x,y) dy = 0
e chamada de equagao homogénea, quando as fungoes P(x,y) e Q(x,y) fo
rem funcoes homogeneas do mesmo grau. E.Ds.deste tipo podem ser redu
zidas ao tipode variaveis separadas, com a troca de variavel.
¥y = x u(x),

ou, tambem,

x =y uly).

EXEMPLO 7.11

(x + y)2 dx = x y dy

Fazendo-se x + ax ey - ay, tem-se:

(ax + ay)? d(ax) = (ax) (ay) d(ay)

a3 (x + y)2 dx = a® x y dy.



- 29 -

Assim, a E.D. proposta e uma equacao homogenea de 39 grau.

y = ux, dy = x du + u dx.

Substituindo-se na E.D., vem:

(x + ux)2 dx = x2 u {x du + u dx).

Depois de um pouco de algebra, tem-se:

du - — =0
1+ 2u X
A iy - tmx =
; F i
u
x(2u + 1)1/% = C o2
de onde,
- wl/u v
X [ZXHJ = C e?*
X

EXEMPLO 7.12.

ydx+ (2/xy' -x)dy=0

E trivial ver que esta equagao também & homogenea. Assim,

a substituicdo, y = ux, da como resultado
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uxdx+ (2/ux? -x)(xdu+udx) =0
udx+x(2vyu' -1)du+(27u' -1yudx=0

2YT o1 g S

2uv/ u' X

Integrando-se,

-1/2
-u
xu==Ce

de maneira que, a solugao e:

7.2.7 - Equacgoes com Coeficientes Constantes

Existe tambem um tipo de equacdo que, sem ser homogenea,

pode ser transformada numa equagao homogenea. Uma equagao deste tipoe:
(ax + by + ¢) dx + (kx + &y + m) dy = 0 (VIL.2.20)

Esta E.D. e chamada de equagac com coeficientes constantes,

e pode ser resolvida fazendo-se as sequintes trocas de variavel:

x=E+q y=ﬂ+f3:
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onde o e B sao parametros a serem ainda determinados de maneiraasatis
fazerem condicoes convenientes. Com estas novas variaveis, a equacao

(VII.2.20), depois de rearranjada convenientemente, fica:

(af + bn) dE + (kE+4&n)dn+ (aw+bB+ c)dE+ (ka+ £8+m)dn=0 (VIL[.2.21)

Agora, calcula-se os valores de o e B de maneira que se

eliminem os dois Ultimos termos. Assim:

1]
L

ao + b + ¢
(VII,2.22)

"
o

ka + £ + m

As solucoes deste sistema sao

mb -~ cf _ ke - am
0= — , g = o,
al - kb af - kb

Evidentemente, para solucdes finitas de o e B € necessa

rio que af - kb % 0. Para este caso, a equagao (VII.2.21) fica:
(ag + bn) dg + (kg + &n) dn = 0 (VI1.2.23)

Esta equacao & homogenea e, portanto, facilmente integravel pelo meto

do descrito anteriormente.

Quando af - kb = 0, e se ainda se quiser ter solugoes fi

nitas para o e B, sera necessario que mb - c£ =0e, também,que kc - am=0.
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Estas condicoes podem ser expressas na forma:

= =L -x-= constante

Esta relacao de proporciona1idade significa que as duas
equagoes (VII.2.22) sao proporcionais entre si. Isto e, as duas repre
sentam apenas uma equagao. Portanto, a equacao (VII.2.20) pode ser es
crita na forma:

K(kx + &y + m) dx + (kx + &y + m) dy = 0
ou tambem:

(kx + Ly + m) (K dx + dy) = 0 (VII.2.24)

Consequentemente, tem-se duas solucoes para este caso. A

solucao geral, obtida da integragao de

1
o

K dx + dy

n
o

K x+ ¥

Esta solucao & chamada de solugao geral, uma vez gue per

mite a aplicacao de condigoes iniciais ou de contorno.

A outra solugao

kx + £y + m =0
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e chamada de solugao particular.

Um detalhe, que facilita a determinagao dos parametros o

e B, & que, de acordo com as equagoes (VII.2.22), os seus valores nu

mericos representam ¢ ponto de integragao entre as retas:

n
o

ax + by + ¢

"
(]

kx + £y + m

Evidencia-se que, quando estas retas sao paralelas, se

tem o0 caso af - kb =0

EXEMPLO 7.13

(x -y +3)dx+ (3x+y+1)dy=0

Para este caso, 0 ponto de interseccao entre retas e:

Togo:
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Da equacao (VII.2.23),

(E-n)de+ (3£ +n)dn=0

Fazendo-se a troca de variavel, n = uf, a equacao se trans

forma em
¢ [ 3+u du = 0
E (u + ])2

Integrando-se esta equacao e retornando-se as variaveis

originais, tem-se a solucao da E.D.

x+y-1

y=1-x+Ce

7.2.8 - Equacoes Isobaricas

Estas equacoes representam a generalizacao das equagoes

homogeneas. Considere-se, outra vez, a equacao diferencial do tipo
P(x,y) dx + Q{x,y) dy =0 (VII.2.25)

Suponha-se, ainda, que esta equagao nao seja homogenea .
Porem, atribuindo-se a y uma dimensionalidade representada por a’  (em
relacao a dimensionalidade de x que € a), a equagao fica dimensionalmen
te homogenea, entao a E.D. (VII.2.25) pode ser convertida numa de vari

- . . - . T
aveis separadas, mediante a substituicao y = u x .
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0 prob]ema consiste em detetminar 0 va]or da potenciar de
maneira que a E.D. (VII.2.25) seja uma equagao homogenea. 0 calculo de
r pode ser efetuado segquindo-se o seguinte procedimento. Substituindo -

-Se X por ax e y por ary, a equacao (VII.2.25) fica:

P(ax, a'y) d{ax) + Q(ax, aTy) d(a"y) = 0

i+ 1

a P(x,y) dx + a™F Q{x,y)} dy = 0
onde, supoe-se que as funcoes P(x,y) e Q(x,y) sao fungOes homogeneas
de grau n e m, respectivamente. Fica evidente que, para que a equacao
seja homogenea, sera necessario que

n+l=m+r,

de onde determina-se o valor de r. As equacoes diferenciais, que podem

ser tratadas desta maneira, sao chamadas de equagoes isobaricas.

EXEMPLO 7.4

Esta E.D., reescrita numa forma mais convéniente, fica

xy dx - 4 dx + 2x2 dy = 0.
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Atribuindo-se as dimensionalidades x ~ax,e y + ary, pode-

14

-se escrever a seguinte " expressao dimensional" da equacao diferenci

al:

faaa]+[a]+ [a2a"].
Fica evidente que, para que esta expressao {e, portanto,

a £.D.) seja dimensionalmente homogenea, as potencias deverao satisfa

zer a condigao:

de onde, r =-1. Logo a mudanca de variavel apropriada, neste caso, se

ra: y = u x
Diferenciando-se a relagao anterior, tem-se
dy = x"'du - u x"2 dx.
A E.D. proposta, com estas substituicoes, fica:
(4 + u) dx - 2x du = 0.

Integrando-se esta nova equagao (de variaveis separadas)

e voltando-se as variaveis originais, tem-se a seguinte solucao:

xy=0Cxl/2-4
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EXEMPLO 7.15

x y2(3y dx + x dy) - (2y dx - x dy) = 0.

Como antes, x ~ax ; y ~ a'y. Logo, a expressao dimensio

nal fica:

[aa2fa"a]+ [aa?Taa" ]+ [a"a]+faar],

de onde, pode-se ver que a condigac de homogeneidade fica satisfeita,

quando

3r+2=r+1.

Assim,

1/2

Logo a substituicao apropriada, e y = u xX/°, ou tambem, u? = x y? .

Chamando-se u?2 = v = x y2 e diferenciando-se esta relacgao
dx = y 2 dv - 2y ° v dy,
pode-se ver que, a E.D. proposta,com estas substituicoes, fica

- - - - -3 -2
vi3y(y 2 dv-2y 3 vdy)+y zvdy] -[2y(y 2 dv-2y"° vdy)-y vdy]=0
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ou,

_v-z dv + LV 0
S5v(1 - v) y

Esta ultima equacao, com as variaveis separadas, € de fa

cil integracao.

A solucao final, depois de coloca-la em termos das varia

veis originais, e a seguinte:

x2 y2(1-xy?) = C

E necessario ressaltar, nas " expressoes dimensionais”
dos exemplos anteriores, que, as equagoes isobaricas tem a caracteris
tica de apresentar termos homogeneos em dois grupos. Isto e, os termos
da E.D. podem ser agrupados no maximo em dois grupos homogeneos de dife
rente grau. Este fato facilita o reconhecimento de uma equacao isobari

ca.

7.2.9 - Equacoes de Clairaut e d'Alembert - Lagrange

2 . - d - . -
As vezes, a substituigaop =% | & muito Gtil na
dx
solucao de equagoes diferenciais. Uma aplicagao, desta substituigao, e
nas equacoes de grau superior ao primeiro grau, conforme g ilustrado no

exemplo que se segue.




T

EXEMPLO 7.16

2
(LY Xy,
dx dx X ¥

Pode-se ver que esta E.D. e uma equagao de primeira or
dy ,aE.D. pro

dem, e de sequndo grau. Fazendo-se a substituicao p = y
X

posta fica

p2+p (- -2) -1=0.
X y

Resolvendo-se esta equagao algebrica, de segundo grau em

p, tem-se:

Assim, segue-se que as solugces s5ao:

plzl_ N p2=-_.‘y_-

Y X

A primeira solugao,

_ dy X

Pppr =— ~ »
dx Yy
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fornece uma solugao da E.D.:

fornece uma segunda solugao da E.D.:

Lny=-2nx+nCy ; y=—c—2—.
X

As duas solugoes sao igualmente validas, podendo-se esco
Ther qualquer uma que satisfaca o comportamento fisico do problema. Nes
te caso, as familias de curvas que representam cada solugao, encontram-
se matematicamente relacionados, ja que as derivadas destas curvas, pa
ra o mesmo ponto, sao tal que p, = - —l—-. Esta relacao e simplesmente
a condicac de ortogonalidade entre amggg as familias. Logo, afamiliade
hiperboles equilateras, y= Lo , € ortogonal a familia de hiperboles

X
x2 - y2=C.

Entretanto, a aplicagao mais importante da substituicao

p = Ji-é feita no tipo de equacbes diferenciais, que serao estudas a

dx
sequir:
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Uma E.D. do tipo

y - xWoop Ay (VII.2.26)
dx dx

& chamada de equagdo de Clairaut. Colocando-se a equagao (VII.2.26) em

funcao de p, e derivando-se a equagao resultante, tem-se:

dp) _df  dp
dx dp dx

p-(p+x

Rearranjando, tem-se

de onde se tem

d 5 o x:+8 g (VII.2.27)

dx dp

_ 2
Integrando-se a primeira equagao, &Yy . 0, encontra-se a
' dx?
seguinte solugao:

y=C1X+C2

Substituindo-se esta solucao na equagao (VII.2.26), pode

-se ver que, as constantes de integracao C, e C, encontram-se relacio

nadas mediante
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Assim, uma das solucoes da E.D. (VII.2.26) e a seguinte:
y = Cy x + f(C;) (VII.2.28)

A segunda das equagoes (VII.2.27) fornece uma outra solu
cao da E.D. de Clairaut. Esta segunda solucao pode ser obtida eliminan
do-se p entre a segunda das equagoes (VII.2.27)

X + LI 0,

dp

onde {}E- e apenas uma funcao de p, e a equacao de Clairaut
0

y - xp = f(p).

Pode-se ver gque esta segunda solucao, assim obtida,é'apg
nas uma solugdo particular, uma vez que esta solucao independe de qual
quer constante de integragdo. Portanto, a solugao (VII.2.28) ea solu
¢ao gera1 da equacao de C]airaut, ja que ela permite satisfazer certas
condicoes de contorno (iniciais, fisicas, geometricas, etc.) conhecidas.
Pode-se provar que a solucao particular & a envoltoria da familia de

retas (VII.Z2.28).
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EXEMPLO 7.17

y=xy +y'?=xp+p®.

Ngste caso, f(p) = p2.

Portanto, a solugdo geral da E.D. &
y = Cx + C2,

A solucao particu]ar e obtida da eliminacao de pentre as

equagoes
y=xp+p2 e x+—(p?) =0,

de onde vem que:

Uma espécie de generalizagao da equagado de Clairaut & a

chamada equagao de d'Alembert - Lagrange, definida por

y = x f(p) + g{p) >, (VI1.2.29)

onde, p = 4y A solugao desta E.D. & obtida empregando-se o mesmo me

dx
todo utilizado na solugdo da equacao de Clairaut. Por sinal, este meto
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do &, as vezes, chamado de método da derivada. Derivando-se a equagao
(VII.2.29), em relagao a x, e rearranjando-se os termos apropriadamen

te, tem-se:

dx _ xf'(p) __g'(p) (VI1.2.30)

onde, f'(p) = — e g'(p) = 49 . Pode-se notar que, a equacao (VII.
dp dp
2.30) e uma equacao linear, cuja solucao e dada pela equacao (VII.2.13)

Substituindo-se p, obtida da solugcao (VII.2.30), na re

lagao (VII.2.29), tem-se a solugao da E.D..

EXEMPLO 7.18

2
y=x (L)
dx
ou tambem,
y =xp2+1.

Esta equacdo € do tipo D'Alembert - Lagrange, onde f(p)

= p2 e g(p) = 1. Portanto, a equagao (VII.2.30), para este caso, fica:



- 45 -

dx _ 2xp _ 2x

dp p-p> 1-p

A solucao e obtidamediante uma integracac simples, ja que

a equagao resultante & de variaveis separadas. Assim,

A solugao da E.D. proposta € obtida substituindo-se este

resultado na propria E.D.

y = (xM2 - 0)2 41

7.2.10 - Pr0b1ema de Autovalor em Sistemas de E.Ds. Lineares

Um sistema de equacoes diferenciais lineares consiste em um
conjunto de equacoes onde existe uma Unica variavel ndo dependente e
duas, ou mais, variaveis dependentes. De maneira analoga ao problema al
gebrico, um sistema de E.Ds. fica determinade quando existe um numero

de equacoes igual ao numero de variaveis dependentes. Assim, por exemplo

o sistema
dy gy =92 3, -9z _ o, dy
dx dx dx dx

& completamente determinado, uma vez que existem duas equagoes diferen

ciais para as variaveis dependentes y(x) e z(x}.



- 46 -

Existem varios metodos para a solugao de sistemas de equa
coes diferenciais, incluindo o metodo de eliminacac (de incognitas) co
mumente empregado nas equacoes a]gébricas. Entretanto, os metodos mais
comuns requerem conhecimentos que ainda serao desenvolvidos neste capi
tulo (por exemplo, o metodo dos operadores). Um dos metodos mais "ele
gantes" e o das transformadas integrais, especialmente o da transfor
mada de Laplace, que possue diversas aplicacoes, algumas das quais fo
ram ilustradas no capitulo anterior (ver Exemplo 6.14) e cuja aplicacao
as E.Ds. lineares sera desenvolvida em secoes posteriores. Nesta sub-

-secao tratar-se-ao dos sistemas de E.Ds. lineares de primeira ordem.

Suponha-se o0 seguinte sistema de equacoes:

d

_‘_y_]'- = Al]. yl + Alz yz + o0 s + A_Ij. ‘yj‘ + - ae + A?N 'yN
dx

'dj—:Azl y1+A22y2+--.-+A2jyj+ ...+A2NyN
dx

dy

—...—N = .

o = ANI yp + ANZ Yo +t ...t ANj yj + ..., % ANN Yy

Este sistema de equacoes diferenciais pode ser representa

do, convenientemente, da seguinte forma:

d _ .- N VII1.2.31
———y. } A,{',jy‘ s A ]3 2, sy ( )
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ou, tambem, na forma matricial (ver Capitulo II),

_d_. y = A y » (VII.Z.BZ)

onde y e um vetor coluna, cujos elementos sao- as fungdes incognitas,e
A e uma matriz quadrada formada com os coeficientes constantes do sis

temas de Equagoes diferenciais.

Note-se que a relacac tem a forma de uma equagao diferen
cial de variaveis separadas, cuja solucao e:

y = &4 c (VII.2.33)

onde ¢ € um vetor coluna constante, equivalente a constante de integra

cao das equacoes diferenciais. Na equacao (VII.2.33), e importante no

tar-se a ordem dos fatores, no segundo membro, uma vez que o fator ex

ponencial e uma matriz quadrada, a saber:

2 2
S R S S, Sy - S Sy | I

2. 3!

De uma maneira similar, pode-se provar que a solugao da

equacao diferencial Tinear,
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y = oA J CXp(x) dx+ &4 0 (VII.2.34)

Contudo, as solugoes (VII.2.33) e (VII.2.34), embora re
presentem solucdes elegantes dos respectivos sistemas de equagoes,nao
tem utilidade pratica, exceto em analises tedoricas {ou quando A & uma
matriz diagonal) uma vez que seu uso implicaria no desevolvimento em serie
da funcao exponencial, acarretando outro tipo de problemas (por exemplo
de convergéncia).Por esta razéo,as solucoes da equ;gao (VII.2.32) se

rao encontradas, a sequir, em uma forma que permita seu uso pratico.

Considere-se novamente a equagao (VII.2.32), para a qual

procurar-se-é uma solugao do tipo
y = emxv’ (VII.2.35)

onde m e v $a0 respectivamente, um parametro e um vetor coluna constan

tes, a serem determinados.

Substituindo-se (VII.2.35) em (VII.2.32), tem-se:

ou seja,

Av=mv (VII.2.36)



- 49 -

Fica evidente que esta relagao representa um problema
de autovalor {ver Secao 2.6 do Capitulo II), onde para cada valor fixo
de m (autovalor) corresponde um autovetor v. Os autovalores msao deter

minados pela equagao caracteristica:
det (A-mI) =20, (VI1.2.37)

onde, dependendo da natureza dos valores de m, deveraoser considerados

0s casos nao-degenerados e os degenerados.

a) Caso nao degenerado. Chamando-se de my, My, .... M.y .ooo Wy,
os N autovalores {todos diferentes), e vy, vy vunt U,y vt vy » OS

respectivos autovetores, existirao N solugoes do tipo

Considerando-se que os autovetores, correspondentes a
autovalores nao degenerados, formam um espaco vetorial linearmente in
dependente, conclui-se que as Nso]ugﬁesEi,sEo tambem Tinearmente  inde
pendentes. Portanto, a solugao geral da equacao (VII.2.32) sera a com

binacao linear de todas estas solugoes, i.e.,

y = z C, me(:x . (VII.2-38)

A=1

onde os coeficientes C. s3o os chamados constantes de integracao.
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EXEMPLO 7.19

Seja resolver o seguinte sistema de E.Ds.

''=3v + by + 82

o
1

y' - 6v - 10y - 16z

z' =4 v+ 7y + 1z,

onde

v=v(x), y=y(x), z = z(x).

Este sistema de equagoes, colocado na formamatricial, fica;

d
.___g:AgJ
dx
onde:
v 3 5 8
y=1Y > e A=1|-6 -10 -16
z 4 7 11

A matriz A4 desta relagao tem como autovalores (ver Exem

plo 2.6 do capitulo II}): m =20, 1, 3,

e autovetores (Exemplio 2.7 do Capitulo II})
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(
1 1 141
vy = 1 s V2 _ =2 e vy = i -8
-1 1 | 5 J

(VII.2.38), .

[

L 1 ] 0x 1 41,
¥ = Cl 1 e + Cz =2 Q,X + C3 -8 e % )
z -1 1 5

ou seja,

= C, 4+ Cp X 440, e

-
1

y =Cp - 2C, ¥ - 8Cy ¥

=€, +Cp ¥+ 505 %

~N
|

b) Caso degenerado. Se L dos autovalores da matriz A sao degene
rados (i.e., my =m;; = .... m), e se & possivel encontrar L autoveto
res vy que, juntamente com os autovetores nao degenerados, formem um
conjunto linearmente independente, entao, a solucac (VII.2.38) tem a

seguinte forma geral:

N-L ] L
y= 1 C,e%FosdT Y o (VII.2.39)
i=1 J-1
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Contudo, nem sempre uma matriz arbitraria, de autovalores
degenerados, possui autovetores linearmente independentes devido aos au
tovetores degenerados, e, portanto, existe a necessidade de procurar

outras solugoes.

Por exemplo, suponha-se que em correspondéncia comos N
autovalores (contando inclusive com os degenerados) da matriz do siste
ma de E.Ds., somente existam N-1 autovetores linearmente independentes.
Obviamente, ter-se-ao N-1 solugbes, e o problema consiste em encontrar
a solucao emfalta, que, por exemplo, corresponda ac autovalor degenera
dom,.

L

Procura-se uma soltucao do tipo

g: mEx [f(X)Ea +E :!,

onde, f(x) e uma funcao a ser escolhida, de maneira que esta solucao
exista, e v, & ° 530 vetores arbitrarios. Substituindo-se a relagao
anterior na equacao (VII.2.32), vem:

X

f! emf-xya+m eLX (fga+1) ) = "L A(fya+i)b)

L

LR L f(a Ve "M ya)‘

Dado que o vetor v, & arbitrario, escolhe-se v, = v de

maneira que o segundo membro seja nulo, uma vez que v, e um dos autova

tores degenerados. Assim,
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%

(4 - mL ) vy

E interessante notar que Y nao pode ser um autovetor degenerado.

Integrando-se esta expressao, tem-se que f(x)« x. Logo,

o tipo de solucao procurada e:

y = ' (xv + ). (VII.2.40)
Pode-se mostrar que , se houver a necessidade de encon

trar ainda mais uma solugdo, ela sera:
y=e* (X +xv, +v), (VII.2.41)

Qutras solucoes sao encontradas formando polinomios de

grau superior, similares ao mostrado na equacao (VII[.2.41).

0s vetores Vo € Uy 530 determinados de maneira que seja
satisfeita a E.D. matricial. Assim, substituindo-se (VII.Z2.41) em
(VII.2.32), e igualando-se os coeficientes das mesmas potencias de x, en

contram-se as duas equagoes seguintes:

(A-mLI) Vo 21)[.

(4 - my I) ¥4
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Dado que: det{4 - m_ I) =0, nenhuma das duas equagoes
tem solucoes unicas. Porem, a primeira pode ser resolvida em funcao de
pelo menos, um parametro Tivre (um dos elementos do vetor Ea)' Fixando
-se, arbitrariamente, 0 valor deste par&metro, prossegue-se com a se

gunda equagao, onde, novamente, se enfrenta o mesmo problema, resolven

do-se, tambem da mesma maneira.

A escolha dos parametros livres é realmente arbitraria. E
videntemente, isto significa que as solugoes gerais, assim obtidas, te
rao coeficientes diferentes em correspondencia coma escolha dos parame
tros livres. Contudo, a solucao do sistema de E.Ds., sujeito a condi
coes especificas, teré que ser a mesma, qualquer seja a forma dos coe

ficientes da solucao geral.

EXEMPLO 7.20

Encontre-se a solu¢ao do seguinte sistema de equagoes di

ferenciais:

"= T4y + 66z - 42w

<
u

z' by + 24z - 4w

' = 10y + 55z - 33w.

=
[
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Neste caso, a matriz 4 do sistema e:

{

14 66 -42 1

A= 4 24 -14 3,
10 55 -33 J

onde se pode verificar que os autovalores correspondentes sao:
m1=], m2=m3=2.

0 autovetor correspondente a m; €:

Os autovetores degenerados vy satisfazem a equacao.

12 66 -42 d
4 22 -14 d, | = O
1085 -3 | d

Pode-se verificar que as tres equagoes, decorrentes

relacdo anterior, sio todas proporcionais a equacdo Unica

da
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Logo, qualquer conjunto de valores numericos para d;, d, e d;que satis
facam a relacao anterior, dara origem a autovetores degenerados. Dentre
estes, escolhe-se dois que, juntamente com vy, sejam Tinearmente inde

pendentes. Assim, escolhendo-se

d3-0 ;dl—‘—ldz,
?
tem-se
-1
Y1 = 2
0

vem;

Pode-se verificar que os vetores vy, vy e vyy sao line

armente independentes. Portanto, a solucao (VII.2.39), fica:
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3
[ 6 -11 0
W 1 5 0 J 11
J L

de onde vem que a solugao geral do sistema linear de equagoes diferen

ciais, e:

=6 Cqp X - 11Cy %*

<
!

2=2C; e%+ (2C, +7C,)

=
1]

5C, ¢+ 11 Cy &2

E interessante observar que se na equacao 2d; + 11d, + 7d5=0,

se fizesse d, = 0, de onde 2d; = 7d;, ter-se-ia o vetor:

Assim, a solucao geral poderia, tambem, ser expressa por:

6C, ¢+ (7Cy - 11Cp) ¥

e
n

=20, ¥+ 20, F

™~
1

W,ZSCI (?,X+2C.3 sz
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EXEMPLO 7. 21

Encontre-se a solucao do seguinte sistema de E.Ds.

w' = - 8w+ 47y - 82
y' = - 4w + 18y - 22
z' = - 8w+ 39y - 5z.

Pode-se verificar que os autovalores da matriz do siste

ma

3
-8 47 -8
A=|-4 18 -2
-8 39 -5

sao, respectivamente, m =1, 2, 2.

Em correspondencia ao autovalor m; = 1, tem-se o autove

tor

—
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0 Teitor pode verificar que o unico autovetor que corres

ponde ao autovalor degenerado m, = 2, e:

17
= 6
14

Pd

Portanto, ha a necessidade de se procurar uma terceira
solucao do tipo (VII.2.40)
2x

y =e " (xuv, + yb).

cl ~ . d ,
Substituindo-se esta expressac na E.D. matricial— y = 4 y, e igualan
dx ~ - -
do-se os coeficientes das mesmas potencias de x, vem:

(4 -2 1) vy =Yy -
Evidentemente, esta equacao ndo tem solugdo Unica e devera ser resolvi

da em termos de um dos elementos de v (ay By ¥s). A expressac anterior

fica:

-10 47 -8 o 17
-4 16 -2 B 6
-8 39 -7 Y 14
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- 10a + 478 - 8y = 17
- 4o+ 168 -2y = 6
- Ba+ 398 -7y =14

Das primeiras duas equagoes, deste conjunto, tem-se:

7+ 6o 54+ 1o
g = —— sy Y F—
17 17

Com estes, valoresa terceira e apenas uma identidade. Logo

0 vetor resultante vy e:

170
v, = | 7+ 6a
by
L 5 + 14g

Escolhendo-se o = 0, vem

0
vbz__.L 7
- 17 5
Desta maneira, a solucao fica:
% 2x 2x
gZCIPIQ + ngde + C3(ng+2b)e



- 6] -

ou mais explicitamente:

W=6C e + 17C, e +17Cyx &

y=2C ¢* + 60C,e”* + 03(-—1— + 6x ) o
17

2=50C; ¢ + 14C, 2 +Cy(—>+ 14x)e%*
17

7.2.11 - Sobre a Existencia e Unicidade das Solugcoes de uma E.D. de Pri

meira Ordem

Antes de se proceder a integragao de uma equagao do ti

po

y' o= F(xy), (VII.2.42)

e especialmente, quando sua solucao nao pode ser determinada pelos me
todos conhecidos, parece Togico (e ate mais conveniente) se fazer uma
analise previa da E.D. em si, visando determinar se existe alguma solu
cao para a E.D., e se esta solugao & unica. Fica evidente que este ti
po de analise pode poupar esforgos de integragac caso nao exista solu

cao da E.D. em determinadas regioes de interesse.

A teoria sobre a existencia e unicidade das solugoes de

uma £.D. & bastante extensa e foge ao escopo deste trabalho. Contudo,
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este assunto sendo importante, deve ser apresentando nos pontos mais re

levantes, ainda que nao sejam oferecidas maiores justificativas.

As condigoes suficientes para a existencia e unicidade
das solugoes de equagoes do tipo (VII.2.42) podem ser resumidas da se

guinte maneira:

Se a fungao, F(x,y), e sua derivada parcial, 2 F(x,y),
forem reais, finitas, univocas e contTnuas em todos os pontofykx,y)deﬂ
tro de uma regiao R do plano x-y, e se a solugao satisfazer a condigao
y(Xq) = ¥, entaoaE.D.(VII.2.42) temuma solugao unica para qualquer pon

to dentro da regiao R.

Contudo, as condigoes mencionadas acima, nao sao todas ne
cessarias. Isto &, embora as condicoes nao sejam todas satisfeitas,
ainda pode existir uma solucao unica. De fato, a condicao de continui
dade de funcdo F(x,y) e suficiente para garantir a existencia da solu

¢ao.

EXEMPLO 7.22

Seja a equacao diferencial
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Pode-se ver que, solugao reais desta equagao existem a
penas para valores positivos de y. Assim, a regiao no plano x-y onde

existem solucoes da equacao proposta, e y > 0.

Por outro lado,

oF y-l/z .

3y
Esta funcao e continua e finita, exceto no ponto y = 0. Desta maneira,
a regiao de existencia e unicidade da solucao da equagao y' = 2/y 'é
y > 0. A condicao de F(x,y) ser univoca e contornada, escolhendo-se so
mente um dos valores de fungao (que, neste caso, € bivalente). Isto e,
equivalente a ter um corte de ramificagao ao longo de eixo real negati

vo do "plano complexo y".

De fato, a solucao da equacao proposta (equacao de vari

aveis separadas), e
yy(x) =x-C 3 y> 0.

Nesta solucao, a fungao F(x,y) foi consideradade compor
tamento univoco. Desta maneira, tem-se uma restrigao adicional para a

variavel  independente, ja que x - C > 0. Assim, a solugao final fica
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7.3 - EQUACOES DIFERENCIALS LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Equagoes diferenciais da forma.

dy "y " y dy -
o F-1 (X) oL Fp-g () P R ' fl(X)EI " by s

= F(x). (VII.3.1)

sao chamadas de Zquagoes diferenciais lineares de ordem n. Neste caso, 0
termo “linear" deve ser interpretado no sentido de representar uma equa
cao diferencial, onde a funcdo incognita, y, e suas derivadas, aparecem
somente em primeiro grau (apenas potencias de primeiro grau), e que, tam
bem, nao existem termos que contenham produtos entre {ou, em geral, fun
coes que contenham) y e suas derivadas. Assim, exemplos de equagoes di
ferenciais nao lineares sao quase todas as E.Ds. de primeira ordem, es

tudadas na Secao anterior. Outros exemplos de equacOes nao lineares sao

d2 A3y 7 dy | d? “dy 1
&Y tseny =0 ;r Y y 4y, [y +y = ¢"
dx? L dxd | ax  de® | dx |

Retornando-se a E.D. Tlinear (VII.3.1), onde sedeve pres
tar atencdo a funcao F(x) que se encontra no segundo membro, € necessa
rio distinguir os dois casos seguintes. Quando F(x) = 0,aE.D. resultan

te
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n n-1 n-2
4y, ¢ ](x)ﬁ_yw d v, ... Ff(x) y =0 (VIL.3.2)

dx® n- dxn—l n-2 4y 2
e chamada de equagao linear reduzida. Quando F(x) 5 0, a E.D. Tinear
(VII.3.1) tambem e chamada de equagao linear completa. E necessario cha
mar a atengao do leitor para a equagao (VII.3.2), que & comumente chama
da de equagao linear homogenea dando-se a denominacao linear ndo homegé
nea, a equacao {(VII.3.1). Entretanto, esta nomenclatura entra em confli
to com o conceito de homogeneidade anteriormente associade as E.Ds., ho
mogeneas de primeira ordem. Por esta razao, neste capitulo evitar-se-3a
o emprego do termo homogeneo, embora esta terminologia seja utilizada
nos capitulos, correspondentes as E.Ds. parciais, onde desaparece este

problema de denominacaoc.

Ainda, em relacao aos metodos de solucoes empregados, a
E.D. linear sera estudada, distinguindo-se dois casos: Quando os coefici
entes, fj(x),séo parametros constantes, e quando estes coeficientes sao
funcoes arbitrarias de x. Os metodos de solucao, para o primeiro caso,
serao expostos nas proximas subsecOes, deixando-se para fim desta secao
a solucao, em forma fechada, de E.Ds. Tineares simplificadas, ou de pro
priedades especiais, que corresponde ao segundo caso. Um estudo mais ge
neralizado das E.Ds. Tineares, com coeficientes variaveis, sera desen

volvido na secao 7.6.
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7.4-E.D. LINEAR COM COEFICIENTES CONSTANTES

7.4.1 - E.D. Linear Reduzida

Este tipo de equacao diferencial, e o mais simples das E.

Ds, lineares. Sua forma generica, & a seguinte:

dy y dy _
E;E-+ I a1 .. + 2 :;: + apy = (VII.4.7)
Conforme sera visto, a equacao (VII.4.1) admite solucoes
do tipe
y = me (VII.q'.Z)

Substituindo-se esta solugac na equagao (VII.4.1), e apos
as simplificacOes necessarias, tem-se que:

T n—-1 n‘-z mn_2 + ...+ alm + aﬂ =0 (VII.4-3)

Esta equacao resultante e conhecida pelo nome de Equagao
Caracteristica da equagao reduzida. O problema consiste, entao, em en
contrar os valores de mque satisfacam a equagao caracteristica e que,
consequentemente, determinarao as solugoes da E.D. linear reduzida. Con
siderando-se que a equagao algebrica de grau n, (VII.4.3), tem, em ge
ral, n raizes diferentes (my, mp, My, ..... mn) as solucoes da equagao

(VII.4.1) serao:
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mX,

Evidencia-se que, qualquer uma destas solucoes satisfaz
a equagao (VII.4.1). Igualmente, conforme sera vistoaseguir, qualquer
combinacao linear entre as solucgdes e, também, uma solucdo da E.D.

(VII.4.1). Assim, por exemplo, fazendo-se

n==Cy, +Co ¥, {C, e C, constantes)

e, subsitutuindo-se n por y, o primeiro membro da equacao reduzida

(VII.4.1) fica:

n n-1 n n-1
L 1 d _? + o + a; 4n. agn = Cyf d, a_ d n_{1+
dx = ax® dx dx;" dx

d dy, "Ly, Yo
cerar W yag yy) + Gy ta n_2+--+al-—--+a0y)
X X dx : dx

Nesta expressao, deve-se observar que, sendo y; e ¥,
duas solugoes da equacao (VII.4.1), e considerando-se que C; %+ 0 e
C, # 0, as expressoes entre parenteses sdc identicamente nulas, de on

de vem que:

n _
-3 4 L0y .. +a, —+ayn = 0.
dx™ -1 dx™ L Y odx ’
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Este resultado implica em que a funcao n;=Cly1-+C2y2,é,
tambem, solucao da E.D. (VII.4.1). De uma maneira geral, pode-se ver que
a funcao, que resulta da combinagao linear de todas as solugoes Yo e

tambem uma solucdo da equacao reduzida, i.e.

- _ |Sotugao da E.D
y =0y +Cy+ ool + Cn Y, = [11near reduzida) (VII.4.4)

n
-7 c, T (VII.4.5)
k

E interessante notar a semelhanca existente entre a ex
pressdo da solucao geral (VII.4.5) da equacao reduzida, eadefinicao de
um espaco vetorial linearmente independente, dada mediante a equagao
(2.8) do Capitulo II. Deste ponto de vista, as solugoes da E.D. Tinear
reduzida formam um espago vetorial Tinearmente independente, ja que, nao

existe uma equacao do tipo:
C] ¥yt Czyz + ng3+ ...... +C Yy = 0 (VII.4.6)
exceto o caso trivial C; =C, = .... C =0.

E instrutivo considerar o caso em que o espago vetorial,

formado pelas solugoes, nao seja linearmente independente. Desta manei
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ra, suponha-se que a equacao (VII.4.6) seja valida. Isto &, uma solucao

qualquer e obtida de uma combinagdo linear das restantes. Com esta supo

sigao, a relacao (VII.4.6), juntamente com as suas n-1 derivadas, for

mam o sistema:

n

LGy

k=1

coes algebricas, onde os parametros desconhecidos sdo os

= 0.

Este conjunto de equagoes representa um sistema de equa

coeficientes

Ch' Assim, este sistema pode ser escrito, tambem, na seguinte forma ma

tricial:

.

J}(nﬂl) ;{(n-l)

--------

n)
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Evidentemente, este sistema tera solugbes nao triviais,

somente quando o determinante do sistema for nulo. Assim.

ygn—l) .y;(zn—l) yfln—l}

E importante lembrar que esta condicao, assim obtida,
garante que as solucoes Yps nao sejam 1inearmente independente. Assim,
este mesmo resultado pode ser, alternativamente, interpretado de uma ma
neira mais conveniente. A condigao para que as solucoes da E.D. (VII.4.1)
formem um espaco vetorial de fungoes linearmente independentes (i.e.,um

conjunto de solugoes todas diferentes) e que

Y1 Yo vveeat. ‘yVL
2 Y3 ool y;
Wyis Yosuuuy,) = 40 : : + 0 (VI1.4.7)
S o
SRR yin )

onde o determinante € conhecido pelo nome de Wrcnskiano da E.D. reduzi
da, comumente designado por W{y;, Yo, .-... yn). Acontece que esta con
dicao & tambem valida para o caso das E.Ds. lineares com coeficientes

variaveis, conforme pode-se inferir do procedimento sequido.
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Agora, retorna-se a discussao das solugdes da equagao
reduzida. Um problema que nao foi considerado, na deducao da solugao
geral (VII.4.5), e quando duas, ou mais, raizes da equacao caracteris
tica sao iguais; em outras palavras, quando a equagao (VII.4.3) temrai
zes multiplas (e.g. m; = my = m3) Neste caso, e evidente que, o nume
ro de solugoes diferentes e menor que o numero de solugoes esperadas,
que, por sinal, corresponde a ordem da E.D.. Assim, por exemplo, sem;=
m,, e este fato fosse substituido diretamente na solugao geral (VII.4.5),

ter-se-ia que

n
y=(Cp+C) e + [ C, ek %,
f=3
Entretanto, observa-se que esta relagao representa ape
nas n-1 solugoes diferentes. Desta maneira, pode-se dizer que se esta
"perdendo” uma solugao. Assim, o proximo objetivo & encontrara solucao

em falta, solucao esta que deve estar relacionada de alguma maneira, a

yy = ¢"* | Em vista disto, tentar-se-a encontrar uma solugdo do tipo

Yo%) = A(x) y1(x), (V11.4.8)
onde, X(x) e uma fungao a ser determinada.

Agora, a equagao caracteristica, em funcao de suas rai

zes, pode ser colocada na forma

(m=-m)2 (m-m) (m-my) (.cocenenn ) (m-m) =0 (VII.4.9)
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de onde vem que
(m-m)2=m?-2mmn + m% = 0. (VI1.4.9)

Esta relacao comparada com a {VII.4.3), representa a e

quagao caracteristica da E.D. seguinte:

2
d?y _ 2m & im2y-o (VII.4.10)
dx? dx

Evidentemente, uma das solugoes desta equacao e y,(x), e
a outra solugao procurada, conforme apresentado anteriormente,e suposta

ser daforma y, = A(x) y,(x). Substituindo-se (VII.4.8), nesta E.D., e

considerando-se que
ye = Ay + Ay, e yy = A"y + 2y Ay,
tem-se a equacao :

n ] 2 1 1 1
(yi - 2myyyp +my yi) A+ 2(yp -mpyy) A +yp A" =0

0 parenteses do primeiro termo & identicamente nulo de

vido a (VII.4.10). Logo, a expressao resultante e:

Y1 LS 2{y} - my y;) A" =0.
dx
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Esta equacao pode ser simplificada ainda mais, Tembran

myx m .
do-se que y; = ¢ 1" ey) =m " Assim,

A’ g

dx

de onde se tem que A(x) e da forma:

A(x) = x

(As constantes de integragao sao irrelevantes neste ponto, uma vez que
todas estas constantes sao absorvidas pelas constantes dasolucao geral

da E.D.).

Por conseguinte, a solugao procurada e:

y2(x) = x y1(x) = x "%, (VII.4.11)

De uma maneira semelhante, pode-se demonstrar que, para
o caso de raizes triplas, a "terceira" solucao procurada (a sequnda &
sempre dada pela equagao (VII.4.11)), &
ya(x) = x2 ¢™M*
Portanto, a solucao geral para a E.D. reduzida, cuja e

quacao caracteristica possui raizes multiplas de terceiro grau e:
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7]
y(x) = (Cp+Cox +Cqx2) &™X 4§ ¢ oMk

k=4

k

Em geral, se a equacao caracteristica apresenta rayzes

muitiplas de grau r, a solugao geral da E.D. reduzida, € dada por:

_  mpX k k-1 " mpXx
y(x) = e 1"} C, X + 7 C, " (VII.4.13)
=1 fe=r+]

EXEMPLO 7.23

y'+y=0
A equagao caracteristica, para este caso, e:
me+1=0
de onde
m=+ i

Logo, a solugao fica

y = G4 ¥ 4 C, X L (C; #+ C) cos x + i(Cy; - C,) sen x.
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Chamando-se

A=Ci+C, e B=i(C;-Cyp).

a solucao e

y = A cos x + B sen x

EXEMPLO 7.24

yll_zyl-l_y:O

m2-2m+1=(m-1)2=0.

Para este caso a solugao e

y = (€ + Cyx) ¥

7.4.2 - Metodo dos Coeficientes Indeterminados

Conforme foi visto, a solugdo da equagao reduzida e ob
tida de uma maneira muito simples. O verdadeiro problema na solugao de
uma E.D. linear com coeficientes constante, e a solugao geral da equa

cao completa, cuja forma geral e:

dy,, 4 ¥, vay v agy = F(x) (VII.4.14)

-----



- 76 -

Suponha-se que

y&(x) = g Ck Qe

k=1
representa a solucao da parte reduzida da equacao (VII.4.]4)(i.e.y&(x)
e a solucac de (VII.4.14) quando F(x) = 0, e que yp = u(x) seja uma so
lugao, qualquer, da E.D. linear completa (VII.4.14) entao,conforme se
ra demonstrado logo mais, a funcao

y(x) =y, (x) + v, (x) (VII.4.15)

representa a solugao geral da equacao (VII.4.14). A funcao y&(x) e cha
mada de solugao complementar, ou, tambem de integral complementar. A
solugao yp, que satisfaz a E.D. Tinear completa, e chamada de solugao
particular ou, tambem, de integral particular, devido a esta solugao
nao envolver constantes de integragao. Todas as constantes de integra

cao da solucao geral encontram-se incluidas na solugao complementar.

Visando provar que a fungao y(x) definida por (VII.4.15)
g, de fato a solucao geral da equagao (VII.4.14), chama-se de M o ope

rador diferencial linear

My = F(x) (VII.4.16)
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Sendo y, © yp as solugoes complementar e particular, res

pectivamente, & evidente que,

Fazendo atuar o operador diferencial M sobre a fungao
(VII.4.15), tem-se

My =M(y}L+y } =My}L +Myp = 0 + F(x).

P

Assim, uma vez que a fungao y = Y, * yp satisfaz a equa
cao {VII.4.14), esta funcao representa a solucdo geral da E.D. linear
(VII.4.14). Desta maneira, e ja que a solugao compiementar pode ser obtida
daformae]ementardescritanasubse9507.4.1.oprob]emadeencontrar a so

Tugao geral da E.D. (VII.4.14) reduz-se a encontrar a solugdo particu

1 X).
ar yp( )

Um dos metodos mais conhecidos para a determinacao de
yp(x) e o chamado Método dos Coeficientes Indeterminados. Em linhas ge
rais, este metodo consiste em escolher, para yp(x) , uma funcao que se
ja a combinacdo linear das funcoes elementares, que fazem partede F(x),
e de suas derivadas.Os coeficientes desta combinagao Tinear sao os coe

ficientes a serem determinados mediante, primeiro, a substituicao des
ta funcao escolhida para yp, na E.D. completa, e logo, por comparagao

de ambos os membros, sao identificados os valores dos coeficientes.
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Na pratica surgem alguns inconvenientes, neste metodo,
quando F(x) contem termos que, a0 mesmo tempo, $ao solugoes da parte re
duzida da E.D., conforme podera ser apreciada nos exemplos que serao da
dos. Quando F(x), ou cada um dos seus termos, corresponde a sequinte
forma generalizada:

n g
F(x) = & [cosaxz A b X" *isenax ) Bq_kxq‘kJ (VI1.4.17)
k=0 k=0
a funcao que resulta da combinacao linear de cada um dos termos de
de (VII.4.17) e de suas derivadas, e a solucao particular (exceto pelos
coeficientes indeterminados). Esta funcao e da sequinte forma:

XX (M& CoS o X + Nhrsencxx) (VII.4.18)

onde, Mk e Nh sao os coeficientes a serem determinados, Pea maior po
tencia de x entre n e q em F(x), X e o sao os mesmos (numeros ou para
metros} indicados em F(x), e s € uma potencia cujo valor numérico depen
de da forma de F(x), da relagao existente entre os termos contidos em
(VII.4.17) e das equagoes da parte reduzida (solucao complementar) da e

quacao. Assim, quando em F(x), ndo existem potencias de x, i.e.

F(x) = ¢ (A cosax + B sen & x),

entao,
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0 Tndice s tambem possui este mesmo valor (s = 0}, quan
do nenhum dos termos de (V11.4.18) for qualquer uma das solugoes da par
te reduzida. Entretanto, quando ocorre o contrario (isto e, um dos ter
mos de F(x) € tambem solucao da parte reduzida), caso que pode ser iden

tificado mediante as raizes da equacao caracteristica

m=0, ou m=2A, ou m= = ia,

entdo, o valor numerico de s & igual ao grau de multiplicidade das ral

zes da equagao caracteristica. Assim:
Se as raizes sao simples (valores diferentes), entao: s = 1.

Se as rajzes sao duplas (duas delas iguais) entao s = 2.

etc.

A demonstracao de que (VII.4.18) e a combinagao linear
de (VII.4.17} e suas derivadas, para o caso s = 0, e relativamente sim
ples. Esta demonstragao e deixada para o leitor. Contudo, nos exemplos

que se seguem serao dadas demonstragoes inciuindo os casos para os quais

s #+ 0.

EXEMPLO 7.25

Seja resolver a E.D.

y'+y =12 x2



Do exemplo 7.23, sabe-se que

Y, = A cosx + B senx.

Torna-se evidente que, neste caso, nenhuma das solugces
da parte reduzida pode ser identificada com F(x) = 12x2. Logo, u(x) de
vera ser uma combinagao linear de F(x)«x?, F'(x)=x e F"(x)« constan

te.
Yy = Mo + Myx + Myx2,

(Note-se que esta mesma funcao e obtida de (VII.4.18), observando - se
que s =0, A =0 e P =2). Substituindo-se esta funcao na E.D., tem-

-se que:
2M2 +M0 + M1X+ M2X2 = ]2X2-

Esta relacao chega a ser uma identidade, unicamente,
quanto os coeficientes das mesmas potencias de x, em ambos os membros,

forem iguais. Isto e,
M, = 12
M, = 0

2M, + My =0 de onde My = - 24. N
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Logo, a solucao geral da E.D. proposta, €:
Mx)=y&+yp=Ac%x + Bsenx + 12x2 - 24

EXEMPLO 7.26

y" + 3y' = senx + 2 ¢OS X.

Pode-se verificar que

y, =Ci+ G X

Neste caso, uma das raizes da equagao caracteristica e
nula, fato que sugeriria s = 1. Porém, dado que nao existem potencias
de x em F{x) = senx + 2cos x, segue-se que s = 0. Isto e obviouma vez
que nenhum dos termos de F(x) e identificado com as solugdes da parte

reduzida. Portanto, a solugdo particular sera da sequinte forma:
yp = My cos x + Ng sen x.
£ evidente que este resultado & apenas a combinagdo
linear de F(x) = senx + 2co0s X, e suas derivadas. Substituindo-se yp

na E.D., e igualando-se os coeficientes em ambos os membros, tem-se:

-1
Mo -1 , Ng = —
2 2
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Desta maneira, a solucao geral da E.D., &:

1 (senx - cos x)

2

y(x) =C; + Cp &

EXEMPLO 7.27

Yy ay =

-2x X

y, = Cie +C, e

Observe-se que, neste caso, a solugao e_zx e amesma fun

% | (Se se escolher Yy = My ¢ %% conforme seria o caso

cao F(x)
normalmente aconselhavel, a substituicdo desta funcao na E.D., levaria
ao resultado My = 0). Como consequencia, pode-se dizer que se tem um
problema analogo ao caso de raizes multiplas da equacao reduzida. Em
outras palavras, o problema consiste em encontrar uma outrasclucao (na
realidade, uma solugao particular)que, de alguma maneira, esteja rela
cionada 3 e %%,

A solucao, neste caso tambem e enfrentada da mesma manei
ra que para o caso da equagac reduzida, isto e, procura-se uma solugao

do tipo
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Substituindo-se yp na E.D., obtem-se:

Esta e outra equacao de segunda ordem, porem, reduzivel a outra de pri

meira ordem. Fazendo-se v' =p e v" = p', a E.D. anterior fica
-p:]’

equacao que e identificada como uma Tinear de primeira ordem, cuja solu

cao foi estabelecida na equagao (VII.2.13)

r =X
p=v' =¢e L e dx+C }

Observe-se que, a contribuicao real desta solugdo, e res

2% .= L .
¥ | ja que o primeiroé essencialmen

presentada pelo segundo termo -xe
te uma das solucoes da equacao reduzida. Seguindo-se uma analise pare

cida, pode-se demonstrar que, quando « =0 e P = 0 nas relacoes
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(VII.4.17) e (VII.4.18), e as raizes da equagdo caracteristicas sao sim
ples, entao s = 1. Desta maneira, justifica-se a forma genérica da solu

cao particular (VII.4.18), quando F(x) apresenta a forma (VI[.4.18).

Voltando-se a E.D, do exemplo, ve-se que a solucao geral

i

EXEMPLO 7.28

y" - y' =2-x+3cosx -4e ¥

Verifica-se que

y,=Ci+C e +C3e"

Observe-se que, nesta solucao complementar, se tem solu
coes que, ao mesmo tempo sao funcoes elementos de F(x)i.e. o tempo independen

te e a funcdo e . portanto, a solugao particular, de acordo com

(VII.4.18), deve ser da forma:

y = (M x + M) x + (M, cosx + My senx) + M, x e,
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onde foram agrupados os termos que se espera serem solucoes particula
res dos correspondentes da E.D. do exemplo. Substituindo-se yp na E.D.

determinam-se os coeficientes

Ml_._.l__’ M0=-2’ MS:—_.B_’MZ_O, ML|.-_2
2 2
A solucdo geral e:
y=C1+CzeX+C3e_x+—>—(—(x-4)-isenx -2xe ©
2

EXEMPLO 7.29

YU E 3yt byt 4 3y = e oF cos x

-3x

y, =C; e ™ +(Cy, cosx + C3 senx.

"

Neste caso, as funcoes e_3x e cos x de F(x) sao tambem

solugGes da parte reduzida, porém, o termo "3 cos x , nac o e. Portan
to, a solucdo complementar, para este caso, € do tipo

y =e¢ % (Mcosx + N senx)

P

Substituindo-se yp na E.D., e igualando-se os coefici
entes das mesmas funcOes em ambos os membros, sao determinados os coe

ficientes M e N.
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Assim, a solucac geral da E.D. e:

y(x) = Cy e C, cosx + C;senx + € (——-2-— COS X + senx)e

13 3

-3x

7.4.3 - Metodo dos Operadores

0 metodo dos coeficientes indeterminados, pode apresen
tar certas dificuldades quando a funcao F(x), da equacao completa
(VII.4.14), possui propriedades peculiares. Um méetodo de integragao da
equagao completa (VII.4.14), que apenas depende da habilidade de efe

tuar integracoes, e o chamado Metodo dos Operadores.

Define-se o operador diferencial D, tal que, atuando
sobre uma fungao f(x) se tem como resultado a derivada desta fungao.

Assim,
_d
D f(x) = — f(x).
dx
Pode-se provar que este operador & um operador linear.

Da aplicagao sucessiva de D sobre uma mesma fungao y,

tem-se 0s seguintes resultados:
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Dy:....cLy.._

dx

2 2
poy=0y = (L)L

dx dx dx?

Assim, em geral:

dn
Dny=-——i.

dx™

Com esta definicao, a E.D. linear com coeficientes cons

tantes (VII.4.14) pode ser escrita da seguinte maneira:
My + a,_ Dn_1y+.... + 2,0y +agy = F(x),

ou, tambem,

PPl L +ap D+ oag)y = F(x). (VII.4.19)

Tl
(D" + 3,
A expressao entre parenteses (polinomio) e um operador

diferencial, o qual pode, tambem, ser escrito na forma
(D-m) (D-m) {cvvvnnn. ) (D - mn)y = F(x), (VII.4.20)
onde se deve notar que os parametros m;, m,, etc, sao exatamente as r{i

zes da equacao caracteristica (VII.4.3). A equacao (VII.4.20) pode ser

escrita, simbolicamente na forma:
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:
[(v-ml)(v-mz)( ....... ) (0-m)

y(x) = F(x) (VII.4.21)

Esta maneira de colocar o operador diferencial (polino
mio) no denominador do segundo membro e equivalente a definir o "inver
so" do operador diferencial, expresso em forma de polinomio. E interes
sante notar que se, de alguma maneira, se pudesse achar algum metodo
de calcular o operador inverso {que necessariamente tera que envolver
integracoes), a equagao (VII.4.21) representaria a solugao da E.D. 11

near (VII.4.19)

7.4.3.1 - Caso em que as Raizes da Equacdo Caracteristicas sao Simples

Separando-se o operador diferencial inverso em fracoes
parciais, e supondo que todas as raizes my, da equacao caracteristica,

sejam diferentes, tem-se que

I
I=
i}

+
I

Y
;e
+

>
=

S

-n

-
-~

y(x)

(— ) F(x) (VI1.4.22)

y{x)

]

o 2l e e
I
~

Nesta ultima expressdo tem-se operadores diferenciais
inversos mais simpies. Certamente, este e o ponto apropriado para se
estudar a natureza destes operadores diferenciais inversos. Para isto

considera-se a equagao
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(D -m) n=g(x) (VII.4.23)

ou

Esta ultima expressao e uma equacao linear de primeira

ordem, cuja solucao geral e dada pela relacao (VII.2.13)
+dex -fmdx
n=e [.[g(x) e dx + C }

n=e™ Ue'm‘ g(x) dx + CJ (VII.4.24)

Por outro lado, multiplicando-se (VII.4.23) pelo opera

dor inverso

, tem-se que
P-m

) 9{x) (VII.4.25)

A comparagao das relacoes (VII.4.24) e (VII.4.25) reve

la a natureza do operador diferencial inverso , ao atuar sobre a
D-m

funcao g(x). Assim, observa-se que,

1
' = ™ T dx + C (VII.4.26)
( P— ) 9(x) = ¢ [ I e og(x) dx + ]
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de onde se segue que, conforme deveria se esperar, o operador diferen
cial inverso e um operador integral que, alias, € a solucaodeuma E.D.

linear de primeira ordem.

Com os resultados desta analise, retorna-se a equagao
(VII.4.22), onde, exceto pelos coeficientes Ah’ cada termo e substitui
do por uma relacao da forma (VII.4.26). Observa-se que isto equivale a
ter a soma de n solucoes de E.Ds. Tineares de primeira ordem.Emoutras
palavras, a £.D. linear de ordem n foi convertida em n E.Ds. de primei

ra ordem, i.e.:

n

y(x) =] A o* H e R* F(x) dx + ck], (VII.4.27)
=1 -

onde as n constantes Cf2 s3o as constantes de integracao, e os coefici

entes Ah vem da separacao em fragoes parciais. Ressalta-se que, esta

expressao representa a solugdo geral da E.D. linear com coeficientes

constantes.

Este metodo apresenta a vantagem, sobre o metodo dos coe
ficientes indeterminados, de ndo depender de uma "boa escolha” para a
solucdo particular. Contudo, o método dos operadores, quando F(x) e uma
funcao simples, ou contemplada dentro do tipo de funcoes (VII.4.17), e

um pouco mais trabalhoso que o metodo dos coeficientes indeterminados.
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EXEMPLO 7.30

Seja a equacao diferencial:

y" + 2y' =6 + 8x,

onde as raizes da equacac caracteristica sao respectivamente, my = 0 e

m, = -2.
A equacao (VII.4.19), para este caso, fica
(D2 + 2D)y = 6 + 8
D(D+ 2)y =6+ 8x

y = [———_D(D]+2)] (6 + 8x).

Separando-se o operador diferencial inverso, em fragoes
parciais, tem-se:

1 Ay

p(D+2) D D+2

de onde

Ay

1
~ |-
[40)
>
N
1}
|
~ |~
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Logo,

1y 6+ 8x) - 1 ( L (6 + 8x).
% 2 D+ 2

.

y=—
2

A solucdo, para este caso, e dada por (VII.4.27):

y=—12—[:[ (6 + 8x) dx+C1]-_1_e-2x {-J(ezx(6+8x) dx+c2-\

2 L
=3><+2><2+_L(:1-e'z"fe'zx (3 + 4x) dx - ——C, ¢ 2
2 2
e SR E S B YOO N S Y P
2 2 2 2

Agrupando-se todos os termos constantes, asolucao fica:
y = B, + B, L x(1 4 2x).

EXEMPLO 7.31

Outro exemplo, para efeito comparativo entre o metodo
de coeficientes indeterminados e o dos operadores e o proposto no Exem

plo 7.28, onde aintegral particular demandou uma atengao especial:

y" -yt =2-x+3cos x-4e "
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Chamando-se
F(x) =2-x+3cosx -4e ™,

a E.D. fica:

D(P2- 1)y =D(DH) (D -1)y = F(x)

[ ‘ 1 Fex
DD +1) (D-1) 4

y:

Separando-se em fracgoes parciais o operador diferencial

inverso, a eguagao anterior, fica

Ly Ry |
D 2 D+ 1 2 D -1

y =-

Calculando-se cada termo, separadamente, e usando-se a

relacao (VI1.4.26), tem-se:

( ) F(x)

€ J((2—><+3cosx4e'x)d><+C1
D

2 -
2x - X+ 3senx + 4¢¥ + (4

2
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( Y F(x) = e_XUeX(Z - x + 3cosx - de ) dx + Cz}
D +1
=2-x+1 +-%—(senx +cosx)- 4xe ® + (e "
(D—TT)F(X) = & [JQ_X(Z-X+3COSX—4e-x)dX +C3:l

- 2+x+1+—3——(senx - cosX)+ 2¢F + Cq F,
2

Assim, a solucao, apos feitas as simplificagOes e 0s a

grupamentos convenientes, fica:

- 2 -
y(x) =C; +Cy e+ C, e ¥+ 2 - 2 -3 sen x - 2xe
2 2

EXEMPLO 7.32

Como ultimo exemplo, seja a E.D.

x
y'"+ 3y +2y-= et .

Fsta equagdo diferencial e muito dificil de se resolver
pelo metodo dos coeficientes indeterminados, conforme pode-se  verifi
car, devido a forma complicada da fungdo do segundo membro. E neste ti

po de E.Ds. que o metodo dos operadores demonstra sua maior utilidade.
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Pode-se ver que,

Logo a E.D. fica

X
(02 +30+2)y=(D+1) (D+2)y=e°

P+1 D+2 D+ 1 D+ 2

onde

Analogamente,

X _ X X
(— )e()‘X =e'2X[Je2Xee dx+C2]=ezx[exee - +C2]
D+ 2
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A integracao anterior foi realizada por partes, chaman

do-se
X X
d=e® e dx=efe? dx =4 ( e® ) dx.
dx
Assim, a solugao da E.D. fica:
y=F (¥ 40 -2 (-1 ek g,
X

y=Cpe® +¢, e e B Q0

7.4.3.2 - Caso em que as Raizes da Equagao Caracteristica saoMultiplas

0 metodo dos operadores, da forma exposta anteriormente,
apresenta dificuldade quando as raizes da equacao caracteristica sao
miTtiplas, ja que ndo e mais possivel se obter a separagao, em fragoes
parciais do operador diferencial inverso, que, apresenta a multiplici
dade das raizes. Para estes casos, e supondo-se que duas das raizes se

jam iguais (m; = m,) a equagao (VII1.4.20), fica
(D -m)2 (D -mg) {(.ovnnnn ) (P-m)y = F(x) (VII.4.28)

Multiplicando-se ambos os membros pelo operador diferen

) . 1
cial inverso, , tem-se:
P - M
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Porem,

(D-m) (D=-mg) (...... ) (D -mly=20¢(x); (VII.4.29)

caindo, outra vez, no caso das raizes simples. Para o caso de tres, ou
mais, ra?zes iguais, o procedimento pode ser repetido ate se obter uma
E.D. de raizes simples. Alias, este procedimento de integracao pode ser
continuado, inclusive com os fatores de raizes simples, ate se chegar

a solucdo geral da E.D.

EXEMPLO 7.33

+y" -y -y =e¢ " sen2x.

Y

i

A equagao caracteristica,

1}
o

md+m2-m-1=(m+1)% (m-1)
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Logo, a E.D. fica

* sen2x

1
=y

P+ 1)2(p-1)y

(D+1) (D-T)y ) e® sen2x

n
——

P+ 1

Por outro lado,

Je *sen2x =¢* ’ j e ¢ sen2xdx + Cl}
D+ 1 -

Assim, a nova E.D. fica

(D+1) (D-1)y= (¢ -—— cos2x)
2

(0-1)y-= ] ye ® (Cq - 1 os 2x)=¢ ™ U(Cl-—T—cos 2x) dx+Cl:l
D+1 2 2
(D-1Ny=¢F* [ ( Cyx - 1 sen2x ) + Cy }.
4
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Finalmente,

y=(— ) e*(Cy+Cyx - L sen2x) =£x‘m(ézx(cz+clx—-l-sen2x)+C4
D-1 4 4

"
(-2sen2x - 2cos 2x) + C3_|

y=Ae + (B+Dx) e® + —— (sen2x + cos2x) ™
16

onde, todos os coeficientes constantes foram agrupados em A, B e D.

7.4.4 - Metodo de Variacao de Parametros

0 metodo de resolucdo de uma E.D. Tinear completa, des
crito a seguir, e de aplicacdo geral, incluindo as E.Ds. com coeficien
tes variaveis. Contudo, neste metodo & necessario que as solugdes da e
quagao reduzida sejam conhecidas. Esta restrigao nao representa nehuma
dificuldade para as E.Ds. 1ineares com coeficientes constantes, conforme ja
foi visto. Quanto a solucdo da parte reduzida das E.Ds com coeficientes va
riaveis, esta sera tratado no restante deste Capitulo. Por enquanto, su

por-se-a que as solucoes da parte reduzida da E.D. Tinear sdo conheci

das.

Visando-se simplificacOes nas analises e especialmente,
porque o tipo mais comum de E.D. que aparece em problemas fisicos & de

segunda ordem, considere-se a equacao:
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y'H P(x)y"+ Q(x)y = F(x). (VI1.4.30)

Suponha-se que ycf(x) e ycz(x) sejam duas solucoes in

dependentes da equacao reduzida, tal que

ygj + P(x) yéj + Q(x) ycj =0 (VII.4.31)

Assim, a solugao geral da parte reduzida da E.D.(VII.4.30)

Yo = A Yoy + B Yoy

Com base nesta solugao, procura-se encontrarasolugaogeral daE.D. com
pleta (VII.4.30) de maneira que seja, tambem uma combinacdo, embora nao

1inear, das funcgoes ycj. Assim, procuram-se solucoes do tipo:

Y = A(X) Yo (%) + B{x} y,o(x), (VII.4.32)

onde A(x) e B(x) sao fungoes a serem determinadas. Derivando-se(VIL4.32),

tem-se
y' = A yé] + B yéz + A'ycj + B Yoog -

As funcoes A(x) e B(x), que ate aqui foram consideradas
arbitrarias, ficam completamente determinadas com a condicao, imposta

convenientemente,



- 101 -

Ay, +8'y, =0, (VII.4.33)

condigao esta que tambem implica que

vt Ay + By

Derivando-se, mais uma vez, esta expressao, tem-se que:

Y= Ayc? * Byc? + A ycii'B yc?‘

Substituindo-se esta ultimas expressoes na (VII1.4,30) e

rearranjando os termos, tem-se:

Aoy +PYey * Qugp) + Blygy + Pygy +Quey) + A'ye #BYy ) = F(x)

Observe-se que, as expressoes entre parenteses, sao iden

ticamente nulas, devido, a (VII.4.31).
Portanto, a equagao anterior fica

'yl 4 Byl = F(x) (VII.4.34)
As equacoes (VII.4.33) e (VII.4.34) formamumsistema al
gebrico de equacgoOes nas fungoes A'(x) e B'(x). A solugao deste sistema

e a seguinte:
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-F(x)y F(x)y
4 Ay - ' [Cf sélnB(x) - o (VII.4.35)
dx YerYeg “YegYez ¢ YeiYeg ™ Yop¥eg

Evidencia-se que estas solugGes existirdo, unicamente,
quando

yc? yaZ - ycl yc? + 0.

Esta condicao nada mais & do que o Wronskiano das solucdes da parte re
duzida da E.D (VII.4.30) e que exprime a independencia linear entre es

tas solucoes, de acordo com discussao exposta na subsecdo 7.4.1.

Integrando-se as duas relagoes (VII.4.35), e chamando-

se W(Yyps Yap) = Yo Yep™ Yoy Yoo tem-se que

F
A(x) = - J Yeg ) F¥) dx + C,
w(ycl’ycz)

& (VII.4.36)

J Y (%) F(x)
B(x) = | —————— dx + C,
W(YapsYeq)

onde, as constantes G, e C, s3ao as constantes de integragaodaE.D..Com
esses resultados, a integracao da E.D. (VII.4.30) fica definida median

te a relagao (VII.4.32).
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0 procedimento para a integracao de E.Ds. lineares de
terceira ordem da forma (VII1.4.30)}, supondo-se conhecidas as solucoes

da equagao reduzida, & essencialmente o mesmo. Isto €,

Y(x) = ALX) Yoy (x) + B(X) ¥,5(x) + D(X) ¥ 5(x), (VII.4.37)

onde, as fungoes A(x), B(x) e D{x) sao escolhidas de maneira que:

|
o

Ay + By, + D'y, - (VI1.4.38)

A! + B'yéz + D! éS =0 (VII.4.39)

Yei
Estasduas equagoes, mais a equagao que resulta depois

de substituir (VII.4.37) na E.D. de terceira ordem, a gual e:

A'yg, u B‘yg2 + D'y'ci3 = F(x}, (VII.4.40)
formam um conjunto de equagoes algebricas que definem as fungoes A'(x),
B'(x) e D'(x). Integrando-se estas fungoes {depois de encontradas suas
solucoes) e substituindo-se os resultados na relagao (VII.4.37), obtem-
-se a solucao da E.D. de terceira ordem. Do sistema de equagoes
(VI1.4.38), (VII.4.39) e (VII.4.40), fica evidente queas solucoes com

plementariasyzi'devem ser tal que:
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W(Yor > Yog » Ya3) + 0,
isto e, que sejam solucdes indebendentes.
Observando-se a forma do sistema de equagoes (VII.4.38),

(VI1.4.39) e (VII.4.40), infere-se que este metodo & facilmente exten

sivel a E.Ds. lineares de ordem superior.

EXEMPLO 7.34

Seja a mesma E.D, do Exemplo 7.32.

ex

y"+ 3y + 2y =e

As solugoes da parte reduzida da equagao, sao

_ "X . - o2x
Yo = ¢ ’ Yeg = ¢ >
de onde,
' —_ _ K . I - - -2x%
Yo =7 ¢ ’ Yez 2e

' ' _ -3X -3x _ _ -3x
W(Yop oY 2) =Y 00 Y0 (X) = yo () yp(x) ==2e7" 427" = -e™" .

X
Logo, as integrais (VII.4.36), com F(x) = e® , ficam
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I
—
>
o
13
+
Sy
©
=
b
=
W
o
>
+
(]
—
1
)
~
w
+
o
—

EXEMPLO 7.35

~X

y" o= 7yt o+ 18yt - 8y = x3 7.
A equacao caracteristica da parte reduzida da E.D., &
md - 7m2 + 14m - 8 = 0

Pode-se ver que m; = 1 & uma das raizes. Para encontrar as outras raizes,

fatora-se o polinomio

md-7m2+T4m-8={m-1) (m-m) {(m-m3) =0
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de onde se obtem as equagoes:

m2 + m3 = 6

I
co

m, Mg :
Assim, as raizes da equacao caracteristica sao:
ml = ]; m2 = m3 = 4.

Portanto, as solucoes da parte reduzida da E.D. sao:

2 4x

— X . - x . p—
Yo 7 5 Yp T 5 Y3t R

A solugao procurada e da forma

2% 4x

v =X A+ 262" B + 4% D+ F A+ XF B+ e B
'
1
(]
y' = e A+ 4e°FB + 16¢%D + X A" + 207%XB" + 4e4f£y

'
i

o

ym=exA4-8¥XB+64fxD+exA'+4ekB'+16éxDH

Substituindo-se estas expressﬁes na £.0., pode-se

que,

ver
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A(O)+B(O)+D(0)+ e A +4e™B + 16" = x3 o7,

Desta maneira, obtem-se o seguinte sistema de equacdes:

SA + 2B+ M = 0

XA + 20%¥B + 4%%D = 0

SR+ 407¥B 4 1645D = x3 o X,

Observe-se que este sistema de equagoes corresponde as relagoes (VII.

4.38), (VI1.4.39) e (VII.4.40).

ex QZX ' é4x 1 1 1

N(e®, 2%, o) = | & 2% 4 | =1 2 4| -=6cF
X 4e%% 16e% 1 4 1
0 o 2% ¥ 01 1

3,72% _

At = 0 2028 gt | o X2 0 2 4 )=l x3g%
6e7x 6 3

x3e7X  £e%%  16e%F | 1 4 16

De forma analoga:

33 D'= - x3 &%,

B' = -
2 6
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Portanto, as funcoes procuradas sdo obtidas integrando-se esses resul

tados,
A(x) =ij3'e_2xdx +Cy = S S O T I S I 34
3 6 2 2 4
Analogamente,
B(x) = L I S S Cy
6 3 9
D(x):-LQ-S(X3+ix2+_6_x+_6_)+c3
30 5 25 125
Por ultimo, a solucac geral da E.D. proposta fica:
y(x) = Cl?_x ‘ C2€2x+ C3Q4X _ b { x3 +_3_]_ W2 4 761 s 12091 ) o X
30 10 1125 4500

7.4.5 - Metodo das Transformadas Integrais

Dentre as propriedades das transformadas de Fourier,
Laplace, Fourier-seno e Fourier-co-seno (ver Capitulo VI}, a que merece
maior destaque na solugao de E.Ds., e a da transformada das derivadas
sucessivas de uma funcao. Isto e evidente, porque mediante esta propri
edade & possivel converter a derivada, de ordem arbitraria de uma fun
cao, num polinomio de potencias do parametro da transformada integral,

onde o coeficiente da maior poténcia { que e igual a ordemda derivada)

e a transformada da funcao.
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E necessario ressaltar que esta propriedade & muito u
til apenas quando a derivada se encontra isolada (i.e., ndo existem fa
tores variaveis multiplicando-a, exceto fatores constantes). Este fato
e que define sua aplicacao em E.Ds. lineares com coeficientes constan

tes.

Entretanto, e necessario tomar cuidado com a aplicagio
das formulas que fornecem a transformada de derivadas sucessivas, uma
vez que em sua deducao supoem-se comportamentos definidos da funcdo e
suas derivadas. Este aspecto e realmente o que define a escolha, quan
to ao tipo de transformada, que deve ser feita para resolver uma E.D.

Tinear com coeficientes constantes.

7.4.5.1 - Transformada de Fourier

Na dedugao da formula

F { dnY(x)},z (i)™ F { y(x) } , (VII.4.41)

dx™

deve-se lembrar que se supos, implicitamente, que

yrw) = Sy w) = ., - y(t @) = 0 (VI1.4.42)

Esta serie de condigoes implica que as condigoes de con
torno (valores nos extremos x = * =) ja se encontram dadas. Em outras

palavras, utilizando-se a transformada de Fourier, na solucac de E.Ds.,
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as solugoes obtidas nao admitem a imposicao de nenhuma outra condigao.

Note-se que a solugado e valida no espago infinito.

Suponha-se a E.D.
yoUta, Y o, +a;y'+agy= F(x) (VII.4.43)

Tomando-se a transformada de Fourier desta equacao, e

chamando-se

|_(1'k)n (i) ta .. + apik + aC]Y(k) =o(k). (VII.4.44)

Esta expressao mostra, primeiro, que F{x) tem que existir (F(x) = 0},
esatisfazer a condicao F{z=)=0, de outramaneiranao teria transformada
de Fourier. Supondo-se que ¢(k) existe, a expressac (VII[.4.44), depois

de encontrada sua transformada inversa, fica:

o ikx
y(x) = —— . o(k) e dk . (VII.4.45)

Jar -oo(1|<)“+r21 a_(ik)" "
m=1

n-m
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Solucoes reais poderao ser obtidas unicamente quando
n for um numero par. Por exemplo, seja a E.D. linear de primeira or

dem
y' +ay = F(x).

Supondo-se que F(x) satisfaz as condicoes de Dirichlet,
a solucao (VII.4.45), neste caso, e:

1 (% a(k) o

/GE? Jm a + ik

dk

y(x) =

E evidente que, para este caso, uma solucao real nao
existe, conforme pode se verificar ao se tentar uma integragao no pla
no complexo k. Isto, porem, nao € uma surpresa, uma vez que a solucao
da E.D. linear de primeira ordem tem uma forma gque nao satisfaz as con

digoes (VII.4.42).

Portanto, a transformada de Fourier resolve E.Ds. do

tipo

A T L + ayy" + ag=F(x), (VII.4.46)

sujeitas as condicoes (VII.4.42), e pelo menos a primeira destas para

F(x).
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7.4.5.2 - Transformadas Fourier-Seno e Fourier-Co-seno

Do Capitulo VI tem-se que

Contudo, deve-se Tembrar, tambem,que as transformadas das derijvadas de
ordem Tmpar temo inconveniente de gerar transformadas mistas. Por esta
razao, estas transformadas sdo uteis na solugao de E.Ds. do tipo (VII.

4.46), em regices x » 0.

Estas transformadas exigem que as solucoes tenham o com

portamento,

assim como, tambem que F( « ) = 0, isto porque as propriedades,

3 { S () } .. /% y D 0y - k2 F, {y(zn'”(x) }

(VII.4.47)
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L {y(“) (x)} = §" | {y(x)}-hg] ik (1) g (VI1.4.49)

onde os fatores f(k-l)(O) podem ser considerados "constantes de integra

gao".

EXEMPLO 7.36

Encontre-se a solugao geral da E.D.

y' +4y' + 4y =0 x>0
L{f}-+4L{y}-+4L{y}==&

Chamando-se Y(s) = L{y (x)}, tem-se:
s2Y- sy(0) - y'(0) +4sY - 4y (0) + 4Y = 0.

Chamando-se, ainda, y(0) = a,e y(0) = b, tem-se que:

+

Y(s) = 35 * 4da+b_ a 2a +b
(s + 2)2 S+2 (s +2)2

Das tabelas de transformacao inversa de Laplace, pode-

se ver que:

y{x) = L7} {Y(s)} = [a+ (2a + b)x j ¢
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Definindo-se

2a +b=0C;

a =0y
a solucdo geral fica:
y(x) = (Cy + Cpx) &2,
Observa-se que nesta solugao podem ser impostas condi

coes de contorno, e nao apenas iniciais, conforme poderia ter sugerido

a utilizacao da transformada de Laplace.

7.4.5.4 - Diminuicao do Numero de Variaveis Independentes numa E.D. Par-

cial

Quando uma funcao de mais de uma variavel independente,
f(X, ¥y Zy ....), & submetida a uma transformada integral, & necessa
rio especificar, em relacao a qual das variaveis independentes e feita
a transformacio. As outras variaveis se comportardo como parametros
constantes durante a transformacao. Assim, a transformada de Fourier

de uma fungao f(x, ¥y, Z, ..... w), em relacao a variavel y, e:

Fy {f(x, Yo Zy vons w)} = g(x, k, z, ....w) (VIT.4.50)
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Este detalhe permite que uma E.D parcial do tipo.

2 2 2
A g8 o8 L p8Y L p3Y Lyy - (VII.4.51)

ax2 3y2 axay 3 x Dy

ou outra similar commaior numero de variaveis independentes, possa ser
submetida a transformagao em relacao a uma das variaveis e, portanto,
diminui-se o nﬁmero de variaveis independentes. Por exemplo, tomando-se
a transformada de Laplace, da equagao (VII.4.51), em relagao a varia

vel x, tem-se
2 2
AL{AL}+B.a_t{w}+c_8_.L{ﬂ}+Ei-L{w}+
ax2 3y? 3y ax 3y

+KL{\?}=0.

E evidente que, depois de efetuar as transformacoes
das derivadas, a nova E.D. sera uma ordinaria, cuja solucao pode ser
encontrada pelos metodos conhecidos. Quando (VII.4.51) @ restritaa con
digoes iniciais e de contorno, deve-se tomar cuidado para se encontrar
estes tipos de condicoes para a E.D. resultante, depois de transforma

da.

EXEMPLO 7.37

Seja a E.D. Parcial
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o2y 13 _
ax2 a ot

onde ¥ = ¥(x,t), com as seguintes condicoes:

¥(0, t) = T, s ¥(x, 0) =0 ;5 ¥(e, t) =0.

Observe-se que as condicdes de contorno, na variavel x,
sao apropriadas a utilizagao da transformada Fourier-seno, e na
variavel t, a utilizacdo da transformada de Laplace. (Deve-se
tar, contudo, que na variavel x podem tambem ser utilizadas as transfor

das de Laplace ou inclusive, a de Fourier-co-seno, uma vez gue

tem capacidade para satisfazer as condi¢oes de contorno).

2
Bl
ax2 a ot

/2 wo,t) - k2o(kt) -+~ 2
T o ot

de onde se tem:

de k? o ® = a J//ﬁzii k Ty -
dt m

(k:t) = 0:



- 118 -

0 que resta e encontrar a condicdo inicial para esta

nova E.D. {que e uma Tinear de primeira ordem)

o (k, t) =ﬁ Jm‘P(x, t) senkx dx

0
3(k,0) = /2 J 0 x senkx dx = 0.
T
0
Assim, a E.D parcial converte-se numa ordinaria de primeira ordem, com
sua condicdc inicial especificada. A solugdo para & (k,t) e:

L2
o(k,t) = /2 o (g ket
T k :

sotugao que tambem e da E.D. parcial, porem, no espago das transforma

das.

A solugao da E.D. parcial, no espago das variaveis pri
mitivas, e obtida ao se encontrar a transformada Fourier-seno inversa

de o (k, t):

© 1.2
k

¥ (x, t) = F;l {@(k, t)}=-l2—T0 senkx dk.

T
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o resultado e:

¥(x,t) =Ty [ 1 - erf [ Ji-y/gzj J ],

onde erf(x) e a fungao erro (ver Capitulo IV).

EXEMPLO 7.38

Seja a E.D.
2 2
a2y _ 1 %Y _ g Cm<x<w , 50
ax2 c?  at2
_ J _
Y+ o, t) =0 ;3 — ¥ (t o, t}) =0
X

¥ (x,0) = f(x) ; —=¥(x,0) = h(x).
at

Devido as condicoes de contorno, nas variaveis x e t,

convem utilizar as transformadas de Fourier e Laplace, respectivamente.

Tomando-se a transformada de Fourier da E.D. parcial, e chamando

Fx { Y (x,t) } = g(k,t),
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tem-se a E.D. ordinaria:

d2
— g+ (ke)2 g =0
dt?

com as condigoes iniciais:

[+

_d_ g (k’O) = --]—- J h(X) Q-ikx dx = Gz(k)

dt V/E;: Y

0 que resta a fazer e resolver esta E.D, de segunda

ordem, e Togo encontrar a transformada inversa.

7.5 - E.D. LINEAR COM COEFICIENTES VARIAVEIS

Nesta secao apresentar-se-a o tratamento de  equacOes
diferenciais Tineares com coeficientes variaveis e de caracteristicas
especiais. Casos mais gerais das E.Ds. lineares, serac estudadas mais

tarde.

Certas propriedades, deduzidas para as equacoes linea

res com coeficientes constantes, sao tambem aplicaveis ao caso presen
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te, conforme se deveria esperar, uma vez que as E.Ds. comcoeficientes
constantes representam, apenas, um caso especial das de coeficientes
variaveis. As propriedades de maior importancia, das E.Ds. lineares
com coeficientes constantes, aplicaveis ac presente caso sao: a) As S0
lugoes da equagao reduzida formam um espago vetorial de funcoes line
armente independentes; b) a solucao geral da E.D. completa e a soma
da solugao complementar (solucdo da parte reduzida) e uma solugao

particular {qualquer) da equacao completa.

7.5.1 - Equacao Linear de Euler

A E.D. de Euler e definida pela seguinde forma geral:

n n-1 n-2
B4y, yeld v, e2d Ty, +a;x dy +a,y=
- F(x) (VI1.5.1)

Esta equacao & transformada numa E.D. Tinear com coefi

cientes constantes, mediante a mudanca de variavel

Assim,

dx dt dx dt X
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de onde,
B o dy
dx dt
Por outro lado,
Py v d o dy ]
dx2  x dx dt x2 dt
2
dy. 1 4 4 _qyy,
dx2  x? dt dt
de onde,
2
x2 &y d ( d )y
dx? dt dt

3
a4y d [(1_1,

dx3

dt dt

Chamando-se D =

dt

» pode-se ver que:
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2
2 &Y . D(D- 1)y

dx?2
3 43
x Y2 ooy -2y,
dx3
De maneira geral, pode-se demonstrar que:
nd% _
X —= = DD -1)(D-2) {(......... ) (D -n+ 1)y
dx

Pl +AD + Ay = F(ef),  (VIL.5.2)

onde, todas as constantesa; da Equagao (VII.5.1) e os coeficientes nu
mericos dos polinomios em U, foram agrupados nos parametros constantes
Aj, da equagao anterior. Observe-se que a equagao resultante e uma 11

near com coeficientes constantes.

A solugdo da parte reduzida da E.D. (VII.5.2), eda for

ma

Porém, x = %, ou tambem, t = &n X.
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Logo, a solucac complementar fica,

y - erﬁn:c _ eEnx -
Este e um resultado muito importante, ja que revela gque
a solucao da equacao reduzida, corresponde a E.D. linear deEuler (VII.

5.1), admite solugoes do tipo

y = x" (VII.5.3)

Desta maneira, 0 que se tem a fazer, para se encontrar
as solucoes da parte reduzida da E.D. de Euler, e resolver uma nova
"equagao caracteristica", para o parametro r, que & obtido substituin
do-se (VII.5.3) na E.D. de Euler. Este procedimento e mais facil de se

entender com um exemplo.

EXEMPLO 7.39

Seja resolver a seguinte E.D. definida no espaco semi-

-infinito indicado

x2y" - 3xy' -5y = x2Lnx, x >0

Conforme assinalado anteriormente, a parte reduzida da

equacao

x2y" - 3xy' -5y =0
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tem solucoes do tipo

r-1 "

y=x ;5 y' =rx s Y =rU'-1)xP?

Substituindo-se estas relacoes na E.D. reduzida, tem-

se.

de onde vem a chamada "equagao caracteristica",

r(r-1)-3r -5 =0

(r+1) (r-5) =0.

Portanto, as solugoes da equacao reduzida sao:

A solugao geral da E.D., proposta, pode ser encontrada

pelo metodo de variacao de parametros, i.e.

y(x) = A(x} ¥y ; (x) +B{x) y,, (x)

onde, A(x) e B(x) s@o dadas pelas relacoes (VII.4.36). Porem, antes de

se utilizar diretamente estas formulas, deve-se tomar cuidado coma iden
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tificacao da funcao F(x), ja que as expressoes (VII.4.36) foram encon
tradas sob a suposigao de que o coeficiente de y" & 1, conforme mostra

a equagao (VII.4,30).

Assim, para o caso presente, a E.D. proposta tem que
ser previamente dividida por x2. Desta maneira, F(x) = fnx e, portan

to,

5 3
A(x)_-Jﬁ’idHcl:-x—(znx LIS
6x3 18 3
Analogamente,
B(X) = - —— { fx + ).
18 x3 3
Finalmente, a solucao fica
_1 X2
y{x) =Cyx "~ +Cpx> - = Inx.

9

Pode-se ver que a solugao para o ponto x = 0 nao exis
te. Isto poderia ter sido previsto quando se fez a divisao da E.D. por

x2, ja que os termos contendo y e y' tornar-se-iam infinitos.

E necessario ressaltar que, ao se fazer a troca de va
riavel t = Znx, supoe-se, implicitamente, que as solugoes deverao, ne

cessariamente, ser validas para x > 0, dado que o £nx & real unicamen
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te para estes casos. Isto, contudo, nao significa que a equagao de Eu
Ter n3o admita solugoes para x < 0, Para ter solugdes na regido nega
tiva de x faz-se a troca x = - £ onde £ > 0. Fazendo-se esta troca na
E.D. de Euler (VII.5.1}, observa-se que a parte reduzida da equagao
fica inalterada, de onde vem que a solucao complementaria € a mesma

para ambas as regioes.

Certas dificuldades que podem aparecer sao as relacio
nadas aos valores especiais da equagdao caracteristica. Por exemplo, o

que fazer se as raizes de r forem complexas? e se forem multiplas?

Na realidade este tipo de inconveniente precisa apenas
de uma simples manipulacao algebrica similar ao que se costuma fazer
numa E.D. linear com coeficientes constantes, quando surgem casos de

raizes complexas e multiplas.

A maneira mais simples de se mostrar o  procedimento
para resolver estes casos e apresentando-se alguns exemplos ilustrati

VOs.

EXEMPLO 7.40

Encontre-se a solugao da E.D.

2x2y" + 3xy' -y = 0,
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tanto para x > 0 como para x < 0.

a) x > 0. Este caso nao oferece nenhuma dificuldade, podendo-se

verificar que a equacao caracteristica e:

2r2 +r-1=0

de onde,

-
—
1
N |—
]
ni
V]
]
1
]

Logo,

y(x) = C;x1/2 & ¢, x|

x>0
b} x < 0. Fazendo-se

X =-£ y  E>0,

e substituindo-se na E.D. proposta, pode-se verificar que, a

E.D. resultante e da forma

2€2i’2¥. +3g_g_¥_-y=0_
dg? dg

A solucao desta E.D. e, portanto,
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Cal-1x])1/2 + Cy(-[x)7" .

e
—
]
>
1}

Assim, a solucao geral da E.D. sera:

Dy [x|1/2 + D, |x|" x #+= 0

y(-Ix])

Embora as solucoes para x > 0 e x < 0 sejam da  mesma

forma, as condigoes de contorno poderao ser diferentes.

EXEMPLO 7.41

A seguir, um exemplo onde as raizes, da equagao carac

teristica, sao complexas.

x2y" + xy'+y=0.

Depais de substituir y = x°, pode-se ver que, a  equa

.

cao caracteristica e:

r2+1=0,
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de onde,

Logo, a solugao fica,

i i -
Clemx 1Mx'

y(x) = C; x* + Cpx = +Cy e

y(x) =Cy [ cos{Lnx) +1isen(Lnx)]| +C, [ cos(Lnx) - isen (Lnx)]
= (C; + Cy) cos(€nx)+ i(C; - C,) sen(Lnx).
Finalmente,
y(x)=Acos(€nx)+ B sen(fnx) ,

onde os coeficientes A e B sao as novas constantes deintegracao. 0Ob

serve que, neste caso solucoes reais existem somente para x>0.

EXEMPLO 7.42

L
Este exemplo ilustra uma equagao de Euler, onde as rai

zes da equacao caracteristica sao multiplas.

qu(iv)+4x3y|lu+xzyll+Xyl_y|=O X>0
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Pode-se verificar que a equacao caracteristica desta

mi

E.D.
r¥-2r3 +2r-1-=0,

cujas raizes sao

Neste ponto e necessario Tembrar que estas rajzes sao
solugoes da equagao caracteristica da parte reduzida de (VII.5.2), cu

: -~ oy I‘t -
jas solugoes sao da forma ¢ ~. Por outro lado, sabe-se que para raizes

multiplas, a E.D. reduzida e escrita na forma
y = (€ + Cot + C3t?) "1t 4 cquzt.
Logo, lembrando-se que t = £nx, tem-se

y=(C, +Chlnx+ Cqln?x) x +C, x 1.

7.5.2 - Diminuicao da ordem de uma E.D. de segunda ordem quando e conhe

cida uma das solugoes

De uma maneira analoga a diminuigao do grau de ume equa
cao algebrica, quando e conhecida uma, ou mais raizes da equagao, numa

E.D. linear, & tambem possivel diminuir a ordem da E.D., quando se co
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nhece, uma ou mais, solugoes da equagao reduzida. Este procedimento &,
certamente, muito util nos casos em que e possivel conhecer, mediante ar

gumentos fisicos, pelo menos uma das solucoes de uma E.D. reduzida.

0 caso mais simples, e tambem mais comum, € 0 de uma
equagao linear de segunda ordem. Considere-seprimeiro o casodaE.D. re

duzida
y" + P(x)y' +Q(x)y =0. (VII.5.4)

Chamando-se y, (x) a solugao conhecida, procurar-se-a

a solugao geral da E.D. anterior, na forma:
y =y (x) v{x), (VII.5.5)

onde v(x) e uma fun¢ao a ser determinada. Substituindo-se (VII.5.5), e
suas derivadas, na E.D. {VII.5.4), e depois de se rearranjar os termos

apropriadamente, tem-se:

v"+(§’i+P)v'+L(y'l'+Pyi +Qy;)v=0 (VII.5.6)
¥ Y1

Evidencia-se que, sendo y, uma solucaoda E.D. (VII.5.4)

o ultimo parenteses e identicamente nuio, de onde vem que

v (2d s p)v =0, (VII.5.7)
Y1
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Note-se que esta nova E.D. e de primeira ordem emv'. In
tegrando-se (VII.5.7), tem-se uma constante de integracac. Integrando
-se novamente o resultado, obtem-se v(x), e simultaneamente, uma segun
da constante de integracao. Finalmente, substituindo-se v(x) em (VII.

5.5), obtém-se a solugao geral da E.D de segunda ordem.

Considere-se agora o caso da E.D completa.

y" + P(x) y' + Q(x) y= F(x) ' (VII.5.8)

Supoe-se, tambem neste caso, que & conhecida uma das so
Tucoes Yai da parte reduzida desta equagao. Como no caso da E.D reduzi

da, procura-se uma solugao gera] de (VII.5.8) na forma

{(x) v{x) (VI1.5.9)

Pode-se verificar que substituindo-se esta relacac na

(VII.5.8), obtém-se a equagao analoga a (VII.5.7).

Yei

v+ (2 +P) v' o= F(x) (V11.5.10)

yc?

Esta nova equacao e, de novo, uma E.D. de primeira or
dem. De fato, pode-se reconhecer que {VI1.5.10) & uma E.D. Tineardepri
meira ordem em v' cuja solucao foi encontrada na subsegao 7.2.3. Por
tanto, depois de duas integracoes sucessivas de (VII.5.10) e substituin

do-se v(x) narelagao (VII.5.9), obtem-sea solucao geral daE.D. (VIL.5.8).
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E interessante notar que se fosse procurada uma solucao

da E.D. (VII.5.8), na forma
y(x) = u{x) v(x), (VII.5.11)

onde u(x} e v(x) sdo funcoes arbitrarias ligadas apenas pela £.0., po
der-se-ia escolher uma segunda condicao, para que as fungoes fiquem
conpletamente definidas, de maneira a se obter uma E.D. simplificada.
Assim, substituindo-se (VII.5.11) em (VII.5.8) e agrupando-seos termos

convenientemente, obtem-se uma equacao similar a (VII.5.6):

v' o+ (2 uy Py u L (u"+Pu' +Qu)v=0 (VII.5.12)
u u

Esta e uma das equacdes gue relaciona as funcoes u(x) e v(x).

A outra equacao, que se precisa, pode ser escolhida de maneira que

24 4+p=o, (VI1.5.13)
u
de onde
_}_JP(X) dx
u{x) = e? (VI1.5.14)

(Deve ficar claro gque nac se pode escolher u" + Pu' + Qu = 0, uma vez
que u & uma fungdo arbitraria e ndo uma solugao da parte reduzida da

E.D.). Desta maneira, a E.D. em v(x}, fica
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v' + —— (U + Pu'+ Qu)v =0,

ou, de uma maneira majs simplificada, substituindo-se as derivadas de

u(x), obtem-se:

vi-(Lp2sLplqyv=o. (VII.5.15)

Esta nova forma da E.D. e, as vezes, conveniente para

a obtencdo de solucdes aproximadas, conforme sera visto mais tarde.

EXEMPLO 7.43

Sabendo-se que y = x e uma solucao da parte reduzida

da equacao

(1 -x)y" +xy'-y={-x)? para x # 1,

encontre-se a solugao geral desta E.D.

Evidentemente,




- 136 -

A solugao geral pode ser encontrada de duas maneiras:
a) encontrando-se & solucao geral da equagao reduzida (solugao complemen
tar) por uma simples integracdo de equagao (VII.5.7), e, Togo, aplican
do-se o metodo de variacdo de parametros, ou, b} fazendo-se diretamen
te a troca y = yc?(x) v(x) na E.D. completa e integrando-se depois a

equacao resultante:

a) Seja primeiro encontrar a solugdao geral da parte reduzida da

E.D.

A equacao (VII.5.7) com Yo = %s fica
v+ (2 1 + X yvi =0
X 1 - x
.g.\_’._l--;. __2_+ X )dx:O
v X 1 -x
2 X
_(_ — )dX 1 - x
v' :_.C.IX._=Ci QJ X 1-x _Ciex-t—ﬂn( " )i
dx X
¥ X
v =C} (—Ljexdx+(3§=-0:—+c5.
J x2 X

Assim, a solugao geral da E.D. reduzida, que e a solugao com

plementar da E.D. completa e:



- 137 -

y(x) = x (€} S+ Cy) =¢C} * + Cbx.

Portanto, a segunda solugao procurada para a equacao reduzida

e: ycz': Q.X.

0 que resta a fazer, & encontrar a solucdo geral pelo

metodo de variagao de parametros,

y(x) = Alx)y 1 (x) + B(x) y,,(x).

Pode-se verificar, que

A(x) =x+C; 3Bx)=-e*(x+1)+C,

Logo, a solucao final, fica

y(x) = x2 - x = 1+ Cyx + C, 2"

b) A seguir, encontrar-se-a a solugdo geral da E.D. completa, de

maneira que esta solucao seja da forma

¥ = XV (x).

Assim, a equagao (VII.5.10), para este caso fica
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Esta nova equacao, conforme ja foi apontado, e uma E.D.
lTinear de primeira ordem. Portanto, sua solucio, segundo (VII.

2.13), e:

v e J(é% "I : x Jax J(I-x) eJ(GF ' 1'K)dxdx +C,

0 restante e um simples exercicio de integracio para
se obter v'. Integrando-se novamente, tem-se v(x) (com duas
constantes de integracao) e, portanto, a solugao geral

y = YC](X) v(x) fica definida.

7.5.3 - Metodo da Variacao de Parametros para a Diminuic3o da Ordem de

uma E.D. Linear

0 problema de diminuir a ordem de uma E.D. Iinear deor
dem superior, conhecendo-se duas, ou mais, solucoes da parte reduzida,
e um pouco mais complicado. Em principio, poder-se-ia fazer uso do m§
todo, descrito anteriormente, abaixando-se, uma de cada vez, a ordem
da E.D.. Porem, este metodo apresenta a dificuldade de ter que se identi
ficar uma solugdo da E.D. de ordem ja diminuida, isto porque as solu
goes disponiveis nao sao, necessariamente, solucbes das equagoes resul

tantes de ordem inferior.

A seguir, sera descrito um metodo alternativo, onde e

feita uma Unica substituicao, utilizando-se todas as solugoes conheci
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das, obtendo-se, como resultado, uma nova E.D., cuja ordem aparece, au
tomaticamente, diminuida de um numerc igual ao numero de solugbes co
nhecidas. O tratamento e muito parecido ao metodo de variacdo de para
metros, desenvolvido para se obter solucoes gerais de E.Ds. completas
partindo-se de solugoes da parte reduzida da E.D.. Por esta razaoe cha
mado, tambem, de método de variagdo de parametros,para a diminuicao da

ordem de uma E.D. linear.

Objetivando-se simplificacoes nas analises, considere-

-se a E.D. de terceira ordem
y"E P(x)y" +QUx)y' + R{x}y = F(x) (VI1.5.16)

Supondo-se que y (x) e y,{x) sao duas solugoes conheci

das da parte reduzida desta E.D., forma-se a funcao

y(x) = y1(x) u{x) + y,(x) v(x), (VII1.5.17)
onde, u{x) e v(x) sao funcoes desconhecidas.

yhEyp Ut Y, vy Ut ypv

As funcoes u(x) e v(x) ficam determinadas aoc se impor,

como antes, a condicao seguinte:

ypu' +y, vi =0 (VII.5.18)
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Derivando-se y(x) pela seqgunda vez, tem-se:
ytEyiutya vy ul iy vl
Derivando-se pela terceira vez, tem-se:

ylll - yiil u + 2y11| ul + ‘yi ull + ‘yéll V + Zygv + y|2 V".

As expressoes obtidas para y(x) e suas derivadas, podem

agora ser substituidas na E.D. (VII.5.16). O resultado, apos um arran

jo conveniente, e:
(yi" + Py} + Qyj +Ry ) u+(y2" + Pys + Qy; +Ry,) v +
+ {2y} +Pyj)u' + (2y; + Pys)v' + yju" + y; v" = F(x).

Evidentemente, os dois primeiros parenteses sao identicamente nulos. Lo

qo
ylu"+ys v" o+ (2y] +Pyl)u' + (2y3 +Pys ) v'=F(x) (VII.5.19)
Por outro lado, de (VII.5.18), tem-se, ainda,

Vl:__:x_l_ul : Vllzylyé_yiy?_ u'-ll_u”_
Y2 y3 Y2
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Substituindo-se estes valores na equagao (VII.5.19) e

rearranjando-se os termos convenientemente, tem-se a equacao:

] 1 1 1} ’ " 1 1] ]
— (yiya-viyp)u'+ [2yf +Pyl - T(2yy +Py3) -
Y2 - Y2

<
o -
.

e (¥1 Y2 - ¥y ya)lu' = F(x) (VI1.5.20)
y J

Evidencia-se que estaeumaE.D. de primeira ordem (alias,
uma E.D. linear de primeira ordem) em u'. Integrando-se (VII1.5.20) ob
tem-se u'(x) (com a primeira constante de integracao). Tornando-se a
integrar o resultado, tem-se u(x) (mais a segunda constante de integra
¢do). Finalmente, integrando-se diretamente, v'(x) (onde aparece a ter
ceira constante de integracac), a solucao geral da E.D. (VII.5.16) fi

ca estabelecida pela substituicdo de u(x) e v(x) na relagao (VII.5.17).

EXEMPLO 7.44

Sabendo-se que y . ; =X & ¥, = X £n x sao duas solu

el
coes da parte reduzida da egquacao

1
1 + N
Y :;; y

_1_y: X>0,
x3 Xt

pede-se encontrar a solucao geral desta equagao.



- 142 -

A solugao proposta, & _

u=xu{x)+xdnx v(x).

Derivando-se esta expressao, tem-se:
1

y' ' =u+ (Inx +1)v+xu' +xlnx v,

A condigao que Tiga as fungoes u e v € obtida, fazen

do-se com que a soma dos dois Ultimos termos seja nula. Assim,
u' + nx v'=0.

Derivando-se, a solugao procurada pela segundae tercei

ra vez, respectivamente, tem-se:

ytll - uII + ('Enx + ‘I) VII + 2 Vv _ V_

Logo, a E.D. proposta, apds feitas as simplificagOes necessarias, fica:

"+__2_ V':L_

u" + (Enx + 1) v
X x4

Porem,

u' = - fnx v'
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de onde,

T S A R
X

Substituindo-se os valores destas derivadas na equacao

anterior, vem

V”+._._]._V1 :_l_
X X"
A solucao desta E.D. linear de primeira ordem em v', e:
vi=-d x=3 4 C, x~1

2
0 que resta a fazer e efetuar integracoes, primeiro de
v(x) e depois de u'(x). Pode-se verificar que a solucao geral da E.D.

proposta e:

y(x)= Cx&n?x + Coxlnx + Cy3x - 1 .
B8x

7.5.4 - Sobre a Existencia e Unicidade das Solugoes de uma E.D. Linear

Nesta subsecao serao apontadas as condigoes que garan
tem a existencia e unicidade da solucao de uma E.D. Tinear. A prova des
tes requisitos fica fora do enfoque deste Capitulo e, portanto, o lei

tor interessado podera consultar a literatura a respeito.
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Considere-se, novamente, a forma generalizada deumak.D.

linear de ordem n,

@ 4 0y w L Byt by = F) (VI15.21)

Imagine-se, por exemplo, que a funcao fh(x) seja uma fun
cao similar no ponto x = Xy (Isto e, fk(x) pode, por exemplo, ser uma
funcao descontinua em X,» OU ter um ponto de ramificagéo,ousimp]esmgﬂ
te ter um polo neste ponto). Fica evidente que a E.D. (VII.5.21) tera
uma expressao modificada neste ponto, e a solucao podera nao existir.

Desta maneira ve-se que a solucdo de uma E.D. linear depende fundamen

talmente da caracteristica dos seus coeficientes.

De uma maneira geral pode-se demonstrar que solucoes da
E.D. (VII.5.21) existem, quando os coeficientes fk(x) da E.D. sao fun
¢oes analiticas (no sentido da definicao de analiticidade visto no Ca
pTtulo IV). Ou, em termos mais gerais, as solugoes de (VII.5.21) exis
tem em regioes, do plano complexo, onde as funcoes fk(x)séoanathica&
Em determinados casos, porem, existem solucoes de (VII.5.21) em pontos

onde algum, ou alguns, dos coeficientes fk(x) possui polos.

No que diz respeito a unicidade da solugao ({existencia
de uma Unica solugdo)}, demonstra-se que a solugao & unica, quando,aléem
de satisfazer a E.D.,se verifica que ela também satisfaz as condicoes
iniciais, de contorno, ou outras condigoes de valores predeterminados.
0 conceito de unicidade na solucdo de uma E.D. € importante, -especial

mente nos casos em que empregando-se métodos diferentes na integracao
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de uma E.D., obtem-se solucOes que aparentemente s3o, também, diferen
tes. Porem, se estas solugdes satisfizerem as condicoes de unicidade da
solucao, entao, sera possivel demonstrar (por exemplo, desenvolven

do-se estas solugoes em series de potencias) que elas sao iguais.

EXEMPLO 7.45

Seja a E.D.:

(T+x2)y" -xy' =0 comy(0)=0 e y'(0)=1

Nesta E.D. linear identifica-se que os coeficientes va

riaveis sao:

1

fi(x) =
1 + x2

Assim, solucoes desta E.D. existem para todos os pontos
do plano complexo x, exceto no x = +1, onde solugoes podemnag existir.
Porem se a solucao e procurada apenas para valores reais de x, entao,

pode-se dizer que existem solugoes da E.D. para todos os valores de x.

A solugao geral desta E.D. & obtida facilmente, observan
do-se que esta representa uma de variaveis separadas em y'. Assim, a so

Tucao geral e:

y(x} = C; arc sen x + C,.

Pode-se verificar que a solugao, que satisfaz as condigoes

112}

iniciais,
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y(x) = arc sen x.

Por outro lado, integrando-se esta mesma E.D. pelo meto

do de séries de potencias {a ser desenvolvido no item seguinte), e sa

tisfazendo-se as condicoes iniciais, tem-se:

b 40 112

x7 4+ ...

A unicidades estas duas solucoes e verificada, desenvol
vendo-se arc sen x em série de Taylor e identificando-a com a solugao

em série, obtida por ultimo.

7.6 - SOLUGKO EM SERIE DE POTENCIAS

Todos os métodos de solugao de E.Ds, ordinarias, vistos
ate que aqui, visavam obter solucoes em forma fechada. No entanto, es
ses metodos sao aplicaveis a equagoes que possuam determinadas caracte
risticas especiais, excetuando as E.Ds. lineares com coeficientes cons
tantes, cujas solucdes, em geral, sempre podem ser obtidas pelos meto
dos ji descritos. Contudo, uma E.D. Tinear com coeficientes variaveis,
que apresenta muitas dificuldades para se ter uma solucao em forma fe

chada, sempre pode ser resolvida em forma de série de potencias.

Ja que as solugdes, que se pretende obter, sao na forma
de série de poténcias, entdo elas deverao ser analisadas como tal. Ou
seja, o problema de convergencia devera necessariamente, ser relevan
te. Assim, as séries-solucoes terao um determinado raio de convergencia.
Isto, obviamente, implica gue a solugao sera valida somente dentro da
regido abrangida pelo circulo de convergencia. Portanto, a analise de

senvolvida no Capitulo IV, a este respeito, sera de aplicacao direta
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ao que se segue. Desta maneira, & evidente a conveniencia em se pensar
em termos de equagoes diferenciais de variavel complexa, e nao so de va
riavel real, ja que assim nao se perde conceitos de alto interesse,
tais como: ponto regulares, polos, pontos de ramificagao, etc. Embora a
notacao, no desenvolvimento que se segue seja a de variavel real, nao
se devera esquecer que os resultados sac tambem aplicaveis a  regioes

que constituem continuagoes analiticas no plano complexo z.

7.6.1 - Metodo de Frobenius

Considere-se a forma geral de uma E.D. Tinear reduzida.

y(n) +f,_(x) y(“’l) too+ f(x) y(k) + ot f(x)yt +foy =0

(VII.6.1)

Certamente, encontrando-se as solugoes desta E.D., a so

Tucdo da equagdo completa (F (x) 5= 0) sera determinada, por exemplo,

pelo método de variacao de parametros.

0 que se pretende & encontrar uma série da forma:

y(x) =1 C,(x-xp)
k=0

k+s:(x-xo)si:60+cl(x—x0)+C2(x+x0)2+ v |

e que represente a solugao da E.D. (VII.6.1). Na serie (VII.6.2) x, @
o ponto em torno do qual se desejé a solugao, e C[2 e s, sao constantes

que precisamser determinadas.0 procedimento para encontras as solugoes
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da E.D. {VII.6.1) mediante a serie (VII.6.2) & chamado de Método de
Frobenius. Note-se que, quando s = 0, a solucao e uma simples serie de
Taylor. Assim, encontrar a solugao da E.D. (VII.6.1) em forma de série,
equivale, de certa maneira, a fazer a expansao em serie de Taylor da s0

Tucao em si.

Antes de se proceder a descricao do metodo de Frobenius,
e interessante se iniciar uma analise, qualitativa, do tipo de solucdes
que se deve esperar utilizando a serie (¥11.6.2). 0 ponto xy, em torno
do qual se deseja obter a solucao, € o parametro de maior importancia,
ja que € a unica quantidade que liga as caracteristicas da E.D. (VII.
6.1) a forma final da solucao. Este ponto € normalmente escolhido em
xg = 0. Isto porque, na quase totalidade dos casos, & sempre procurada
uma solucao que seja valida num intervalo que contenha o ponto x = 0.
Em todo caso, e quando se deseja a serie-solucao em torno de x; sempre
se pode fazer a mudanca £ = x - xy na E.D., de onde resultaquea serie

-solucao sera em torno de £ = 0.

Pode parecer a priori que, desconhecendo-se a solugao,
nao seja possivel saber se x; e um ponto analitico, ou singular, dames
ma. Entretanto, a condicdo necessiaria para a existencia das solugoes de
(VII.6.1) numa determinada regiao, de acordo com o exposto na subsegao
7.5.4.5, & que os coeficientes variaveis fh(x), da E.D. linear, sejam
funcoes analiticas nesta regido. Portanto, se o ponto xg @ um ponto re
gular (analTtico e univoco) de todas as fungoes f, (x), e evidente que
existirao solucoes neste ponto. Em outras palavras, o ponto Xp sera,

tambem, um ponto analitico da solugao. O ponto, Xy, que e um ponto re
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gular para todas as fungoes fk(x), e chamado de ponto ordinirio da equa

cao diferencial.

E possivel demonstrar que, nas vizinhancas de um ponto
ordinario, a E.D. (VII.6.1) apresenta n solucdes linearmente indepen

dentes,

Pela mesma condicdo de existencia das solugoes de (VII.
6.1), pode-se inferir que, se xy for um ponto singular, de pelo menos
uma das funcoes fk(x), entao, pelo menos uma das solugdes sera, tambem,
singular neste ponto. Nestes casos, o ponto xq € chamado de ponto sin

gular da E.D.

Uma pergunta que surge aqui € a seguinte: Se xg &um pon
to singular da solugdo, sera que e possivel se saber que tipo de singula
ridade (polo, essencial, ponto de ramificacao) e esta? Esta perqunta
nao pode ser respondida mediante uma simples analise da E.D.. Contudo,

se X, & um polo das fungoes fh(x) com as seguintes propriedades:

I

—
<
el
n

(x - Xg} fn_](x) = funcao analitica em x = X

(x-x¢)2 fn_z(x) = funcdo analitica em x = X,

WH
~a
—
=
—
1

. (VII.6.3)

o1(x) = (x - ><0)m_l f,(x) = funcao analitica em x = X

y(x) = (x - xo)" fo(x) = fungdo analitica em x = X
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entao, o ponto x, €, chamado de ponto singular regular da E.D.. A solu
cao, neste caso, poderé ter em x, um polo, um ponto de ramificagao ou,
inclusive, um ponto regular, dependendo do valor que se obtiver para
0 parémetro s, porem, pelo menos uma das solugbes neste ponto sera fi

nita.

Todos os outros casos de singularidade em xo,'para as
fungoes fk(x) que nao satisfazem as condigdes (VII.6.3), sao chama
dos de pontos singulares irregulares da E.D. e representam pontos es
sencialmente singulares da solugdo. 0 estudo das solucOes em torno des

tes pontos, foge ao enfogque deste Capitulo:

Uma vez que e escolhido o ponto x;, em torno do qual se
quer a expansao em serie da solucdo, podem-se esperar os sequintes va

lores para o parametro s.

Quando x, & um ponto ordinario da E.D., entdo s = 0. Es

te valor garante que a solugao seja analitica em x = x;.

Quando Xy & um ponto singular regular, entao s  podera

assumir 0s seguintes valores:

s=m<0 (m inteiro). A solucao tera um polo de ordem m em

X = Xp

numero nao inteiro. Neste caso, a solugao sera uma fun

v
1]

<
1i

¢ao plurivoca, e o ponto x = x4 € um ponto de ramificagao.
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0 metodo de resolucao, utilizando a série de Frobenius,
consiste apenas em uma manipulagao algebrica da série (VII.6.2) e suas
derivadas, substituidas na E.D. (VII.6.1) visando obter relacoes que
fornegam, primeiro, ovalor de s, e depois as relacdes de recorrencia
dos coeficientes Ck' Sequem-se exemplos gque ilustram o procedimento pa
ra se obter solucoes de equagoes diferenciais lineares na forma de se

ries de potencias.

7.6.2 - Solucao em Torno de Pontos Ordinarios

Se os coeficientes fn_r(x), f _o(x)s ... fo(x) sao fun

n-2
¢oes analiticas no ponto x,, entao, a solucdo da E.D. (VII.6.1) & dada

por

y(x) = of Clx = xg)". (VII.6.4)
k=0

Neste caso simples, o problema se reduz a obtencao de
uma expressao que relacione os coeficientes Ch entre si. Esta expressao
e chamada de relagao de recorréncia, eeobtida daequacdo resultante da

substituicao (VII.6.4), e suas derivadas, naE.D. que se deseja resolver.

EXEMPLO 7.46
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Embora esta equacao seja uma linear completa, sabe-se
que encontrando as solucoes da parte reduzida

yll - xy = 0,
pode-se, sempre, encontrar a solugao geral da equagao completa (por exem
plo, mediante ometodo de variacac de parametros). Portanto, a primeira

parte do problema consiste emdeterminar y; e y, da parte reduzida dae

quacao.

No caso particular deste exemplo, nota-se que a E.D. re

duzida & uma de primeira ordem em y', cuja solugdo e:

de onde,

1
%2

y = Cy J e? dx + C,.

Alias, a E.D. completa, e uma linear de primeira ordem. Observa-se, con
tudo, que as integragoes que se devem efetuar naoc sao nada simples, se

se quiser obter uma solucao em forma fechada.

0 Gnico coeficiente da equagao fq(x) = - x € uma fungao

analitica em todos os pontos do plano complexo z. Logo, a solucao em



- 153 -

série pode ser obtida, mediante a serie (VII.6.4}, em torno de qualquer

ponto sobre este plano, por exemplo x, = 0. Assim, a serie

y(x) =% Ch XK = Co+Cix +Cux? + ..oi... , (VII.6.5)
k=0

M1

apropriada para este caso.

Nota-se que a medida que se deriva a serie, os primei
ros termos desaparecem sucessivamente, dai o crescimento dos limites in
feriores dos somatorios, Substituindo-se estas relagoes na E.D. reduzi

da vem,

T k-2 K
L k(k - 1) € x" 7 - 1k C x" =0.
k=2 k=0

No primeiro somatorio, faz-se a seguinte mudanca no

T
|=

dice do somatorio

k = £+ 2,
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isto para gue as potencias genericas de x, sejam as mesmas nos dois 50

matorios. Assim,

oo

J(+2) (£+1) Cpy X+ Tk ¢, ¥ = 0.
£-0 k=0

Naturalmente, os dois termos podem ser colocados sob o

mesmo simbolo de somatorio, ja que os indices sao "mudos”.

8

T{k+1) (k+2)
0

k
Chog = KC X = 0.

no 3

k

Agora, para que esta serie seja identicamente nu]a,éng
cessario que todos os coeficientes, das potencias de x, sejam tambem nu

tos. Desta maneira,

o coeficiente de x%: 2C, - 0 = 0, de onde tem-se que C, = 0

o coeficiente de x : 2 x 3C3- C; =0, de onde tem-se que C5 = Cq
... 2% 3
o coeficiente de x*: (k +1) (k +2) Ch+—2 - Ch = 0.
Esta ultima expressdo, fornece a relagao procurada
Covg - k o (VI1.6.6)
T (k+1) (k+2)

e que e chamada de xelacao de recorréncia.
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Observe-se que, sendo C, = 0, tem-se como consequencia,

que

Porem, o coeficiente C; % 0, uma vez que nao existe ne

nhuma relacao que determine o seu valor.

Pode-se ver, tambem, que todos os coeficientes

(£ =1, 2, 3, ...) podem ser colocados em termos de C;. Assim:

C3— C}.
2x3

g = — C3 = =
4x5 5.

C, = 5 Ce = 3><5C1=5.. Cy s
6x7 7! 7!

onde, adotou-se a convensao
nii =n(n-2) (n-4} ....... 5 x 3 x 1

Pode-se ver que

c _fee-myt o
22+ " , 1
(22+ 1)
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Desta maneira, a serie-solucao (VII.6.5), fica

y =g [ e ARt

- g, )

Evidencia-se que esta e a solucao geral da parte reduzida da E.D.

0 leitor pode verificar que este € o mesmo resultado que

- - 2 - . - .
se obtem quando a fungao el/2 x* & desenvolvida em série de Taylor, e
logo e integrada a série resultante, de acordo com a solugao que fora

encontrada no inicio do exemplo.

E interessante considerar o que teria acontecido se se
tivesse utilizado a solucdo mais geral (VII.6.2), em vez damais simpli
ficada (VII.6.4). De acordo com as analises qualitativas feitas no ini

cio desta secao, deve-se esperar um valor de s = 0.

Visando ilustrar este ponto, considere-se a serie (VII.

o0

y' =1 (k+s)(k+s-1) Cp KF
k=0

+s-2
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Substituindo-se na E.D., tem-se:

oo —

) (k+s)(k+s-1)Ckxk+S_2-(k+sﬂixk+s} -0,
ko0

Fazendo-se k = £ + 2, no primeiro termo,

co cc

E(£+s+ﬂ(£+s+ﬂcﬂ+2xﬂ+s—i(k+smkxk+s==&
£=-2 k=0

Separando-se os dois primeiros termos do primeiro soma

torio (i.e., £=-2 e £ =-1), tem-se:

qs-l)cox5-2+(s+1)sC1x5_1+z ﬂk+s+2)&+s+1)ch+2-
k=0

-(k+ﬂch}xk+s=0.

Aqui, torna-se a igualar a zero os coeficientes de todas as potencias

de x. Assim, os coeficientes das duas poténcias menores de X sao:

s(s - 1) Cp =

I
L]

n
o

s{(s +1) C;

Ja que, a priori, nao se pode supor que (p € €y sejam

nuios, tem-se que:
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w
———
wy
]

—
LS
n

[}

1
o

s(s + 1)

0 Unico valor que satisfaz as duas equagdes e s = 0.

E interessante notar-se gque as duas equagoes que definem
o valor de s, no exemplo anterior, foram obtidas igualando-se azero os
coeficientes das duas potencias menores (inferiores a k = 0) de x. A

primeira destas duas equacgoes

s(s - 1) =0,

que corresponde a menor potencia de x, e chamada de equagao indicial da
E.D.. A outra equagao (ou outras, se a E.D. for de ordem superior) e u
tilizada para se tirar conclusoes no que diz respeito aos valores dos
coeficientes Ch envolvidos. Detalhes da equagao indicial e das proprie

dades de suas raizes, serdo vistas na proxima subsecdo.

Outros exemplos de solugdo em serie, em torno de pontos
ordinarios, s3o apresentados adiante, onde as E.Ds. a serem resolvidas

correspondem a equagoes comumente encontradas na Fisica.
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7.6.3 - Solucao em Torno de Pontos Singulares Regulares

0s tipos de E.Ds., encontrados comumente em problemas
fisicos, em sua maioria, nao sao de ordem superior a segunda. Epores
ta razao que estas analises serdo limitadas as equagoes diferenciais
de segunda ordem. Mais ainda, ja que sempre se pode fazer amudanca de
variavel £ = x - xq, a série-solucao sera encontrada em tornodo ponto

X(]:O.

A equacao indicial, que corresponde a uma E.D. de se

gunda ordem, pode ter raizes s; e s, do sequinte tipo:

a) A diferenca entre as duas raizes e tal que, s; - s, # intei
ro, (onde s; > s,). Neste caso, tem-se duas solugoes
co

yi(x) = 1 ] B xse yy(x) =x%2] c, x* (VI1.6.7)
k=0 k=0

solucoes que sao, evidentemente, independentes.

b) A diferenca entre as duas rajzes e nula, sy-s, = 0. Ou seja,
as duas raizes sdo iguais. Neste caso, uma das solugOes éain

da, dada por
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A outra solucao, conforme sera demonstrado num exemplo

(subsecdo 7.6.3.4) e fornecida por:

y2(x) = lim =2 y(x, s) (VI1.6.8)

95
S+Sl

onde, y(x, s), & a serie de Frobenius,

y(x, s) = x>} Ch xk,
k=0

porem, com todos os coeficientes Ck colocados em termos do pri
meiro coeficiente {C, ou Cy), pois, conforme podera ser obser
vado mais tarde, a relagao de recorréncia & uma funcdao do 1n
dice s. Deve ficar claro que o valor numérico de s somente e

subsituido na relacao (VII.6.8).

A diferenca entre as duas raizes e tal que s; - s, = N, onde
N & um numero inteiro positivo {s; > s,). Neste caso, a primei

ra solucao e, ainda,

s k
yi(x) = x°1 ] Cp X7
k=0

A outra solucao pode ser encontrada mediante a relagao
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yo(x) = Tim 2 Bs - S5) ¥(X, S)J, (VII.6.9)
5'3“52 35

onde y(x, s) e.outra vez, a serie de Frobenius com todos os co

eficientes Ch colocados em termos do primeiro coeficiente (Cg

ou C; dependendo do caso). Uma demonstracao, embora particula

rizada, sera fornecida na subsecao 7.6.3.5.

d) Quando as raizes, s; e s,, da equacao indicial, sao numeros
complexos, as solucoes da E.D sempre podem ser colocadas na
forma de variaveis reais, depois de uma simples manipulacao
algebrica, de uma maneira similar ao feito no exemplo 7.4.1..
Portanto, as solucoes para este caso, sao encontradas median

te as relagoes (VII.6.7).

Pode-se demonstrar que as solugoes encontradas para to
dos os casos, do a) ao d), sao linearmente independentes. A
seguir, serao estudados os tres casos mais importantes dos men
cionados acima. Todavia, este estudo sera feito mediante a a

plicacao especifica a uma E.D. dada, com o intuito de fazer

uma analise meticulosa

7.6.3.1 - A Equacao Indicial

Considere-se a E.D.

xy" +ay' -y =0,
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onde A @ uma constante, cujo valor numerico sera escolhido de maneira

a ter tres casos diferentes.

Observe-se que o ponto x = 0, na equagao

A 1
_._‘y -
X X

y' o+ y =0,

e um ponto singular regular, uma vez que

x f1(x) =x (—)
X

A = funcao regular em x = 0

X2 fg(x) = x2 (—l—-) - x = funcdo regular em x = 0,
X

Logo, a solugao e da forma

- " k -2
y =1 C (k+s) xS Loy = D (kes)(kes-T)x T 575
R k

Substituindo-se y{x, s) e suas derivadas na E.D., tem-

-s5e:
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r - -
Zcht(k+sﬂk+s-1)xk+s 1+)\(k+s)xk+s ! -xk+s} =0 .
k

16 l:(k+5)(k+s+}\-1) <ol xk"s] = 0 (VI1.6.10)
b

A equacdo indicial e obtida igualando-se a zero o coefi

ciente da menor potencia de x, na serie anterior, que & o termo conten

do a poténcia x°
ColLs(s+r-1)1]=0.
Dado que C, e uma constante arbitraria, tem-se que:
s{(s+Ar-1)=0
de onde,
s =0 3 s, =1-A.

Dependendo dos valores numericos de A, tem-se 0s tres ca

s0s seguintes:

A = v = numero nao inteiro sy =0,8,=1-v
A=l 51 =5, =0
A = N = numero inteiro > 1 sy =0, s, =1-N.
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Assim, o problema se encaixa nos treés casos principais

considerado nos itens a), b) e c¢), respectivamente.

7.6.3.2 - A Relacao de Recorrencia

A relacao de recorrencia € obtida aoseigualar a zero o

coeficiente da poténcia x**° da série (V11.6.10), a saber:

C (k+s+1}{k+s+2a)-C =0,

R+ 1 f2

de onde

Gy

(k+s+1) (k+s+2)

k+1

Pode-se ver que, para este caso, a equacao que resulta,
a0 se igualar a zero o coeficiente da segunda menor potencia de (VII.

6.10), & apenas a reproducao da relacao de recorrencia onde k = 0.

Cl = CO
{s+1}(s+ )
C, = Cq Cq

—(s+2Ns+—A+])=(s+1ﬂs+2ﬂs+kﬂs+x+])'

Multiplicando-se as duas ultimas expressoes,para C; eC,,

tanto o numerador como o denomidador, por s e {s + A - 1). onde se su
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poe que A & um numero inteiro, tem-se que:

s! (s +Aa-1)!

¢, = C, - s! (s+Xi-1). C
(s + 1)! (s + A)! (s +2)! (s +x+ 1)!
Pode-se verificar tambem que,
Cy = s. (s +x-1). Cos
(s +3)! (s + 21+ 2)!
e assim sucessivamente.
s: (s +x-1)!
Ck = ( ) Co-
(s +k)! (s +Xx+k-1)!
Portanto,
< st (s +x-1). k+s

X . (VII.6.17)
(s +k)! (s+x+k-1).

A seguirserao analisados o0s tres casos mencionados ante

riormente,.

7.6.3.3 - A Diferenca s; - s, € um Numero Nao Inteiro

Suponha-se que A = v = numero nao inteiro. Para este ca

50, tem-se duas solugoes linearmente independentes:

yl(x) = y(X, V, 0)
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yZ(x) = y(x, v, 1 - U).

Evidencia-se que, para este caso,a solucao(VII.6.11) nao po
de ser escrita diretamente, uma vez que a definicao de fatorial e vali
da apenas para numeros inteiros. Assim substituindo-se na serie-solugao
de Frobenius, s = 0, A = v e utilizando-se as relacdes de recorrencia

tem-se a primeira solugao:

2 3
yi(x) =1+ Xy X + X 2 A

v 28 w(v+ 1) 31 vy + T){v+2)

(a constante C, & irrelevante).

Analogamente, a segunda solugao e obtida fazendo-se

yo(x) = IV l T+ =+ x2 + x? +....J.
2-v  212-v)(3-v) 31{2-v}{3-v)(4-V)

[ interessante notar que esta solugdo & uma fungdo pluri

voca com o ponto de ramificagao emx = 0.

A solucdo geral da E.D & apenas a combinagao linear de

ambas:

y{x) = Cryy (x) + Co yafx),

onde os coeficientes C; e C, sao as constantes de integragao da E.D..
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7.6.3.4 - As Raizes s; e s, sao Iguais

Esta situacao e encontrada quando x = 1. Para este ca

so as duas raizes da equagao indicial sao iguais, i.e., sy = s, = 0.

Nesta caso, conforme ja foi mencionado, a primeira soly

¢ao e
[+ Xk
YI(X) - Y(xs ]s 0) = Z 1y 2
p=0 (k)
Objetivando-se facilitar a analise, define-se o operador
diferencial:

2
M = x-jL— +-Ji- - 1.

dx?  dx

Observe-se que,
M y(x,1,0) = 0.
Entretanto, para um valor arbitrario de s,

M y(x,1,8s) #+ 0.
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Neste ponto @ necessario ressaltar que y(x,1,s) e a se

rie de Frobenius

cujos coeficientes Ck foram calculados mediante a relacao (VII.6.10),
de onde foram obtidas as relacoes de recorrencia, com a condigao de

K*s (i.e. €;,C;.Cq. etc.) sejam identica

que todos os coeficientes de x
mente nulos. Desta maneira, pode-se verificar que, se s for um numero
arbitrario (de valor diferente do das raizes da equacao indicial), o
Unico termo que subsiste, apds substituicdo na E.D., & aquele para k =

= 0. Assim,

-1

My(x,1,8) = Col s(s+1-1)] x*7F = ¢ 52 %° (VI1.6.12)

Este resultado e obtido do unico termo que subsiste em
(VII.6.10), o qual, se igualando a zero, reproduziria a equacao  indi

cial. F evidente que se

s = 0, entao My(x,1,0}) = 0,

Derivando-se (VII.6.12) em relagao ao parametro s, e lem

brando-se que
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tem-se :

3 y(x,1,8) = M—jL-y {x, 1, 8) = CoswS~L(2+s Lnx)
3s s

Observe-se que

Tim M -2 y(x, 1, s) = 0,
s+0 3s

de onde se conclui que a fungao

yo(x) = Tim == y(x, 1, s), (VII.6.13)
s>0 3s

e, tambem, solugao da E.D.. Logo, a segunda solugdo & obtida derivan
do-se (VII.6.11), termo a termo, em relacao ao parametro s, e depois

tomando-se o limite indicado. Assim,

2
—E—-y(x,hs)=—a—[xs(1+ X 4 X +
as s {

(s+1)2 (s+2)2 (s+3)2

Derivando-se termo a termo, vem:
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—a'-y(xa 1, 8) = y(x, 1, 8) dnx + x5 ]’_ 2x - 2x? _

3s c (s+1)3 (s +1)3(s+2)2

(s+1)2(s+2)3 -
Coqs 9 _ 3 11 5
Yo(x) = 1im — y{x, 1, s} = y{x, 1, 0) &nx - 2x {1+ < x+ — x +...)
s 08 8 216
- 3 11,
Yo(x) = y1(x) fnx = 2x (1 + —=—x + —xZ2 + ....o.iiuees ) .
8 216

Note-se que esta solucao e tambem uma funcao plurivoca,

com o ponto de ramificacao em x = 0. A solucao geral e:
y(x) = Ay (x)+ Bya (x)
Note-se que a relacao (VII.6.13) e a mesma que a (VII.
6.8), que e valida para o caso geral de raizes duplas da equagdo indi

cial.

7.6.3.5 - A Diferenca s, - s, e um Numero Inteiro

Finalmente, considere-se o caso quando X @ um numero in

teiro, por exemplo A = 2.

As raizes da equagao indicial
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s =0 e s,=-1,

sao tais que, sua diferenca s; - s, = 1, & um numero inteiro.

A primeira solucao vem da relagao (VII.6.11) com A=2 e

Agora, suponha-se que a outra solucao fosse tentada subs
tituindo-se diretamente » =2 e s = -1, na relagdo (VII1.6.11). Pode-
-se ver que isto nao e possivel, uma vez que o segundo coeficiente {Cy),
fica infinito, e com ele todos os resfantes. Isto, evidentemente, nao
faz sentido, especialmente porque nem sequer depende dos valores de x.

Portanto, e necessario encontrar uma segunda solugao.

0 procedimento para encontrar a segunda solugao e seme

Thante ao desenvolvido no caso b).
My (x, 2, 5) = Cg [s(s + 2 - 1)]x%7= ¢y s(s+1).x571. (VII.6.14)
Qutra vez, fica evidente que para s = 0, tem-se

My(x,2,0}) =0,
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e tambem, para s = - 1:
My(x,2,~1) = 0.
embora neste caso nao se cbtenha solucdo.

Observe-se que, se a equagao (VII.6.14) for, primeiro, de
rivada em relagao a s, e depois encontrado o limite s + 1, conforme
foi feito anteriormente, o resultado nao satisfara a equagdo diferenci
al. Entretanto, multiplicando-se ambos os membros de (VII.6.14) por
(s + 1}, vem:

M (s + 1) y(x,2,8) = Cp s(s + 1)2 x*71

Tim - (s + 1) y(x,2,8) = Vim M2 [ (s+1) y(x,2,5) ] =

5om] 3s s>-1] 95

= ¢y Tim x* 7P [eaxs(s+1)2+ (s+1)2+2s(s+1) ] = 0,
s$—+-1

de onde se tira como conclusao que a fungao

ya(x) = 1im == [ (s + 1) y(x,2,5) ] (VII.6.15)
s+-1 23S

e tambem solugao (de fato, a segunda solugao) de E.D.. Assim,
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(s +1) y(x, 2, 8) = x° [s + 1+ 24 x? +
s+ 2 (s+2)2(s+3)

+ X’ S }
(s +2)? (s +3P(s+4)

8 —_—
-;—}Js+1)‘ﬂx,2,s)]=(54-n y{x, 2, s)fnx +
S
. xS [} X (35 +8)x? ..';
(s +2)2 (s+2)3 (s+3)2 -
Finalmente,
, " - 2
ya0x) = vim 2= [(s+1) y(x, 2, 5)] = 22X [x A AN
s+-1 35 X 2x1 3x2x1 A
+x'1|_]-x-5x2—17x3- ....... :|
4 36
2 -
yo(x) = tex (1 + X+ Xy yaxi0-x-202 - M ys o )
2! 3! 4 36

Evidencia-se gue o ponto x = 0, e, tambem, um ponto de

ramificacao da solugao.

A solucao geral e obtida da combinacdo Tinear das duas

solucoes encontradas.
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Observe-se que a segunda solucao encontrada médiante

(VI1.6.15) corresponde a forma geral (VII.6.9).

7.7 - EQUACOES DIFERENCIAIS CONHECIDAS NA FISICA

Nesta secao serao resolvidas as E.Ds. que comumente apa
recem em problemas da Fisica. Muitas destas solugoes dao origem a fun
coes com propriedades estabelecidas, conhecida como Fungoes Especiais.
0 Capitulo seguinte sera dedicado ao estudo das fungoes especiais mais

importantes.

7.7.1 - Equacao de Legendre

A equagao diferencial
(1 - x2) y" - 2xy' +n{n+1)y=0, (VII.7.1)

onde n & um numero real arbitrario, e conhecida como a E.D. de Legendre.
Esta equagao egeralmente obtida a partir de E.Ds. parciais, aplicada a

geometrias esfericas.

Reescrevendo-se a E.D. (VII.7.1) na forma
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pode-se ver que os pontos singulares da E.D. sao os x = + 1. Em outras
palavras, o ponto x = 0 & um ponto ordinario da E.D., e, portanto, a
serie-solucao, em torno deste ponto, sera uma do tipo serie de Taylor.
Dado que o circulo de convergencia, da serie de Taylor, vai ate a sin
gularidade mais proxima, e observando-se que as singularidades da E.D.

de Legendre se encontram no pontos x = + 1, seque-se que o raio de con

vergencia da serie-solucao sera |x| < 1.

A discussao anterior e de extrema importancia, na medi
da que, a priori, pode-se saber o raio de convergencia que tera a solu

cao.

Outro fato interessante na E.D.{VII.7.1) e que os pontos

x = + 1 sao pontos singulares regulares. Isto implica que se se deseja @

solucao nas vizinhacas, por exemplo, do ponto x = £ 1, a serie-solugao
sera do tipo Frobenius. Neste caso, tambem, poder-se-ia adiantar que o

raio de convergencia da serie-solugdo seria |x| < 2.

Encontrando-se a solucao nas vizinhagas de x=0, tem-se

y(x) =1 ¢, x"
k=G
de onde,
yel ke KT syt Tk -1y g KR
h:] k_=2

Substituindo-se esta relagdes em (VII.7.1), vem
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oo o0

k-2 kK v k -
L k(k=1) 0,x" 7%= [ k(k=1) ¢, x“- 2] k ¢, X"+ n(n+1) § Chxk

=0,
k=2 k=2

k=1 k=0

A relacao de recorrencia e obtida igualando-se a zero
. . k )
todos os coeficientes de x . Assim,

(k + 2)(k + 1) Ch+2-[k(k—1) +2k -n(n+1)] c, =0

de onde

CK(k+1) - n(n + 1)
C, . = C VI1.7.2
B+Z Ny k+2) R ( )

Observe-se que os coeficientes relacionados sao entre os de indices pa

res e impares respectivamente.

g, =-nr1) ey Lo
1x2 2!
Cy = 6 -3n(n4+ 1) Cr==-[6-nn+1)]n(n+1)=0
x

8!
= (n - 2)(n + 3) n(n+1)—2$—

De maneira similar obtém-se:
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Co=-(n+5 (n+3) (n+1)n(n-2) (n-4) L0  etc.
6.

Por outro lado,

=27 e ooty e &
2 x3 3!
Co=(n-1) (n-3)(n+4) (n+2) L

5.

Cr= = (n=1) (n-3) (n-5) (n+6) (n+4) (n+2) L0

7.
etc.
Portanto, a solucao geral da E.D. de Legendre fica:

- xZ x -

y(x, n) = Cg 1-rﬂn+I)E—+|ﬂn—2Hn+3)(n+1)-__...'+

f 4
x3 x°
+Cy X -Mn-])(n+2)—-+(n-]ﬂn-3ﬂn+4un+2)——-..n]

3! 5.

Chama-se a atencao para alguns aspectos interessantes
desta solucao (VII.7.3). 0 primeiro e o relacionado com a convergencia
(ou, mais apropriadamente, o circulo de convergencia) das duas series
que aparecem na solucao. Fazendo-se a analise de convergencia, atraveés
do teste de comparacao por guociente, onde pode ser utilizada a relagao
de recorréncia, verifica-se que o raio de convergencia de ambos as sg

ries, & |x| < 1. Este resultado, de certa maneira, justifica a analise
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qualitativa feita no inicio desta subsegdo. Consequentemente, a regiao

de validez da solugao (VII.7.3), sobre o eixo real, 8 : - 1 < x < 1.

Outro aspecto interessante da solugao (VII.7.3) enoque
diz respeito ao valor numerico de n. Observe-se que se n for um numero
inteiro (positivo ou negativo), uma das series converte-se num polino
mio. Por exemplo, se n = 6 , e evidente que todos os coeficientes de
potencias superiores a x°® se anulam, devido ao fator {(n - 6), comum
para todos eles. Portanto, a primeira sétie converte-se num polinomio
de 60 grau, embora a outra serie continue a ser infinita. Pode-se ver
que efeitos similares sao produzidos para valores negativos impares na
primeira serie, e para valores Tmpares positivos e pares negativos, na

sequnda serie.

A importancia de valores inteiros de n, fica evidente
depois da observacao que se segue. Tendo-se duas (series) solugoes, po
de-se escolher sempre aquela que satisfaca determinadas condigoes f1
sicas, ou de contorno, do problema. Assim, se as restrigcoes do proble
ma exigem uma solucao finita em x = + 1, obviamente, dever-se-ao esco
Ther numeros inteiros para n, e utilizar-se como solugao apenas o po
linomio. Esta situacao acontece em problema envolvendo geometrias es
fericas, onde comumente x = cos 8, e de cuja aplicacao surgem os poii
nomios de Legendre Pn(x). 0 estudo destes polinomios, e de suas pro

priedades, & um dos temas do Capitulo seguinte.
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7.7.2 - Equacao de Bessel

A equacao diferencial

x2y" +xy' + (x2-m?)y =0, (VI1.7.4)

e conhecida como a E.D. de Bessel. Esta E.D. aparece em problemas re

lacionados com geometrias cilindricas.

Observe-se que os coeficientes variaveis da E.D. (VII.

7.4),

fi(x) = 1 e fo{x} =1- N
X

sdo fungoes singulares no ponto x = 0. Porem, verifica-se que as fun

coes
xfi(x)=1 e x2fy(x)=x% - m?,

sao regulares neste ponto, revelando que x = 0 & um ponto singular re

gular da E.D. de Bessel. Portanto, a solucdo sera do tipo
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Substituindo-se esta solucao na E.D. de Bessel, vem

T ¢, [(k+s) (kts-1) + kts+x2-m2] x*"5 =0
k
=0

o«

Cp
k=0

[(k+s)2+x2-m2] x*"% =0 (VII.7.5)

A equacao indicial vem do coeficiente de x5, que & a me

nor potencia da serie. Assim.

Co (52 - mz) =0,

de onde

S = +m, (VII.7.6a)

Observe-se que o resultado que se obtemao se igualar a zero

o coeficiente da sequndamenor potencia de x, ainda nao faz parte da re

lacdo de recorrencia, pois

¢, [(s+1)2 - m2] =0.
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Nesta relagao, se o colchete for nulo, ter-se-a que s = +m - 1. Este

resultado e conflitante com (VII.7.6a). Por esta razao conciui-se que

C, =0 (VII.7.6b)

A relacdo de recorrencia e obtida como de costume

C, [(k+s)2-m2] + C,_p =0, (VII.7.7)
de onde,
Cz == CO
(s + 2)2 - m?
Cq = CO
(s +2)2 - m2]| [(s+4)2-m?]
Ce = = G
° [(s+2)2-m2]| [(s+4)2-m?>] [(s+6)2 - m2 ]
etc.

Evidencia-se que
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Portanto,

y{x,s,m) = Cg X —
[ (s+2) -m2] [(s+2)2-m2 ] [(s+4)2-m?]

(VIL.7.8)
A seguir, sera analisada a natureza das solugoes quanto

aos valores numericos do parametro m, e portanto, das raizes da equagao

indicial.

Quando m = v e um numero nao inteiro. Neste caso, as solu
¢oes correspondentes sao determinadas pelas raizes da equagao indicial

s =% .

Assim, as duas solugOes sao respectivamente,

2% x 2V (v+ 1) (v+2)

- ' X " -i (VII.7.9)
26 x 3L (v+1)(v+2)(v+3) -
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Yalxs v) = y(xs oy ) =XV [ 1 e =Xy X i
L22(1 - v) 24k 21 - V) {2 - V)

(VII.7.10)

Observe-se que ambas as solugOes sao fungoes plurivocas.

Quando m = n € um numero inteiro. Neste casoa diferenca

51 - Sy =N+ n=2n,

& um numero inteiro, de onde se tem que a primeira solugao corresponde

a s =n {(aqual resulta ser da mesma forma que a (VII.7.9), onde v e

substituido por n:

] o ) 0! L 2 n _'2(_ 4_
yilx n) = y(x, n,n) = x [ (n+1)! ;! " 2ine2) 7
, 6
S Xy inran
3(n +3)! 2 J

Pode-se verificar que as series dentrodos colchetes, nas
equacoes de {VII.7.9) @ (VII.7.11), tem um raio de convergencia infini
to. As series-solucbes (VII.7.9), (VII.7.10) e (VII.7.11) sdo conheci

das como fungoes de Bessel Jm(x).
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A segunda solugao, quando m e um numero inteiro, corres
ponderia a substituir v por n na relacao (VII.7.10). Porem, conforme
foi apontado na secao anterior, esta operagao conduz a uma solugao (in
finita) que nao faz sentido, uma vez que independe dos valores da vari

avel x.

Assim, e como um segundo exemplo de raizes daequagao in
dicial cuja diferenca & um niumero inteiro, encontrar-se-a a segunda so
Tucao da E.D. de Bessel. Para isto, define-se o operador diferencial de

Bessel

B = x2 — +x— + {x2 - m?) (VI1.7.12)

B y(x,s,n} = Cpx® (s? - n?), (VII.7.13)

isto, porque os coeficientes C,, Cy, ... etc., foram calculados sob
a condigdo de que todos os coeficientes das potencias da serie  (VII.
7.5), que em essencia representa {VI1.7.13), sejam nulos. Multiplican
do-se (VII.7.13) por (s + n) e derivando-se ambos os membros em rela

cio ao parametro s, tem-se que:
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2B (s+n) y(x,5,n) = Cp == x° (s+n)(s2-n?) = Cox°

as 3s

[(s+n)(s2-n2)Znx+(s2-n2)+2s(s+n)]

Evidencia-se que, no limite quando s - -n, esta expres

revela que a fungao

yo(xon) = Tim == { (s + n) y(x,s.n) ], (VI1.7.14)

e outra solucao da E.D. de Bessel.

EXEMPLO 7.47

Seja a E.D
xy" +y' + xy=0.
Observa-se que esta equacao corresponde a deBessel (VIL.

7.4) comm = 0. As raizes da equagao indicial, segundo (VII.7.6a), sao

duplas, i.e.,
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51=52=U

Portanto, uma das solugoes e dada por (VII.7.11)

yi(x) = 1e(Xyze L Xy 1 Xge 1 Xgey
2 (41)2 2

—
Lo
—
N
™

Esta solugdao e comumente chamada de fungdo de Bessel de

ordem zero, e e designada por Jg(x). Assim,

A outra solucao e dada pela relagao (VII.6.8)

yo(x) = Tim 3 y{x, s, 0),
s +0 33

onde

s |7 - x2 X"
(s +2)2 (s+2)% (s+14)

X6
(s + 2)2 (s + 4)2 (s + 6)2
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2 y(x,5,0) = y(x,5,0) &nx + 2° I X2 ___2(s +3)
9 - (s+2)3  (s+2)% (s+4)3

x4 +

352 + 245 + 44

+ X6 - ..., ]
(s+2)3 (s+4)3 (s + 6)3 J

2 __6x 44x5
yo(x) = yi(x) fnx +2 ( 2= - 4
2 1 23 23 x 43 23 x 43 x 63
2
¥o(x) = y1(x) nx + L. 6 NN 44 6 -
4 (4n)? (6:!)

Esta solugao e basicamente a fungao de Neuman de ordem zero, que  nor

malmente e adotada como segunda solucao da equagao de Bessel.

7.7.3 - Equacao Hipergeometrica

Qutra E.D. de importancia nas aplicagoes e:

x(1 -x)y* + [y-(a+B8+1)x]y ~aBy=0 (VII.7.15)

onde o, B e y sao constantes.
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A importancia desta E.D, @ que a solugao de outras E.Ds.,

comuns na Fisica, podem ser expressas em termos da solugao de (VII.7.15).

Pode-se verificar que os pontos x = 0 e x=1, sao pontos
singulares regulares da equagao hipergeometrica. Apesar de nao ser evi

dente, o ponto x = «, e tambem uma singularidade da E.D.,

Ao analisar as propriedades do ponto no infinito para a

E.D. hipergeometrica, faz-se a troca de variavel

1
X & — .
3
Pode-se verificar que
ﬂ_z_gz _.g_'y_
dx dg

Substituindo-se estas re]agEes na E.D. hipergeométrica,

tem-se

e21-5) Ly [2(1-g)sve-(a+8+1}] L vapy=-0
de2 dg
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Observe-se que o ponto £ = 0 (isto €, x = «) & um ponto
singular regular da E.D. Este fato permite encontrar a solugac da equa

¢ao hipergeométrica para valores de x muito grandes, o que acontece

quando a solugao e expressa em forma de serie, nas vizinhagas de £ = 0.

A solucao de (VII.7.15) nas vizinhagas de x = 0, & encon

trada da maneira conhecida. A equacgao indicial:
s(s+y-1) =0,

tem as raizes
s;=0 e s, =1-4.

Portanto, a primeira solugac e da forma:

y=1 ¢ X< (VII.7.16)
k=0

A serie (VII.7.16), quando substituida na E.D hipergeo

métrica, conduz 3 seguinte relagao de recorrencia:
(k+ T)(k +7) €y = (k+a)(k+B)Cp

ou, de uma forma mais conveniente, substituindo-se k por k-1, tem-se

que
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k(k + v - 1) Ck ={k+a-1)(k+8- ])Ch- T
Analogamente:

(k=T)(k+vy-2)C,_,=(k+a-2)(k+B8-2)C,_

k-1 2

201 + ) Cp= (1 + a)(1 + B) C,
Y Clz G,BCO.

Multiplicando-se membro a membro, todas estas relagoes,

vem :
Tx2x3x....(k=1) ky (y+ D {y+2)(-en.... Hk+y-2ﬂk+y—1mh=

= afat 1) (a+2) (... Y (k+a-2)(k+a-1) BB+1)(B+2)(....)(k+6-2)
(k + B -T)Co

Esta relacao pode ainda ser escrita de uma maneira mais

simplificada, definindo o que sera chamado de "produtorio”.

1 oo(n) = o(0) a(1) o(2) ...... o(n-1) (n) (VII.7.17)
£=0

onde se pode ver que o fatorial mi = II g um caso particular de (VII.
' ' £=1
7.17). Assim, a relagao entre C, e Cq, fica:
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k-1 k-1 k-1
I {(a+l) n (p+l) T (a+£)(B+12)
Cp  £=0 £=0 _ £=0
Co k-1 k-1
K' T (Y+4) k' T (Y+4)
£=0 £=0

Desta maneira, a solucao que correspondearaiz s; =0, e:

k-1
T (a+l) (B+4&)
yl(xs{st’Y):]'l'z £=0 Xk .
k=1 k-1
k! m (Y + &)
£=0

Note-se que esta solugdo nao faz sentido quando Y e zero ou inteiro ne

gativo.
Esta solucao e comumente caracterizada, utilizando-se a
notacao.
k-1
- I {a+l)(B + £)
Fla, B, YoX=1+} £=0 x¥ = F(B, ays X) (VII.7.18)
k=1 k-l
ki T {(Y+£)
£=0

Onde os dois primeiros parametros o e 8 correspondem ao numerador e 0O

terceiro Y ao denominador. Observe-se que se B=Y
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w k-1 Xk
F(a, B; 83x)=1+ ) T (o+ &) — (VII.7.19)
k=1 £=0 k!

Mais ainda, quando nesta Ultima expressao o = 1, tem-se

o4}

F(1, 85 8 x) = J x5, (VI1.7.20)

k=0
Observa-se que a solugao da £.D. e uma serie geométrica. E devidoaeste fa

to que a solugao (VIT.7.18) e chamada de fungao hipergeometrica.

A sequnda solucao para o caso de 1 - y nao ser um nﬁmg
ro inteiro, pode ser obtida sequindo-se o procedimento normal.Porem, vi
sando-se resultados quese relacionam com (VII.7.18), e conveniente pro

curar uma solucao da forma

yz(x) = x1=7 u(x). (VII.7.21)

Substituindo-se esta solugao na E.D. hipergeometrica,

vem.

x(x-Tu" + [(a+B-2Y +3) x+Y-2]Ju' + (a- Y+ 1}{B-7+ Tu=0
(VI1.7.22)

Comparando-se (VII.7.15) com (VII.7.22), observa-se que
as duas E.Ds. s3o idénticas quandoo,B e Y sao substituidos por (a-v+1),

(B-v+1) e {(2-7Y), respectivamente. Portanto a solugao de (VII.7.22) @
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u{x) = Fla -y + 1, B-v+1;52-7v;X),

de onde se seque que a segunda solucao procurada e:

l'_Y F(

¥Yo{Xsas B> Y) = X a-y+1, B=y+1;2-vy; x) (VII.7.23)

3

para y 7= 1.

E interessante notar que a serie-solugao (VII.7.18) con

verte-se em polinomios quando o, ou § sao numeros inteiros negativos.

EXEMPLO 7.48

Seja a E.D. de Legendre,

(1 - x2)y" - 2xy"' + n(n + 1)y ="0.

Fazendo-se a troca de variaveis

x=1-2&,

a E.D. de Legendre, fica:

0 -0 8 -2 Lanpn+y-o.
dg? dg

Comparando-se esta equagao com a E.D. hipergeometrica,

identifica-se que
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Y=1,a+8=1 e aB=-n{n+1)
de onde se tem que

a=-n, B=n+1
(as outrasraizesia =n + 1 e B = -n, conduzem ao mesmo resultado). Por
tanto, a solucao da E.D de Legendre, (a primeira) pode ser escrita em
termos da fungao hipergeometrica:

y(1 -2, n) =F(-n,n+1; 1, &),

ou, tambem,

yi{xs n) = F(-n, n+1;5 1;

Note-se que esta solugao & uma serie desenvolvidanas vi
zinhangas do ponto x = 1, razao pela qual nao pode ser comparada dire
tamente a solugao obtida anteriormente. Porém, ambas as séries conver

gem uniformemente dentro da regiao de convergencia comum as duas.

A outra solucao, neste caso, deve ser obtida pelo cri

terio de raizes duplas da eguacdo indicial, pois Y = 1.
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7.7.4 - Equacac de Laguerre

xy"+ {1 - x)y' +ny=0 (VII[.7.24)
0 ponto x = 0 e singular regular. Pode-se verificar que

as raizes de equagao indicial sdao s; = s, = 0. Logo, a solugao sera uma

serie de Taylor. A relacao de recorrencia fica entao
2 - - -
k2 ¢, (n-k+1)C, (VII.7.25)

de onde, por aplicagao sucessiva desta regra, se tem:

% (1% nm-n;-2)(..... Jn - k+2)(n-k+1) _
Co [k(k-1)(k-2){(....) x3x2x1]2
= (- ])k n.
(n - K)! (k)2

Observa-se que se n for um numero inteiro positivo a s§
rie infinita converte-se num polinomic. Dai 0s polimomios de Leguerre
Ln(x). Supondo~se que n seja um numero inteiro positive, a relagao dos

coeficientes pode ser colocada na forma
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onde, no uTtimo membro, foi utilizada a notacdo combinatdria dos coefi

cientes de Newton. com estes resultados, uma das solucdes fica
k{n) ¥
y(xs n) = [ (-1) [ K ] -— . (VII.7.26)

Se n fosse um numero negativo ou um nimero nao-inteiro,

(VII.7.26) seria uma série infinita.

A segunda solucao da equagao de Laguerre (VII.7.24) pode
ser obtida mediante a ap]icagao de (VILI.6.8), uma vez que se tem o ca

so de raizes duplas da equagdo indicial.

7.7.5 - Equagao de Shrodinger. Equacdo de Hermite

Considere-se a E.D.

— + (e - xz) ¥ = Q, (VII.7.27)

Esta £.D. e chamada na mecanica quantica, de equagdo de
Shrodinger independente do tempo para o oscilador harmonico. Nesta e

quacao, a grandeza |¥|2? dx significa a probabilidade de que uma parti

cula, de massa m e energia £ (e = jﬁ;, w = frequencia de oscilagao,
hw
h = h » h = constante de Planck), que se encontra dentro de um campo
2m
de potencial V(x) = 1 ng? x2, seja localizada entre x e x + dx. A equa
2

¢do (VII.7.27) e comumente conhecida como a equagaoc do oscilador harmd

nico.
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Procura-se uma solucao de (VII.7.27) de maneira que
¥(x = t @) = 0. Isto e, nao existe nenhuma probabilidade de que a par
ticula se encontre no infinito. Observe-se, no entanto, que o ponto no
infinito e uma singularidade muito forte da E.D. de Schrodinger. 0 pro
cedimento a ser seguido, para encontrar as solucoes, sera aquele que
permite isolar o comportamento da solucao em torno da singularidade.Em
outras palavras, primeiro tentar-se-aencontrar as solugoes de (VII.7.27)
para valores de x muito grandes e depois, com base nesta solugoes, en

contrar aquela que satisfaca as condicoes de contorno. .

Assim, para x muito grande (x2 >> e), tem-se:

2
a2y, (VI1.7.28)

Resolvendo-se esta equagao para um intervalo X;< X <X,,

onde Xy e X, sao valores muito grandes, porém-—ilﬁﬁL-<< 1, segue-se
X1

que x, dentro deste intervalo, permanece aproximadamente constante. Lo

go, sua solucao sera do tipo:

Substituindo-se esta funcao em (VII.7.28) vem
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de onde m = + x, ou melhor: m = #ax. Aqui, o coeficiente a, foi intro
duzido de maneira a satisfazer condigoes (ainda desconhecidas) para que

a funcao,

seja a solucao de (VII.7.28).

Assim, substituindo-se em (VII.7.28), tem-se:

V' o- x2 ¥ =+ 2a(lx2ax?) ¥ - x2 ¥

(+ 2a + 4a%2x? -x?) v,

Para que ¥ seja solucao de (VII.7.28), escolhe-se o pa

rametro a, de maneira que

+2a+ 4a2x2 - x2 =90,

0 primeiro termo desta equacao e desprezivel em relacao aos outros. Lo
g, a = —— .
2

Portanto, o comportamento (assintotico)dassolugoes, nas

vizinhangas do ponto no infinito, e:

2 _ 2

t= x
¥~ e e Y- e

+ -

L
> %
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E evidente que, somente a segunda solucgao satisfaz
¥ (* o) = 0. Extraldo este comportamento da E.D. no infinito, a soiu

cao da E.D. do oscilador, sera da forma:

1
Y(x)=y(x})e?2 (VII.7.29a)

onde a fungao y(x), substituindo-se (VII.7.29a) na E.D. de Schrddinger

(VII.7.27), deve satisfazer:
y'" - 2xy' +{e-1)y=0.
Chamando-se e - 1=2n, tem-se mais uma E.D. conhecida.
y' - 2xy' +2ny =20 (VI1.7.30)

Esta @ a E.D. de Hermite e que apresenta singularidade
apenas no infinito. Sua solucao em serie de potencias &, portanto, uma

serie de Taylor.

Pode-se verificar que a relacao de recorrencia, entre

os coeficientes da série, & a seguinte:

k(k - 1) C,= - 2(n-k+2)Cp, (VII.7.31)

Evidencia-se que os coeficientes de subindices pares, e
os de Tmpares, se encontram relacionados entre si. Assim paraos coefici

entes de subindices pares, a relacao (VII.7.31) pode ser escrita na forma:
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2k(2k-1) Cpp=-2(n-2k+2) k=1,2,3,....

Cop-2

Utilizando-se esta reiag&o repetidamente para k - 1,
k - 2 etc., e multiplicando-se membro a membro todas as expressoes re

sultantes, tem-se que:

2k _ ('1)k (n-2k + 2)(n-2k+4){(...)(n~-2)n,
Co k! {2k - 1)!!

ou de maneira mais compacta:

C k k-1
2’2: (_]) Il (n-2£), k=]’2933 .
C, k! (2k - 1)!% £=0

De uma maneira similar, para os coeficientes de subin
dices impares, tem-se que:
k-1

c K
Zet? (1) M (n-20-1) k=1,2,3, ....
o k'(2k + 1)00 £=0

Desta maneira, a solucao da E.D. de Hermite, fica:

r co k k-1
y(xon) = Co | 147 —L=1) 1 (n-20) x2k:| s
b K (2= 1) 220
o k k-1
' Cll:x+ y (-1) T o(n - 20-1) x2* 1] (VI1.7.32)
k' (2k+1)!' £=0 4

k=1
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Esta solugao fica sendo a soma de duas séries infinitas,
quando o parametro n & um numero ndo-inteiro ou um inteiro negativo.
Quando n e um inteiro positivo, uma das séries trunca-se num polinomio,
conforme pode-se verificar na relacao (VII.7.32). Desta maneira, para
0 caso de n ser um numero inteiro, a solugao da E.D. de Hermite pode
ser expressa em termos de apenas um polinomio, de uma maneira analoga
ao caso das solugoes da E.D de Legendre. Solugoes deste tipo dao  ori

gem aos polinomios de Hermite Hn(x).

Esta ultima observacao tem uma importancia especial no

que diz respeito a solugao da equacao de Schriédinger, uma vez que

X2

v(x)=H (x)e?, (VI1.7.29b)
onde se pode ver que ¥(=) = 0. Portanto, esta solugao satisfaz plena

mente a equacao de Schrédinger.

A historia @ diferente para valores de n que n3o sejam
inteiros positivos, isto devido aos problemas de convergencia das se

ries (VI11.7.32). Do teste da comparacao por quociente vem que,

X2 |,

= lim | —=2(n-k)
| ks | (k+2)(k+1)
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onde devem ser considerados dois casos, a saber.

ajvalores moderados de |x|. Neste caso

C
lim }———“2 2 | =0,
koo

¢
ou seja, a serie converge em todos os pontos que se encontram

a distancias finitas da origem no plano complexo Xx.

~ b)valores muito grandes de |x|. Este & o caso que realmente preo

cupa, uma vez que esta incluido o ponto no infinito. Fica evi

dente que
¢
Tim _k+? x? ‘ = lim ’ 2y ‘ =
k> Ck k -»co k

Acontece que este tipo de convergencia e o mesmo que a convergéncia da

fungao
2 @ 2k
Q.X = z X 3
k=0 k.
pois,
| !
Tim ! k- x2 l = Tim ’-j— x2 I
h+eo | (k+ 1)! ' R+ k
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Isto significa que as series (VII.7.32), para x muito grande, compor

2
tam-se como y(x) ~ e~ .

Assim, a solucao da equacdo de Schrodinger, ficaria:

Evidentemente esta solugao nao interessa, porque e divergente noinfini

to.

Desta maneira, conclui-se que, solucoes satisfatorias

para a equagao de Schrodinger so existem para valores inteiros positi

vos do parametro n =—fi:—l—,i.e., nas solucoes (VII.7.32) os
2

valores possiveis para e =2n+ 1 (comn=90,1, 2,3, ...) sao "quan

tizados".

7.7.6 - Equacao Associada de Legendre

A seguir, ver-se-a outro caso de solucao onde se isola
a solugao em torno de uma singularidade, da mesma maneira feita com a
equacao de Schrodinger, so que agora a singularidade se encontra  num

ponto finito. A equacao

‘ 2
(1 - x2) y" -2xy' + [n(n +1) - 1 m = } y =0, (VII.7.33)
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e conhecida como a Z.D. Associada de Lengendre. Evidencia-se que quan
do m = 0 recupera-se a E.D de Legendre. Uma 1inspecao da equagao (VII.
7.33) revela que o ponto x = 0, & um ponto ordinario, e que x = +1s30
pontos singulares regu]ares da E.D.. Portanto, a convergencia da §erig

-solucao, nas vizinhancasdex = 0, sera no intervalo - 1 < x < 1.

Objetivando-se ter solugoes finitas nos pontos x = + 1,
encontrar-se-a o comportamento da solugao nas vizinhancas destes pontos.

Para isto, faz-se a troca de variavel
x =21+ &, (V11.7.34)

onde |&| << 1. Substituindo-se esta nova variavel na equagao (VII.7.33)e

considerando-se que, 1 - x2 =3 2E, vem

F2Ey" - 2(E N)y' + [Mni—” iﬂﬁ-]yrrm
28

Aqui, deve-se observar ainda que

e também £ t 1 =+ 1, Assim,com esta aproximagoes, a E.D. fica:

2
E2y" o+ gy - fi—y= 0.
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Esta nova E.D. & do tipo Euler, com solucoes da forma

g". Substituindo-se esta solugac na E.D. de Euler, encontra-se que

~
1

r=z %4 Portanto, as solugdes s3o

=

m
2

Ece yp= 5-5‘-

Y1

Destas duas solugoes, a unica que interessa (finita em
£ = 0), para valores positivos dem e y;. Logo, o comportamento dese
jado da solucao nas vizinhagas dos pontos x = = 1, e:

2
y.= (e x™ Ly = (-
A seguir, procurar-se-a uma solucao da E.D. (VII.7.33)

que inclua o comportamento encontrado em ambas as singularidades.

y(x) = (1+0™2 (0 - 0™ yix) = (1 - x)™2 y(x). (VII.7.35)

Substituindo-se esta solucao na E.D. (VII.7.33), tem-se

a equacgao que v(x) tem a satisfazer:

(1-x2)v* - 2(m+T)xv' + [n(n+ 1) -mm+ 1)Jv=0 (VII.7.36)

Procurando-se a solucao desta equacac, em serie de  po

tencias em torno do ponto ordinirio x = 0, encontra-se a relagao de re

correncia seguinte:
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k(k -])Ch=[(k+m-ﬂ(k+m-1)—n01+i)]ck_2

ou rearranjando-se

k{k - ])Ck =(k+m-n-2){k+m+n-T) Ck- g -
Esta formula de recorrencia pode serescrita, para subin

dices pares, na forma:

ZHZk-IﬂQk=(m-n+2k-2ﬂm+n+2k-1)%h_2 k=1,2,3,...
Como antes, a relagao entre os coeficientes ka e Cy po
de ser obtida escrevendo-se, sucessivamente, a re1ag§o anterior para
k-1, k-2 etc., e depois multiplicando-se todas estas expressoes

membro a membro. 0 resultado e:

k
C I (m-n+2€-2)(m+n+2L-1)
k=] . k=1, 2, 3
Co k
Xkrmo(20 - 1)
L=1
De uma maneira analoga, tem-se quea relagaoentre Cop 4 1
e C; , &:
k
C T (m-n+22 - 1){(m+n+2l)
Zk+1 _ £=1 k=1,2,3, .....
C, K

Kokrm (22 +1)
£-1
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Assim, a solugao da E.D. (VII.7.36), fica

) - ﬁ(m-n+2£-2Mm+n—2£-U
v(x,m,n) = CDL 1+ ) Sl x 2K } +
al (2K)"! -
_ w AL (m-n+22-T)(m+n+2¢)
+ Cli x+ § & xk+ 1 }
- k=l

(2k + 1)

onde ja foram substituidas as identidades
k k k k
2° ki M (22-1)=(2k)!, e 27 k. W (2241) =(2k+1)!
£=1 £=1
Observe-se que quando a relagao entre os parametros m e

n, e tal quem - n, ou m + n, sdo nimeros inteiros negativos, uma das

serie-solucoes (VII.7.37) trunca-se num polinomio.

Quando os parametros, m e n, nao estac relacionados da
maneira apontada anteriormente, surgem dificuldades devido & divergen

cia das serie-solugoes nos pontos x = £ 1, pois,

P (k+m-n=-2){k+m+n-1)
k> k(k - 1)

2
X % = x2

Por esta razao, a solugao da equagac diferencial Associa

da de Legendre, com solucao finita nos pontos x = =+ 1, & dada por:

(=

y(x, m, n) = v{x, m, n) (1 - x%) (VI[.7.38)
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onde os parametros m e n sao relacionados de maneira que v(x, m, n) se
ja um poTinomio. Solugoes do tipo (VII.7.38) formam a base das chamadas

Funcoes Associadas de Legendre Pﬁ (x).

7.8 - CASOS ESPECIAIS DE EQUACOES NAG LINEARES

Todos os metodos expostos para as solucoes de E.Ds. 1
neares sao de pouca utilidade na solucdo das nao lineares. Na verdade,
uma grande maioria das E.Ds nao lineares, nao tem solucoes em forma fe
chada, tendo-se que apelar as solugoes numéricas. Contudo, existem de
terminados tipos de equacoes nao Tineares cujas solucoes podem ser en
contradas com a ajuda de artificios. Por exemplo, as E.Ds. ndo linea

res de primeira ordem podem ser resolvidas pelos metodos expostos na se

cao 7.2.

Nesta segao serao apresentados metodos que, dependendo
da forma da E.D. diminuem a ordem da equagao, de maneira a facilitar
sua solugao. Estes metodos, que na realidade sao apenas mudancas apro
priadas de variéve], sdo uteis nas solucdes de E.Ds. nao-lineares de
segunda ordem, que sao as que aparecem mais frequentemente em  proble

mas de Fisica.

Considere-se uma E.D nao-linear, reduzida, expressa na

forma

(X, ¥, ¥ ¥y ....y(“)) =0 (VII.8.1)
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Dependendo da ausencia de uma (ou varias) das variaveis

X, y', y" etc. desta equagao, pode-se diminuir a ordem de (VII.8.1).

7.8.1 - A E.D. nao Contem y, nem suas Derivadas ate a Ordem k - 1]
d(x, y®, y(k“”, ----y(“)) =0. (VII.8.2)
Neste caso, define-se uma nova variavel dependente

p:y(k):gf_y
dx¥

Desta maneira (VII.8.2), fica:

onde se pode observar que a nova E.D., agora na variavel p, diminui até

a ordem n - k.

EXEMPLO 7.49

x2y' y" 4 x(y')2 =1,
Fazendo-se y' = p, tem-se que

dp
dx

xZp + xp2=1.
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K= (Lpz ) e xp2e
dx z
d Z 2
— (p?) + — p? = —
dx X x2

Esta UTtima E.D e uma linear de primeira ordem em p?. Por

tanto, sua solugao e:
— dx J-— dx
ef *op? = J 2 o) x dx +

p? = x7% {2x + Cy)

b=t S+ 0y
X

Integrando-se este resultado, tem-se

=22/ 2x + ¢ rclj dx vy
X v 2X + Cll

J dx N B vy 2x + C{ -/Cy'

X v 2x + Cy' Vi v 2x + Cf +v/C;!

Assim, finalmente
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y='t2 1/2X+ Cll + /Cl| f_n(‘/ZX+ C]" - /Cl])'i'CZ
v 2% + Cy' o+ /!

7.8.2 - A E.D. nao Contem a Variavel x

oYy ¥ s ¥ vnn y™y -0 (VII.8.3)

Equagoes deste tipo, onde a variavel x nao aparece de
forma explicita, podem ser diminuidas de ordem, definindo uma nova va

riavel dependente.

y' =p
Assim,
" d d d d
y" = p = 2P Y = p P
dx dy dx dy
FLE d d rd 2 d
y=d(p")pr(—“—)+pP],
dy dy dx dy dy

e sucessivamente. Note-se, primeiramente, que a nova variavel "indepen

dente" & y, e depois, que as derivadas 4P 3o de uma ordem inferior
dy
3s Y portanto, a E.D. (VII.8.3) fica:
dx
-1
Yy, Ps D's Py ceenn p= Dy o g,
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onde

EXEMPLO 7.50

Seja resolver a E.D.
yryn =L,
2

sujeita as condigoes iniciais

a E.D fica:

Integrando-se esta nova equagao vem

p:i _]_-+C1 :y'.
A |

Pode-se notar que uma integracao ulterior nao seria mui

to facil. Portanto, & meThor aplicar as condigoes iniciais, nesta ex
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pressao, para o calculo de C,. Pode-se verificar que C;=0. e queosi

nal deve ser positivo, assim:

1
y 2 dy = dx
Finalmente,
2
y:(‘|+ix)3
2

Este exemplo mostra as dificuldades de integracao ao se
tentar obter uma solucao geral, ou mesmo quando as condigoes iniciais

nao simplificam a integracao.

7.8.3 - A. E.D. e uma Exata

0 significado de diferencial exata, & o mesmo que  foi
introduzido nas equagoes de primeira ordem. Isto e, a £.D. a ser re
solvida € o resultado da derivaciao de uma E.D. "primitiva", que resul
ta numa ordem, evidentemente, inferior em um grau.

(X ¥, y'sy" ey ™) = <4 Y{X, ¥s ¥'s oones vy By 20 (vil.s.4)

dx
Nestes casos, depende da habilidade pessoal o reconheci
mento da E.D. primitiva, que tambem e chamada de primeira integral, em

bora o empreqo deste termo nao signifique, necessariamente, uma solu
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cao da E.D. em si. A primeira integral, pode ser de solugao menos com

plicada.
Em geral, nao existe um critério que permite o reconhe
cimento de uma E.D. exata. Contudo, quando a E.D. & linear, € possivel

se encontrar um criterio.

Considere-se a E.D. linear

Nesta relacao, o termo f;(x) y' pode ser colocado tambem na forma
1 d I
filx} y' =— (f1y) - fly
dx

Analogamente,

1 1 ) ] d ] tt
9y -y =) - L () y
dx dx dx

fa(x)y"

__d (foy' - £y y) + fiy
dx
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1 d n 1 ] {3 i
fa(x)y =d—(f3.y - fay'+f3y)- fi'y
. . X N

F,00) v - di [T ey @D Rl oD y}
X

Esta UTtima expressdo ainda pode ser escrita de uma ma

neira mais compacta como se seque

d n-1

£ (xyy™ =

’ (_-[)kf(k) y(n—k—l) + (_])n 1,_.y(ln) y.

dx k=0 n

Substituindo-se todas estas expressaes na equagao (VII.

8.5), vem
n-1 o n-2 o
d [ T -1y f) k=D 7 (-1 f}(lk_)l yOsk=2 .
dx & k=0 " k=0
) T _ -
+ foy' -foy + fiy i+—[}-1)n fé“)y4-(-1)“ 1 f;?rl) + o +
+ 2 - f1+ Ty | ¥y =F{x). (VII.8.6)

Evidencia-se que o membro da direita resulta numa dife

rencial exata, sempre que o Ultimo colchete for identicamente nulo. Is

to e,
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n K (k)
kzo(-1) ﬁ§X) =0 (VII.8.7)

e a condigac para que a E.D. resultante, depois de integrada, seja de

uma ordem inferior.

EXEMPLO 7.51
yy" +y'2+ 1 =0.

Note-se que os dois primeiros termos podemser agrupados,

convenientemente, na forma:
1] 1 d 1
yy" £y = — (yy').
dx
Logo,
d(yy') = - dx
yy' = - x + (.
Integrando-se mais uma vez
ydy= (-x + Cy) dx,

tem-se ¢ resultado
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y2= C2 + CJX - Xz.

EXEMPLO 7.52

Seja resolver a E.D.
(1 +x2) y" -2y = 2x.
Pode-se ver gue
folx) =1 +x2, f1(x) =0 ; fo(x)=-2.
Portanto, a relacao (VII.8.7), para este caso, fica:
fo - f1 + f5 =

Desta maneira, a E.D. (VII.8.6) fica:

JL—[fzy'-féy-+f1y ] =2x.
dx

Substituindo-se os valores de fi{x) e f,(x), e integran

do-se 0 resultado, tem-se:

(1 +x2) y' - 2xy =x? + C;.
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Observe-se que esta nova equacao e uma linear de primei

ra ordem, cuja solugao pode ser obtida mediante (VII.2.13)

y{x} = (Cp = T)x + Cy(1 + x2) arctgx + Co{1 + x2).

7.8.4 - Equacao Homogenea de Ordem n

Uma E.D., de ordem n, e chamada de homogenea de grau m

quando, ao se substituiryporay.a E.D apresenta a propriedade:
d(X, ay, ay's ... ay(n)) = 3" @(x,y,y',...y(“)):o. (VI1.8.8)
Observe-se que este e o mesmo conceito de homogeneidade
introduzido para as E.D. de primeira ordem, com a diferenca de que, nes
te caso, x e considerado uma variavel "adimensional". Nestes casos,
quando se procura uma solugao na forma

y = ¥ (VII.8.9)

a ordem da E.D. fica diminuida em uma unidade.

etc.
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Substituindo-se estas relagoes na E.D. (VII.8.8) tem-se:

o [,el, (vt e v e, o ]2 ™o (x, v, v, L. vy o,

onde se pode ver que a nova E.D, € uma de ordem n-1 em v'.

E interessante notar que uma E.D. linear reduzida e uma
equacac homogenea e, portanto, em principio, € possivel diminui-la de
ordem, procurando-se solugoes do tipo (VII.8.9). Entretanto, aE.D. que
se obtém (ja diminuida) resulta numa nao Tinear, cuja solugdo em geral

e muito mais dificil de ser encontrada.

Contudo, existemE.Ds. que, com (VII.8.9), dao lugar a

equacoes de mais facil solugao.

EXEMPLO 7.53

2yy" - 3y'?2 = 4y2,

Pode-se ver que esta equacao € uma homogenea. Assim,

comy = eV obtam-se:

2{v" + v‘z) -3vy't=4
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Esta e uma equacdo de primeira ordem em v', onde as va

riaveis ja se encontram separadas, Integrando-se esta E.D., tem-se:

vi =2 tg(x + Cy),

de onde,
v=~-24&ncos{x+Cy)+L&ncC, = In ( Co ).
cos?(x + Cy)
Portanto, a solugao fica:
y = L

cos?(x + C;)

7.8.5 - Equagoes Isobaricas

0 mesmo conceito de fungoes isobaricas, que foi introdu
zido nas E.Ds. de primeira ordem, aplica-se também parao caso de E.Ds.
de ordem superior. Isto e, quando se atribui as variaveis x ey, de
uma E.D., as dimengiona1idades de a e a’, respectivamente, e a E.D, re

sulta dimensionalidade homogenea, entdo elaé chamada equagdo isobarica.

As E.Ds. que apresentam esta propriedade podem ter dimi

nuidas suas ordens em uma unidade, fazendo-se a troca

Y = XV,
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onde r & um parametro que se determina de maneira que aconteca a homo

geneidade.

EXEMPLO 7.54

xtyt=(y - xy')3.
Atribuindo-se as dimensionalidades x + ax; y - a'y, tem
-se:
2 (af [ r 73
(ax)qu:}ary_axd_(.g_ﬂ_-t .
d{ax)? L d(ax)

Logo, a "expressao dimensional", e:

de onde, r = 1.

Assim, a mudanca de variavel apropriada e: y = xv

Por outro lado,

y' = v + xv' soy" =2yt o+ xv!

Com estas substituicoes, a E.D. fica
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2v' + xv" = - x2 y'3
de onde,
VII+_2_VI =‘XV'3.
X

Esta e uma equagao de Bernoulli em v'. 0 processo de in
tegracao, deste tipo de E.D. de primeira ordem, foi descrito na subse

¢ao 7.2.4. Pode-se verificar que:

de onde
dx _
v = I + C, = arc sec [C, x| +C,
XVC3X2']
Finalmente,

y = x{arc sec |C; x| + C5).
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