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RESUMO

Este documento foi produzido para servir como material de apoio a disciplina de
Adaptacdo, ministrada como pré-requisito para o aceite de candidatos ao curso de
mestrado em Engenharia e Tecnologia Espacial, modalidade Mecéanica Espacial e
Controle, no Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais. Ela foi atualizada em anos
recentes e a presente versao constitui a segunda edicéo, revista e melhorada. Inicia-se o
estudo das Orbitas de satélites artificiais com a aplicacdo das leis de Newton ao
movimento de corpos e o estudo de trajetorias em campo de forca central. As leis de
Kepler sdo introduzidas a seguir, bem como as rela¢cdes do movimento eliptico. Mostra-
se entdo que as leis de Kepler originam-se do movimento causado pela forca
gravitacional entre dois corpos, apresentando-se as principais relacfes geométricas que
definem a elipse orbital. Estuda-se em seguida o0 movimento no espaco, 0 que permite
extrair as relacdes geomeétricas que transformam o movimento kepleriano em espaco de
estados. Como ultimos topicos de estudo sdo apresentados os principais sistemas de
coordenadas e de tempo para o estudo do movimento orbital.






ABSTRACT

This document aims to support students in the “Adaptation” class of the Space
Mechanics and Control — Space Engineering and Technology post-graduate course at
INPE. It has been updated and revised in recent years, so this is the second and most
recent version. It introduces the orbit mechanics concepts by applying the Newton’s
laws to the two-body problem and to the study of trajectories in a central force field.
The Kepler’'s laws are presented together with the equations of the elliptical motion. It is
shown that the Kepler's laws are derived from the gravitational force between two
bodies, arising the geometrical relations of the orbital ellipse. The orbital elements in
space are then studied, which allows to convert the geometric orbit representation, or
keplerian elements, to space state representation. It is also presented the main coordinate
system used in orbit and astronomic studies, as well as several time and date measuring
systems.
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1 INTRODUCAO

A mecanica celeste, segundo Laplace, € um conjunto de teorias que contém o0s
resultados das leis de gravitagdo universal sobre o equilibrio e 0 movimento dos corpos
sélidos e fluidos que compdem o sistema solar e sistemas semelhantes distribuidos no
universo.

Atualmente, o conceito estende-se ao estudo dos fenbmenos puramente mecanicos que
ocorrem no universo, e dos problemas matematicos que sugerem os métodos utilizados
em seu estudo, seja de corpos celestes (planetas ao redor do Sol, as estrelas na galaxia),
ou mesmo de sondas e satélites artificiais.

O presente trabalho apresenta uma introducéo a teoria de mecénica orbital. O principal
objetivo é o estudo da teoria da gravitacdo universal, a lei do inverso do quadrado das
distancias, e suas implica¢cdes no movimento de satélites artificiais terrestres. O trabalho
€ essencialmente orientado para aplicagbes praticas, com uso extensivo da mecanica
newtoniana. A precisdo atual da maioria dos instrumentos de medida utilizados em
mecanica orbital dispensa o uso da teoria da relatividade de forma a simplificar a
matematica utilizada bem como possibilitar o uso das hipéteses newtonianas.

A bibliografia da area é vasta, porém poucos trabalhos abordam exclusivamente os
conceitos introdutorios. Recomenda-se ao leitor buscar informag¢des adicionais em
livros de astrodindmica, em especial nos de Bate et al. (1971), Brower e Clemence
(1961), Chobotov (1996), Deutsch (1963), Escobal (1965), Montenbruck e Gill (2000)
e Moulton (1970).

A compreensdo deste trabalho requer do leitor conhecimentos basicos de célculo
diferencial e integral, algebra vetorial, e familiaridade com o uso de computadores.






2 CAMPO CENTRAL

O movimento de um corpo quando imerso em um campo gravitacional pode ser
analisado se forem adotadas algumas hipéteses. Admite-se, a principio, a existéncia de
apenas um corpo gerador de forgas, suficientemente afastado dos demais a ponto de se
poder negligenciar os efeitos desses. Considera-se igualmente que o as dimensdes do
corpo sejam pequenas quando comparadas as distancias orbitais, de forma que a forga
possa ser considerada como sendo gerada no centro de massa, ou Sseja, hum campo
central de forgas.

2.1 Leis de Newton
Recapitula-se aqui as trés leis fundamentais de Newton, que foram publicadas em seu
tratado "Philosophia e Naturalis Principia Mathematica"”, em 1687.

* Todo corpo permanece em repouso ou em movimento uniforme, quando a forca
exercida sobre ele é nuld& =0.

« A taxa de mudanca do momento linear (ou quantidade de movimento) &
proporcional a for¢ca e na mesma direcdo da forca:

d(mv)
dt

ondem é a massa do corpg,€ o vetor velocidade do corpo,Feé a forca
exercida no corpo. No caso desar constante, vém:

=F 2.1)

F=ma (2.2)

coma=dv/ dt, ondea é a aceleracao do corpo.
* Atoda acgéo corresponde uma reacgao igual e oposta (Lei da agéo e reacao):
F,=-F;. (2.3)

2.2 Leida gravitacdo universal

Duas particulag e B se atraem com uma forca diretamente proporcional ao produto de
suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas:

F,=-Galk Le (2.4)
r r

ondeG € a constante de gravitacdo universal vale§6@x 10_11Nm2/kgz, Ma € Mg S&0
as massas dos dois corpos,a distancia entre elesr g € o vetor distancia que une os
COrpos.



A lei se aplica em principio, a sistemas de particulas, ndo a corpos de dimensdes finitas.
Porém, a lei ainda pode ser aplicada ao assumir-se que corpos com simetria esférica se
atraem como se suas massas estivessem concentradas em seus centros.

2.3 Forca central

Uma forca é dita "central” quando a forga resultante que causa o movimento acelerado
de uma particula passa através de um ponto fixo, conforme a Figura 2.1. O ponto fixo é
o centro da forca. Devido a essa caracteristica a for¢ca pode ser representada por:

F=F(r)-, (2.5)
ondeF(r) é o modulo da forga que é funcao do vetor distancia

‘-‘

Trajetoria

Ponto fixo
@)

Figura 2.1 — Trajetoria da forca central

2.4 Integral do momento angular

Sob a acédo de uma forca central, existem quantidades que se conservam, isto €, existem
as integrais primeiras do movimento. Tais integrais permitem simplificar e mesmo
auxiliar a resolucéo das equacdes de movimento.

Mostrar-se-a que o momento angular € uma das quantidades conservadas. Seja a
definicdo do momento angular:

H=2rxmy, (2.6)

ondeH é o vetor momento angularx® representa o produto vetorial,re=P - O,
comO sendo o ponto fixo.

Derivando-séH em relacdo ao tempo tém-se:



H = Zr xmv, +Zr x—1 17 (mv)
zzvi xmy, +zri xF
onde a primeira parcela do lado direito é nula devido ao produto vetorial de vetores

paralelos. Lembrando ainda que no caso de for¢ca central vale a Equacao 2.5, chega-se
a

2.7)

H =30 )0 =0, (2.8)

pois novamente tém-se um produto vetorial de vetores paralelos. Desta forma conclui-se
que:

H=C, (2.9)

onde C é um vetor constante. Existem dois casos possiveis a serem analisados. O
primeiro caso é quando a constanté € vetor nulo O:

C=0=rxv=0. (2.10)

Neste caso ou € paralelo & e 0 movimento é retilineo, oué nulo er € constante.
Este € um caso sem interesse.

O segundo caso é quando a constabtdo € nula. Neste casoxv #20 e o
movimento € "plano”. Veja-se a Figura 2.2.

A

Figura 2.2 — Movimento plano da forca central



Em resumo, o momento angular de uma particula que se move sob a acdo de uma forca
central permanece constante em magnitude e direcéo.
2.5 Velocidade areolar

A velocidade areolar ou taxa areolar é a taxa na qual uma determinada area € varrida
durante a trajetdria do raio vetor. A Figura 2.3 mostra o conceito.

Figura 2.3 — Velocidade areolar

Na Figura 2.3dA é a fracdo de areade € a fracdo de arco percorrida. Lembrando que
axb é a area do paralelogramo delimitada pelos vetoeds tém-se que:

AA=%| rxa |, (2.11)
ou seja:

BALLIEL (2.12)

At 2| At

No limite paradt — 0 tém-se:
'=%|rxv|. (2.13)

Recapitulando que o momento angular é dado pber xmv, constante, e
comparando com a Equacéo 2.13, chega-se a:

H_2a. (2.14)

m

Conclui-se portanto que o momento angular é proporcional a taxa areolar e, por
consequéncia, a taxa areolar € constante sob a acdo de uma forca central.



2.6 Trajetorias devido a for¢a central

Seja o0 movimento plano conforme mostrado na Figura 2.4,>08¢es&o o sistema de
eixos cartesianos no plano do movimergog o versor radialg, é o versor transversal

perpendicular &, , ef € o angulo polar entre o eix@ o corpo em movimento. Nota-se
que & nao é tangente a trajetdria, mas sim perpendicular a

D
D

Figura 2.4 — Movimento plano

De maneira geral, a velocidade do corpo no plano pode ser descrita por suas
componentes radial e transversal na forma:

v=ré +rfé. (2.15)
A aceleracao do corpo €é obtida derivando-se a velocidade em relagdo ao tempo:

azv=ré +ré+ife+rfe+rie, (2.16)
e lembrando a regra de Poisson para a derivada de versor:

& =fkxg |,
e, (2.17)
& =1kxg ,

=-fa |



chega-se a:
a=(r-rf2)e +(2rf+rf)é. (2.18)
Sejam as coordenadas cartesianas do movimento plano dadas por:

X=rcosf,

y =r senf. (2.19)
Entdo as componentes de velocidade séo:
x=t cosf -r f serf
. (2.20)
y=isenf +r f cod
Lembrando a expressao para o momento andiilar xmv , tém-se:
x y O
rxv={x y 0|=(xy-xy k, (2.21)
ik

onde k é o versor do eixa. Logo, H=H k, e por substituicdo das componentes
cartesianas vém:

H o cost (r’ serf +r f co‘s)—r sén(r‘ dost f sée)w. (2.22)
m

Simplificando, chega-seld / m= r?f =cte, ou seja:
H =mr?f =cte. (2.23)

Lembrando a Equacéo 2.14da velocidade arebldnn= 2 A, tém-se também:

2A=r2f =cte. (2.24)
Desta forma, derivandd em relacdo ao tempo na Equacao 2.23 vém:

aH _

dt

ou

d. .. .
ma(rzf):m(er f+r2f), (2.25)
:O,

donde se conclui que:



2rr f +r% =0. (2.26)
Finalmente, as componentes da aceleracao, conforme a Equagéo 2.18 ficam:

a, :(2r'f'+rf“)ét,

:O,
a :('r'—r f'z)ér, (2.27)
_ F(r)L?fO
m r

ondea; é a componente transversa, e a componente radial.

Portanto, as seguintes conclusbes podem ser extraidas no caso da forcaHceéntral:

constante, a taxa areoldr é constante, e 0 movimento é puramente plano. fesgfo
final para a aceleragdo devido a forca central é:

a=(r-rf?)¢ :?% (2.28)

2.7 Integral da energia

Se um sistema é conservativo, entdo a energia do sistema se conserva. Se o trabalho sé
depende dos extremos de integracdo, i.e., independe do caminho, o sistema é
conservativo. Se o sistema é conservativo a for¢ca deriva de um potencial. As asser¢des
acima podem ser encontradas em livros basicos de Fisica.

Analisar-se-a o caso da for¢ca central. A forca central tem como equacao caracteristica
F=F(r)r /r. Logo, pela definicdo de trabalho vém:

2
W, = [F e,
1
:fF(r)Em, (2.29)

:er(r)dr.

onde " representa o produto escalar. Por exemplo, no caso da forca gravitacional
F(r)=GMm/ r, e o trabalho vale:

W, =GM m[ r*dr, (2.30)

i



que s6 depende dos extremgs .. Logo, pode-se concluir que uma forca central sob a
acdo de um campo central faz parte de um sistema conservativo. A conseqiéncia
imediata € que a forca deriva de um potencial ppde portanto ser representada por:

F :_G_U:_DU , (2.31)
or

onde [Jé a representacdo do gradiente.

Em resumo, para um campo central, a energia se conserva, e 0 potencial s6 depende da
posicao.

2.8 Equacao de Binet

A equacédo de Binet € importante pois fornece a trajetoria de um corpo num campo de
forca central. Define-se primeiro o operadbdt lembrando queH =mr?f é a
magnitude do momento angular. O desdobramento dessa equacéo leva a:

H= mrzﬂ,
o (2.32)
dt =" df,
H
de onde se extrai o operador:
% = r:rZ% (2.33)

Sua segunda derivada € simplesmente a aplicacdo do operador sobre ele mesmo:

d> _H d{ H d
- |, 2.34
dt*  mr? df( mr’ dfj (2.34)

Portanto, para se calcular a aceleracéo ra:ﬂ?a]/dtz, aplica-se este operador para
chegar a:

d’r _ H d( H dr

- H dfH d} 2.35
dt?  mr? df( mr? dfj (2.33)

e lembrando qué -r f*=F (r)/m, ou seja
dr? _ (dsz F(r)
- _=r| =1 + '
dt® dt m (2.36)
2
:—H +—F(r),
m’r’  m

10



igualam-se ambas as expressdes para a aceleracao:

H?  F(r)_H d( H drj

mr: m  mP dfl mf df)’

H| 1 _1d(H d[__F(r)
mr?| mr H df{ m@ df m

Usa-se agora a seguinte transformacao de varidveis para simplificar a expresséo:

(2.37)

u=1r,
1
du=-—dr, (2.38)
r
ar_ 2
du '
Tal transformacéo produz o seguinte desenvolvimento:
2,,2 F
HW?|u_ 1 d( H drdu)|_ F(r) (2.39)
m | m Hdfl mf dudf m
e finalmente, a forma da equacéo de Binet:
H?u? d?u F(r)
u+ = - ) 2.40
m’ { dfz} m (2.40)

Esta equacao diz que para qualquer forca cdrfral pode-se determinar a trajetéria de
um corpo sujeito a essa forca central.

2.9 Exercicios

1. Calcular o médulo das forcas de atracdo do Sol, Lua e Marte sobre a Terra. Utilize
0s seguintes dados:

e Distancia Lua-Terra = 60,2 R
 Distancia Sol-Terra 1496x10° Km
 Distancia Terra-Marte 0x10° Km
 Raio da Terra R 6378 Km

« Massa da Terra 597x10%* Kg
 Massa do Sol 332958x Massa da Terra
* Massa de Marte 1x Massa da Terra

« Massa da Lua =7,34x10% Kg

11



2. Demonstrar que o sistema de equacdes formado pelas integrais primeiras da area e
da energia formam um sistema equivalente ao das equacbes diferenciais do

movimento,

L 1 x
isto é, ser’p =C =constantt, e Sme ?~U(r) = E = constante ent&o:
m('r‘— r¢2) =f(r),

onde f =| f |:(jj—LrJ

12



3 LEIS DE KEPLER

O astronomo dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601) deu uma grande contribuicéo
guando montou um gigantesco catalogo de observacfes dos planetas. A caracteristica
mais importante de tais observacdes era a precisdo. A precisdo era suficiente para
discriminar entre hipoteses verdadeiras ou falsas sobre as varias teorias especulativas
existentes na época. O proprio Tycho Brahe ndo conseguiu formular um modelo que
ajustasse as observacfes, contendo o movimento dos planetas ao redor do Sol. O
principal problema era o planeta Marte. Orbitas circulares ndo ajustavam o movimento
de Marte (Marte tem uma Orbita eliptica com excentricidade igual a 0,1).

Kepler (1571-1630) analisou as observacdes de Tycho Brahe e ap0s anos de tentativas
de ajuste, conseguiu conceituar o movimento de Marte. Seu tratado "Astronomia Nova"
discute o movimento de Marte, bem como formula as famosas leis de Kepler.

3.1 As 3leis de Kepler

1" lei: "Lei das orbitas elipticas". As érbitas dos planetas s&o elipses com o Sol como
foco. Generalizando, a 6rbita de um corpo num campo de for¢a central € uma
conica (elipse, hipérbole, parabola) com o foco no centro de atragéo.

2" lei: "Lei das areas". O raio vetor de cada planeta com relacdo ao Sol como origem,
varre areas iguais em tempos iguais. Esta € de fato uma propriedade de secodes

conicas, expressa pdx = cte, ondeA é a area.

3" lei: "Lei harménica”. A relagéo dos quadrados dos periodos entre 2 planetas é igual &
relacdo do cubo do semi-eixo maior de suas Orbitas. Assim, seja o plaweta

periodoT; e semi-eixo maioa;. Vale entddT,/T,)* = (a/a,)° = cte.

3.2 Propriedades da elipse

Elipse € um lugar geométrico de um ponto que se move de forma a que sua distancia a
partir de um ponto fixo, o foco, mantém uma relacdo constante (<1) com sua distancia a
partir de uma linha fixa, a diretriz. De acordo com a Figura 3.1, valem as seguintes
definicbes:r € a distancia do foco ao porfep f € 0 angulo entre o eixo origem e o
pontoP, centrado no foco,e<1= SP/PM ¢é a excentricidad&§ é o foco,S'é o outro

foco (virtual),a é o semi-eixo maior, COrAA'=2a, e b € 0 semi-eixo menor, com
BB'=2h.

As seguintes relacfes sdo também validas:

e=CS/ C/ (3.1)
2a = SP+ PS=cte, (3.2)
2p=QQ’, (3.3)
p= a(l— ez) , (3.4)
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_3(1-¢)

" 1+ecosf’

- b
1+ecosf’

onde precebe a denominacédo de "semi-latus rectum".

Bl

Figura 3.1 — Parametros da elipse

3.3 Interpretacédo das leis de Kepler
3.3.1 1 lei

diretriz

(3.5)

(3.6)

A 1" lei diz que o movimento planetario é eliptico. Dada a equacéo da elipse:

a(1-¢&

_a@-e)
1+ecosf

e lembrando a Equacéo de Binet 2.40:

F(r) H2{1+d2@/0},

m  nfl|r  df?

deriva-se I através da equacao da elipse:

14
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d(1/r) _  esenf

d  afl-¢)’
(3.9)
d*(1/r) __ ecosf
df? a(l—ez)’
para se chegar a:
2
1,0%@r) 1 (3.10)

rodi*  a1-¢)’

A partir do fato de que sO existe aceleracdo radial num campo central, i.e.,
F(r)=F(r)r /r, chega-se a seguinte expressao:

H? 1 r
F(r)=——————.

(r) mr? a(l—ez) r
Logo se conclui que a forca esté dirigida para o Sol, e é inversamente proporcional ao

quadrado da distancia Sol-planeta. Fica evidente que esta expressao redunda na lei de
Newton da gravitagao universal, na forma:

(3.11)

mr
F(r)=_ﬂFr_, (3.12)
onde
H2
= . 3.13
H mza(l— é) (3.13)
3.3.2 2'lei

De fato, j& foi obtido quela/ dt=cte= H /2m. Dado que a taxa areoldrequivale &
relacdo entre a area da elipse pelo periodo orbital, tém-se que

A=TB0 (3.14)
T

ou seja, a dei decorre das leis de campo central.

3.3.3 3'lei
A 3’ lei é de fato apenas uma derivacdo dai2Quadrando a taxa areolar tém-se:
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A = ?a’? T?
= a'(1-¢’)/ T (3.15)
=H?/4m’

Isolando o termqu vem:

H 2
o mza(l— é)
4rra’
= T2 (3.16)
=cte
Logo chega-se a concluséo que:
a3
17 =cte . (3.17)

3.4 Exercicios

1. Calcular o semi-eixo maior de um satélite geocéntrico, estacionario em relagdo a um
ponto na superficie da Terra. Supor o centro da Terra como o ponto fixo da forca

central. Usary = 3986x10° Km®/s”.

2. Provar que o semi-latus rectynvale p = a(l— ez), ondea é 0 semi-eixo maior e
a excentricidade.

3. Provar que a equacéo da elipse em coordenadas polares pode ser dada por:
all-¢€
_ap-¢)
1+ecosf
4. Se a equacédo de um satélite terrestre é dada por:
2 2
X oY 4
9R" 4R

ondeR é o raio da Terray = 3986x10°Km?/s, ex ey s&o 0s eixos simétricos da
elipse, e dada que a energia da 6rbita Eate—u / 2a, obter:

a) A distancia da Terra a partir do eixo

b) O semi-eixo maior, excentricidade da Orbita e semi-latus rectum,

c) O periodo da o6rbita,

d) A velocidade tangencial do satélite quando a anomalia verdadeira (angulo polar
f) é 60,

16



e) Analisar se o satélite foi lancado numa orbita possivel.
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4 PROBLEMA DOS DOIS CORPOS

Considere-se um satélite artificial em érbita kepleriana ao redor da Terra. Suponha que

a massa da Terra esteja concentrada em seu centro. O problema a ser estudado é o de
determinar a trajetoria de um ponto material (satélite) de massgeito a acdo de uma

forca dirigida ao centro da Terra.

4.1 Reducao do problema dos dois corpos

Seja o sistema de referéncia "inerciakyz com a Terra sendo o porg de massay
e raio vetor, e com o satélite sendRy de massam, e raio vetor,, conforme a Figura
4.1.

X

Figura 4.1 - Sistema de coordenadas no problema dos dois corpos.

De acordo com a lei de gravita¢éo universal de Newton, a for¢a; gxene sobre iné
dada por:

F=-Gmm r3 5 (4.1)
comi# j er=|r|.Pela2lei de Newton tem-se:
mi,=-cMM B~k (4.2)
r r
mp,=-cMM B~} (4.3)

Basicamente, a reducdo do problema dos dois corpos consiste em determinar o
movimento de Pem relacdo aAs aceleracdes podem ser escritas na forma:

= +Gm,— (4.4)

i, =-Gm—. (4.5)
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Como o sistema de coordenadas € inercial pode-se escrever também que:

r=r,=, (4.6)
de modo que:

N r

i =-G(m+ rg)F (4.7)

Esta € a equacéo diferencial do movimento de um corpo em relacédo ao outro. Na teoria
de satélites artificiais, identifica-se que:

rT]l = merra’
m, = M,

e comom >>>m tem-seG(rq+ rr;) = Gm,, = 4. Portanto, a expressao final da
aceleracao é simplificada para:

(4.8)

ondeM é a massa da Terra,& é a constante gravitacional universal. O valor da
constante geo-gravitacionalé 3986x10** m%/s’.

4.2 Solucéo do problema dos dois corpos

Notou-se que a reducdo do problema dos dois corpos leva a uma expressado para a
aceleragé@o, com caracteristica de forca central:

(4.9)

ou

_GMmL

F=
r’ r

(4.10)

Portanto, o movimento de satélites ao redor da Terra pode ser interpretado como uma
trajetoria sob a acdo de um campo central, onde o ponto fixo € o centro da Terra. Por
conseguinte, valem todas as teorias ja vistas sobre o campo central.

Existem duas integrais primeiras que auxiliardo na solugdo do problema dos dois
corpos: Integral das areas, e Integral da energia.

4.2.1 Integral das areas

Esta integral ja foi obtida anteriormente. Recapitula-se que a trajetoria de particulas sob
a influéncia de um campo central gera um movimento plano:
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rxr Ao cte. (4.112)
m

Mostrou-se que esta expressao € equivalente a:

r2f = Z 24 = cre. (4.12)
m

4.2.2 Integral da energia

A integral da energia, pode ser derivada a partir da seguinte expressao:

PP = -y . (4.13)

Lembrando que:

liﬁziﬂﬁm)jﬂ,
2 dt 22d'[ (4.14)
m - ldL,
2 dt
pois r? =r [, e substituindo tais relagdes na Equacéo 4.9 tém-se:

1d ., __puldr

— r 3 ,
2dt r°2 dt (4.15)

Uma vez que se faca seguinte transformacéo de variaveig e portantau®? =r3, a

integral fica:
ar

el e —2u™?==-2/r. (4.16)

Logo a integracdo fornece” =2u/r + 2E , onde E é uma constante de integragao.
Lembrando que? =v* ondev é a magnitude da velocidade, a equacio final fica:

V2

2 r
ondeE é a energia (constante) da 6rbita.

H_E (4.17)

4.2.3 Solucéo

Com o conhecimento das integrais primeiras do movimento orbital, qual sejam, integral
da area e integral da energia, € possivel obter a solugdo do movimento orbital plano.
Inicia-se a partir do quadrado da velocidade:
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v=ré +rf &, (4.18)
V2= vV =2 +r2f 2, (4.19)

Lembrando da integral da aradf =h=H / m, tém-se:

po[drdf)  Hadf
df dt m dt’

NCANLR LIS
_(dfj (mrzj * m( mrzj' (4.20)
_( H jz[drjz H?2
= — || =] +——.
mr? ) | df nt r*

Porém, pela integral da energid,= 2(E+ /1), tém-se:

H \(dr) | H?
2(E+,u/r):(mr2j (%] . (4.21)

Dal, isolando o termo erdr / df , obtém-se:

2
(%] (mr: j (2E+2’U a 2] (4.22)
rmtr
dr _mr H
Rt (25 2/;’ mzrzj . (4.23)

Agora, a solucdo podera ser obtida ao se notar a transformacdo de variaveis que
simplifica a equacgao diferencial. Definindo:

u=l-_H4 (4.24)
r(H/m)
tem-se que:

2 )
df df re df (4.25)
dar__du
df df

Lembrando a Equacéo 4.1, tem-se 0 seguinte desenvolvimento:

22



2 2 2
r4 % = m_r2 2E+2£— 'jz
df romr
2 2
du m u  H?
= | =|=||2E+25-—— |, 4.26
(df} Hj( r mzrzj (4.26)
2E 2 1
= 2T ’uz T2
(H/m)” (H/m)"r 1

Mas pela Equacao 4.24 vale:

2

R B (4.27)

T Hm)Y (Rim)

que substituida na equacéao diferencial para de#tiita:

duY’ 2E ) g
aul - , 4.28
(dfj (H /m)* u+(H/m)4 (4.28)
(%j pi= 28 L H (4.29)
df (H/m)" (H/m)

Nota-se que os termos do lado direito sdo constantes, de forma que é conveniente
redefini-los para:

2E U

[’ = + , 4.30
(H/m)2 (H/m?* (4.30)
de modo que a equacéo diferencial a ser integrada é simplesmente:
du 12
d_f:('gz —u2) , (4.32)
ou seja:
L -u
A integral indefinida do lado esquerdo tem a seguinte solucéo:
du ___4(u
J'W =sen (Ej (4.33)

Logo, a Equacao diferencial 4.32 tém como solucéo final:
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ser*(u /B)=6-6, (4.34)

onde 8 é uma constante de integracdo. Colocar-se-a a solucdo em termos do co-seno
por conveniéncia, por exemplo, fazenla- 6, —90°:

cog =2 | (4.35)

onde 48 =8 -6,. A substituicdo das definicdes dee 5, Equacdes 4.24 e 4.30, junto
com h=H/m(momento angular especifico), leva a:

> 12
cosAH:uﬁ:(l—ﬁj E+ij ,
r

2 e (4.36)
1 1 2 1/2
—=h—ﬁ+ﬁ(2E+%j cod,
r
h NT (4.37)
:$I1+Z(ZE+%j codhd
e finalmente:
1 1+(2ER /,L12+J)sz codd
—= 5 . (4.38)
r h*/ u

Percebe-se que esta equacéo é a propria equacao da elipse disfarcada. Recapitulando a
equacao da elipse:

} _ 1+ ecosf , (4.39)
r p

pode-se extrair as seguintes igualdades:

h2 1/2
e:(ZE—2+1j , (4.40)
U

2

p=—, (4.41)
u

ondee € a excentricidade da elipsepet o "semi-latus rectum". ldentifica-se ainda
cogld = cod , ondef € o angulo polar desde o perigeu.

O valor e sinal da energiadefine o tipo de cbnica da o6rbita, como mostrado na Tabela
4.1.
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Tabela 4.1 — Excentricidade orbital

Energia Excentricidade Conica
E<O O<ex<l elipse
E=0 e=1 parabola
E>0 e>1 Hipérbole

Observou-se que em Orbitas elipticas, o "semi-latus recpuwdle p=a(1— é).

Portantoa (1— e2) = It/ u . Pela integral das areés/m= h=2 A, ou seja:

jTab _ 27ra’ (1_ e2)1/2

2A=2 = = (4.42)
Portanto, vale:
At at(1-¢€?)/ T? a3
U= . ((1_ é)) =4"2F’ (4.43)

que é novamente a ja familiar expresséo di 8e Kepler.

4.2.4 Energia da orbita eliptica

O valor da energia para orbitas elipticas pode agora ser deduzido a partir da expressao
para a excentricidade. Dada a Equacao 4.40, obtém-se:

2
& =1+ 2Eh ’
qu
(4.44)
=1+28 P,
Y7,
IsolandoE chega-se a:
e=£ 622_1,
P (4.45)
_ H(E -
2a(1- &)’
e portanto:
E=-~. (4.46)
2a

25



4.2.5 Equagao da “vis-viva”

A chamada equacgédo da "vis-viva" (energia viva) € uma expressdo que permite calculo
imediato da velocidade orbital. Ela € deduzida a partir do conhecimento do valor da
energia orbital. Obteve-se anteriormente que:

vV I2-ulr=E. (4.47)

Agora, com o valor da energia calculada pela Equacéo 4.22 chega-se a:
V= z(ﬁ _Aj,
r 2a

{22

que é a equacao da "vis-viva".

(4.48)

4.3 Movimento eliptico

Mostra-se aqui as relacbes geomeétricas do movimento eliptico. Seja a Figura 4.2, com
as seguintes definicbes:e¢ a anomalia verdadeire,é a anomalia excéntricg, é o
periapse, perihélio, ou perigay;é o apoapse, afélio, ou apogaw& o semi-eixo maior,

b é 0 semi-eixo menor,@é o "semi-latus rectum".

Comor,+r, =2a er, —r, =2c tem-se:

r,—r

e=c/ a=—-2L. (4.49)
r+r
a 'p
B } y
\ o
A
1 Q
a b a a
P r
J f
. Y X»
S a |C ae S
ra o e Mo .
V‘

Figura 4.2 - Elipse do movimento orbital
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A partir da equacao da elipse= p/(1+e cosf )deduz-se que quandb=0° o satélite
esta no ponto da trajetoria mais proxima da Terra (perigeu) ordg,, e quando

f =180 o satélite esta mais distante (apogeu), ande,. Dai vém que o "semi-latus
rectum" vale:

p=r,(l1+e)=r(1-e). (4.50)

4.3.1 Coordenadas cartesianas de posi¢cao

A partir da Figura 4.2 pode-se calcular as coordenadas cartesianas de posicéo referidas
ao sistem&®xy, com a origen®© no foco da elipse, o0 eiX0x apontando para o perigeu,
e 0 eixoOy a 90 deOx no sentido anti-horario. A coordenadaale:

x=r cosf =a cosu-c, (4.51)
x=a(cosu- e). (4.52)

Em seguida, calcula-se o raio em termos da anomalia excéntAcpartir da equacao
da elipser = p/(1+ecosf ) tem-se que:

p=r+ercosf,

4.53
=r +ex, ( )
a(l-€)=r+ea(cosu e,
( ) ( ) (4.54)
r—a-a€—aecosur ae,
ou seja,
r=a(l-ecosu). (4.55)

Para a coordenadapprte-se dey? = r? - x?, e dai:

y? = a’(1- ecosuf — & (cosu- €) ,
=a’(1- 2ecosu+ € codu- cosu 2 cosr © (4.56)
=a’(1-¢€")(1- cosu).
Logo,
y=rsenf =a semu (&€ 'f. (4.57)
4.3.2 Relagao entred u

Dado x=r cosf =a (cosi—e,er =a(l-ecosu), tém-se:
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cosf =x/Ir =M. (4.58)
1-ecosu

Mas, lembrando a relacéo trigonométrica do arco metade

1- cosf

tar? (f /2)= | (4.59)
1+ cosf
vem:
tarf (f /2)= 1-(cou—e)/( ecou)
1+ (cosu—e)/ (+ ecosu )
_ 1-ecosu- cou+ e (4.60)
1-ecosu+ cosi— e ' '
_ (1+e)(d-cosu)
(1-e)(1+ cosu)
e portanto
tar? (f /2):1Le tart ¢ /2. (4.61)
-e

4.3.3 Equacao de Kepler

A equacao de Kepler fornece uma relacdo entre a anomalia excéntrica e o tempo.
Atraves dela é possivel localizar onde o satélite se encontra em determinado instante. A
deducéo da equacéao de Kepler se inicia com a equacéo da elipse:

1 1+ecosf

r p
1 ecosf

= + .
a(l-€) a(l-é)

(4.62)

Derivandol/ r em relacéo avem:

d@/r) _ —-esenf

df  al-é&)’ (4.63)

e como

d@/r) _ 1dr
df  rZdf’ (4.64)

vem
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a(l-¢€)

esenf

redf = dr. (4.65)

Lembrando que:
r=a(l-ecosu), (4.66)
dr =a esenu du, (4.67)
e lembrando a Equagéo 4.57, ceenf =y/r , tem-se:
asenu (& ¥?
a(l-ecosu)

_seru (€ ¥?
l1-ecosu

senf =

(4.68)

Substituindo este resultado na Equacéao 4.65, junto com 4.67 chega-se a:

a(l-€) 1-ecosu
saesenu du,
e senu (€Y (4.69)

= a’(1- €?)"?(1- ecosu) du.

r’df =

Dividindo ambos os membros pdt; e lembrando da integral da area,

r% =h = (up)"?, (4.70)

vem

(up)? = a’(1- €)Y4(1- ecos u)%

(up)“?dt = a(1l— €)Y*(1- ecosu) du

[pa@-¢)]" dt= &(1- é)*2(1- ecosu) d (4.71)
(ua)’*dt = a*(1- ecosu) du

(ula*"*dt=(1- ecosu) du

Supondo a constante de integradgode tal modo que para= T (passagem pelo
perigeu), u = 0, a integracdo da equacéao fornece:

(,u/ a3)1/2 (t-T) = T(l— ecosu) dy .

=[u-eseny], , (4.72)
=u-esenu.
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Agora, definindo-se a velocidade angularz(y/a3)ﬂ2, também chamada de

movimento meédio ("mean mean motion”), por ser a velocidade angular média do
movimento orbital, tem-se:

n(t—T)=u- esent. (4.73)
O lado esquerdo da equacao € um anyuttenominado de anomalia média:

M =n(t-T). (4.74)
Portanto a forma final da equacéo de Kepler é:

M =u-esenu. (4.75)

E importante lembrar que dada a anomalia verdadiejpade-se calcular a anomalia
excéntricau e dai, pela equacdo de Kepler, calcular a anomalia média. O caminho
contrario também é valido. A equacdo de Kepler é uma equacédo transcendental que
pode ser resolvida de vérias maneiras. A mais comum é a utilizacdo do método de
Newton-Raphson, com o auxilio de computador.

4.3.4 Coordenadas cartesianas de velocidade

Anteriormente obteve-se as coordenadas cartesianas de posicdo pelas seguintes
expressoes:

x=rcosf =a (cosi—e, (4.76)

y=rsenf =a sem (+¢€& Y, (4.77)

_al-€) _ a (1- ecosu). (4.78)
1+ecosf

Para se obter as coordenadas de velocidade, basta deriva-las em relagdo ao tempo:

X =-asenu u, (4.79)
y=acosu (1- € }? (4.80)
V=P (4.81)

A variacao temporal da anomalia excéntricgpode ser obtida a partir da equacédo de
Kepler:

M =n(t—-T)=u- esenu. (4.82)
Derivando-se em relagcdo ao tempo, obtém-se:
n=u(l- ecosu), (4.83)

donde se conclui que:
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n

u=—. (4.84)

l1-ecosu
Lembrando que /a =1-e cosu, vem:

u="2 (4.85)
r

. na

X=—-——senu, (4.86)

r
. na P
y=—cosu (I- & 2. (4.87)
;

4.4 Orbita circular

Uma 6rbita circular é um caso particular da O6rbita eliptica. Na orbita circular a
excentricidade é nula, e, como consequUéncia, ndo ha como identificar o perigeu.
Impondo a condi¢ao de que a excentricidade seja nula na equacéo de Kepler, percebe-se
gue a anomalia média coincide com a anomalia excéntrica em Orbitas circulares, isto é,
M = u. Da mesma forma, a Equacéo 4.61 mostra que a anomalia excéntrica fica igual &
anomalia verdadeira nesta orbita, e addimu =f. A Equacao 4.55 indica, por sua vez,

que na Orbita circular o raio € constante e igual ao semi-eixo maoem qualquer

local dela.

A velocidade, calculada por meio da equacéo da vis-viva (Equacéo 4.48), resulta, na
oOrbita circular, um valor também constante que independe da posi¢ao:

v= B, (4.88)
a

Decorre disto que a forca gravitacional é também constante em toda a Oorbita e
perpendicular a velocidade.

Investiga-se agora a relacédo entre o modulo da velocidade em 6rbitas que se tocam no
perigeu ou no apogeu, como mostrado na Figura 4.3. As Okbigds sdo circulares,
enquanto qu& € uma Orbita eliptica cujo raio do perigeu coincide com o raio da Orbita
baixal e cujo raio do apogeu é igual ao raio da oOrbitatdlt®a equacdo da vis-viva
tira-se que as velocidades no perigeu e apogeu da Orbita eliptica sdo dadas
respectivamente por:

_ [m [ire
Vo a Vi-e (4.89)
e
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v, = \/g /;—i (4.90)

Por outro lado, da imposi¢cado dos pontos de contacto na Orbita, tira-ge=-gue= a- (1
+ €). Igualmente, g= 1, = & (1 — €), de onde tem-sej & @ < an.

(
. \

Vh

N—
I

Figura 4.3 — Geometria com trés orbitas co-planares.

Com base na expressédo da velocidade para a orbita circular, as velocidades nas orbitas
e Hem funcado dos elementos da orbita eliptica ficam, respectivamente:

Vi =\/g /%e (4.91)
e
v, = \/g /ﬁ (4.92)

Por meio destas expressdes percebe-se que a velocidade no pe¥igeuaior delas. A
velocidade na orbita L pode ser posta em funcéo da velocidade no perigeu, resultando:

\/
y=—_<y (4.93)

Ji+e °

Faz-se agora o mesmo procedimento, e calcula-se a velocidade dadéhbitéuncéo
de v:
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l1-e
V, =V [ — <YV, 4.94
=Vl < (4.94)

e a velocidade no apogeu em fungéo da velocidade v

v, =V, J1l-e<y (4.95)

Percebe-se que as relacdes envolvendo a excentricidade no segundo membro sédo todas
menores do que a unidade, o que leva a seguinte desigualfade: <y < v, . Isto

mostra que para transferir um satélite de uma 6rbita mais lbgiaea uma Orbita mais

altaH deve-se impulsiona-lo de forma a transformar a orbita circular inicial numa érbita
eliptica, e, em seguida, aumentar novamente a velocidade no apogeu de forma a
transformar a Orbita eliptica em circular. Apesar destes dois impulsos a Orbita final tem
velocidade menor do que a orbita inicial, pajs< v, .

4.5 Exercicios

1. Demonstrar a equacao da "vis-vive'= (2 /r—1/a), a partir das coordenadas de
velocidade do movimento plano em termos da anomalia excéntrica:

2

. na
X=—-——5€enu,
r

2
yzﬂcosu (- & ¥2.
"

2. Dadosy = 3986x10° Km®/s?, P (periodo da 6rbita) = 7000 seg.(excentricidade)
= 0,08, €T (tempo de passagem pelo perigeu) = 1987-fev-12 00:00:00 horas,

a) calcular as coordenadas de posicdo e velocidade no plano orbital para o
instantet = 1987-fev-12 00:30:00 horas;

b) achar as anomalias excéntrica, verdadeira e média;

c) fazer um esboco da elipse e dos angulos envolvidos.

3. Dada a anomalia excéntriga/ 2 as 07h57min, quando foi a Gltima passagem pelo
perigeu de um satélite com semi-eixo maior Be(/ios terrestres) e excentricidade

de 77/ 472 ? (DadosR=6378 Km ey = 3986x10° Km®/s?)

4. Um satélite é langado no perigeu com altura de 622 Km sobre a Rera878
Km), e cujo apogeu atinge 3622 Km de altura. Determine:

a) a constante da velocidade areolar;
b) a velocidade no apogeu;
c) o periodo da orbita.
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5. Se a anomalia excéntrica de uma Orbita geocéntrica desconhecida € 30°, e 20
minutos apds € 60°, quais sédo a excentricidade e 0 semi-eixo maior se em outros 20

minutos a anomalia excéntrica é de 90f2=( 3986x10° Km®/s?)

6. Um satélite tem sua Orbita com excentricidade 0,3 e altura do perigeu de 380 Km.
Determinar a altura do apogeu, a energia total, 0 momento angular especifico e o

periodo. (Raio da Terra = 6378 Kmr,= 3986x10° Km®/s?)

7. Calcule os incrementos de velocidades necessarios para transformar uma Orbita
circular a 200 km de altura numa O6rbita também circular a 36000 km de altura.
Admita que estes incrementos ocorram rapidamente, e considere o Raio da Terra =

6378 Km ey = 3986x10° Km®/s*
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5 POSICIONAMENTO DE SATELITES - PROBLEMA DIRETO

O movimento plano orbital, ou seja, 0 movimento no plano da 6rbita j& foi discutido no
capitulo anterior. Passa-se agora a analisar o movimento do satélite no espaco, em
relagéo a Terra.

5.1 Elementos keplerianos

Os elementos keplerianos ou classicos constituem coordenadas que posicionam
completamente o satélite e sua 6rbita. No movimento plano, foram definidos 3 dos
elementos keplerianos:

« 0 Semi-eixo maior a,
+ aexcentricidade, e
« aanomalia médii,

que definem a elipse e localizam o satélite no plano da elipse.

Entretanto, para se definir completamente a Orbita necessita-se localiza-la
espacialmente. Para tanto se deve definir os chamados angulos de Euler da 6rbita, que
recebem nomes bastante especificos. Assim, seja o0 siSt€¥centrado no centro da

Terra e cujo plano fundamentalXY é o plano do Equador. O eix@X aponta para o
chamado ponto verna) g o sistema OXY& portanto considerado inercial.

Pela Figura 5.1, pode-se definir alguns pontos notaveis da geometria orbital:

- Q é o0 nodo ascendente, ponto onde a Orbita cruza o plano do Equador, a
partir do hemisfério sul para o norte,
- I é o perigeu, ponto da elipse mais préximo do foco, centro da Terra.

Pela mesma figura pode-se notar os angulos de E@ew, denominados:

« i:éainclinacdo da érbita em relacdo ao Equafiog i <180,

- Q: é ascensdo reta do nodo ascendente, angulo entre a origem @X&xo
0Q,0<Q<360,e

« x € 0 argumento do perigeu, angulo e@eeOrl, 0 <w< 360.

Nota-se queaw e f sdo angulos medidos no plano da elipse orbital, ao passQ gue
medido no plano do Equador. Os elemerdps, i, Q, w, e M definem a 6érbita no
espaco, e sdo chamados de elementos keplerianos.

5.2 Transformacédo de coordenadas

O problema aqui é o de se obter as coordenadas carte§idhds X , Y, e Z, a partir
dos elementos keplerianos. Inicialmente, deve-se calcular as coordenadas no plano
orbital Oxy, conforme visto no capitulo anterior. Recapitulando:
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x=a(cosu- e), (5.1)

y=asenu (- € ¥?, (5.2)
z2=0, (5.3)
X= —% senu, (5.4)
yzgcosu (- € ¥?, (5.5)
2=0, (5.6)

onde z=z = Oespelha o fato do movimento se dar no plano orbital.
24

Tk

ra f.
e o . N /perigeu
0] — 7
. s
_ Y
Q -
NG

X s
\y\\_,ﬁ--” nodo ascendente

orbita
Figura 5.1 - Geometria para definicdo dos elementos orbitais

Dados os angulos de Euler da 6rhjt®, e w, existe uma matriz de rota¢c& funcao
desses angulos, que produz a transformacao:

X=R(i,Q,w)Xx, (5.7)

onde X=(X Y 2, ex=(x y 2'. A transformacdo completa é realizada

através de 3 rotacOes dos angut@k, —i, e —w em torno dos eixos instantaneos de
rotacaaZ, X, eZ. Em outras palavras:

X =R, (-Q)R, (<) R, (~0) X . (5.8)
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Lembrando que as matrizes de rotag&¢d) e R, (6) séo definidas por:

[ cosB se®
R,(0)=|-sem®@ co® O, (5.9)
0 0 1
1 0 0 |
R,(©)=|{0 co seld|, (5.10)
|0 -serb co$ |
chega-se a:
CQCcw-sNd 3w -~ Q - Q c® K is
R(i,Qw)=cws N av+ Q ¢ ® - 8 o+ @ icwew - & ik§ (5.11)
Si sw Si cw Ci

onde c = cos, S= ser, para simplificar a notacdo. Para se obter as componentes de
velocidade utiliza-se a mesma matriz de rotacéo:

X =R (i,Q,w0)X, (5.12)

ondeX=(X Y 2 ,ex=(x y 2.
5.3 Resumo da transformacéao

Dados os elementos kepleriarm<, i, Q, w, e M, calcular o vetor de estadoy z, X,
y e z. Os seguintes passos de calculo podem ser seguidos:

1. resolver a equacéo de Kepl&t = u— esenu para se obtar,

2. calcular o movimento médio através dena® = i/, e a distancia geocéntrica
por meio der =a (1-ecosu).

3. calcular as coordenadasy, x e y do plano orbital via:

x=a(cosu- e), (5.13)
y=asenu (- € §?, (5.14)
2
X = _ha senu, (5.15)
r
. na /2
y=—cosu (1- € J'?, (5.16)
r

4. montar o vetor de estado no plano orbital com(x y 0)" ex=(x y 0)
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5. calcular a matriz de rotac@®(i,Q,w),

6. calcular o vetor de estadoe X via:

X=R([,Q,w)x, (5.17)

X=R(@{,Q,w)X. (5.18)
5.4 Exercicios

1. DadosR; = 6378 km,u = 3986x10° km*s’, a= 1,5R, e= 0,1,i = 3¢, Q = 458, w
= 60°, e T (Tempo de passagem pelo perigeu) = 1962-jun-22 16:01:05 horas.

Calcular o vetor de estadX,(Y, Z, X, Y, e Z) no sistema geocéntrico para o
instante 1962-jun-23 02:15:00 horas.
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6 POSICIONAMENTO DE SATELITES-PROBLEMA INVERSO

Neste capitulo descrever-se-a o problema inverso do posicionamento de satélites. Isto é,
dadas as coordenadas cartesianas (ou vetor de esfad@), X, Y, e Z, calcular os
elementos keplerianos da oOrbita ai, €, w, eM .

6.1 Semi-eixo maior a

Inicialmente calcula-se os modulos do vetor posicdo e velocidade:
r’=X%+Y%+ 22, (6.1)
VV= X2+ Y+ 22, (6.2)

e lembrando a equacéo da "vis-viva":

e=u2-2) 6.3
r a
chega-se a:
2
a r u
6.2 Excentricidade e
Lembrando a equacéo do raio vetor:
r=a(l-ecosu), (6.5)
vem queecosu= 1- r /a. Derivando-se em relacédo ao tempo obtém-se:
—-esenu u=-r/a. (6.6)
Comou = ha vém
r
esenu= rrz' (6.7)
na
O termor  pode ser calculado a partir de um simples truque. Calcula-se:
rim=XX+YY+ ZZ (6.8)

e lembrando que [ =rv cosd, ondev cosd € a velocidade radial, ou sefa,tem-se:

re=r@=XX+YY+ ZZ, (6.9)

Portanto, tem-se as seguintes relagdes:
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esenu= r (6.10)
n

ecosu= -+ (6.11)
a

Agora, a excentricidadepode ser obtida quadrando-se e somando-se as Equacdes 6.10
e6.11:

ezl(r:_;zj +(1-r_aj ] . (6.12)

A anomalia excéntrica pode ser obtida dividindo-se membro a membro as Equacdes
6.10 e 6.11:

: 2
tanu:(”)/(na)
1-r/a

e realizando anélise de quadrante para definir o angulo u

, (6.13)

Outra maneira de se calcular a excentricidade é a partir da expressdo do "semi-latus
rectum";

p=a(l-¢€) (6.14)

donde € =1- p/ a. Como p=h*/u, e h pode ser calculado pelo produto vetorial
h=|rxv| vem:

e= /1—h—2 . (6.15)
u

Esta expresséo, apesar de simples, ndo é frequentemente utilizada pois produz erros
numericos quande - 0. Por exemplo, o termo dentro da raiz quadrada pode se tornar
negativo.

6.3 Anomalia média M

A anomalia média é obtida facilmente através da equacéo de Kepler:
M =u-esenu. (6.16)

- . : . ~ 172 ~
Se a excentricidade foi obtida através da expreesa[dL— W/ u a] , entdo deve-se

acharu de outra maneira. Por exemplo, achar a anomalia verdédeidapois utilizar a
relacéo:
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tar? (f /2)=g tarf ¢ /2. 6.17)

6.4 Inclinacéo i

A inclinacao da orbita pode ser obtida com o calculo do momento angular esgecifico

h=rxv,

I
— X. X
N- N

Y
Y
3 (6.18)

YZ-2ZY

— X,

A|+(z'x— xa AJF( XY Y)(A,r
hK,
h= [k + e+ 17, (6.19)

onde |,J,K sé&o os versores nas dire¢cdes e Z, ehy, hy, eh, séo as componentes do
momento angular nas mesmas direcdes. Pela Figura 6.1 nota-se que o vetor momento
angular, que é perpendicular ao plano da Orbita, forma o amngudon o eixoZ.
Portanto:

=hl+h,J

+

cos =h, /h, (6.20)

com 0 <i<180.

plano da
Orbite

equador

Figura 6.1 - Vetor momento angular

6.5 Ascensao reta do nodo ascendeni@

A melhor maneira de calcul& é por meio da definicdo de um vefdrcom origem no
centro Oe passando pela linha dos nodos, conforme mostra a Figura 6.2.
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Q Y X
Figura 6.2 - vetoQ2

Como o momento anguldn é perpendicular ao plano da Orbita, ele também é
perpendicular ao vetd que esta contido no plano da orbita. Assim, pode-se escrever:

Q=K xh, (6.21)

ondeK é o versor no eixd. Dai, tém-se que:

I J K
Q=0 0 1y, 6.0
hohoh 022
=-hl+hJ.
Pela mesma Figura 6.2, tira-se que:
Q
tanQ=— =% (6.23)
Q. -h,

ondeQy e Q, sdo as componentes do vefbmas direcoeX eY. O sinal negativo em
—hy foi mantido no denominador para enfatizar o sinal do co-seno para fins de analise de
quadrante no célculo de.

6.6 Argumento do perigeuw

O calculo do angulao denominado argumento do perigeu, requer a definicdo de um
angulo auxiliar v chamado de longitude verdadeira. A longitude verdadeira é
simplesmente a soma do argumento do perigeu com a anomalia verdadeira:
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V=w+f. (6.24)

A anomalia verdadeirbpode ser obtida através das expressdes para as coordenadas
y do plano orbital:

x=rcosf =a (cosu—-e, (6.25)
y=rsenf —a sem (t¢& ¥. (6.26)

Calcula-se a tangente via:

2
tanf = 5o (€ J° (6.27)
cosu—e

ondeu foi calculado na Equacao 6.13. Em seguida, deve-se analisar corretamente o0s
quadrantes para se obter o andulo

A Figura 6.3 mostra os angulos envolvidos. Nota-se que com duas rotagdes, pode-se
transformar coordenadas referidas ao sist@®&'Z até o ponto onde se localiza o
satélite.

Yl
Z? satélite

Figura 6.3 - Longitude verdadeira

Assim, as coordenadas correspondenteX¥’’, ondeX' aponta para o nodo¥ esta
no plano orbital, a 90deX’, podem ser obtidas via:

X'=R,()R,(Q) X, (6.28)

Porém, as coordenadas do satélite no sis@Xi®’Z’ sdo facilmente calculadas por
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X'=rcosu=r cos@p+f )
Y'=rsenw=r sen+f ) (6.29)
Z'=0.

Explicitando essa transformacao vem:

rcosu] [1 O 0 cof sen X
rsenu|=| O cos sdn|—- s&h Qs oY
Z

0 0O sen cos 0 0
- : (6.30)
cosQ serf) 0| X
=|—cos se) cds cd3 senyY
| sen se? - sdn c6s Go§Z
e portanto:
rcosu=cof2 X+ sef@v, (6.31)
rsenu=-cog seQ X + cos cQsY + deh, (6.32)
donde,

o + co N .
tano = cos sef2 X + cos cd3yY Sed _ (6.33)
cosQ X + sef Y

Finalmente, o argumento do perigeu é calculado por:
w=v-f. (6.34)
6.7 Exercicios

1. DadosR = 6378 Km, ¢z = 3986x10°Km¥s’, X = 1R, Y=2R, Z=3R, X =0,5

km/s,Y = 1,5 km/s, eZ = 2 km/s no sistema geocéntrico, calcular os elementos
keplerianos correspondentes 2 horas mais tarde.
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7 SISTEMAS DE COORDENADAS CELESTES

Sabe-se que as posi¢cdes na superficie da Terra sdo completamente especificadas com
referéncia ao meridiano de Greenwich e ao Equador. A especificacdo das posicoes na
esfera celeste € um processo similar e existem varios métodos para fazer isso
dependendo dos circulos maiores escolhidos como circulos principais. O sistema é
definido de acordo com o centro de coordenadas ou a origem da referéncia escolhida:
topocéntrico, se 0 centro estiver na superficie terrestre; geocéntrico, se o centro
coincidir com o centro da Terra; heliocéntrico, se o centro de coordenadas coincidir com

a posicao do Sol; planetocéntrico, se a origem estiver coincidindo com a posi¢cao de um
planeta escolhido; baricéntrico se a origem estiver no centro de massa de um sistema de
corpos, etc.

Define-se um “circulo maior” como a circunferéncia obtida pela intersecao de um plano
com a superficie de uma esfera, e tal que o plano contenha o centro da esfera. Um
“circulo menor” é também obtido pela intersecédo do plano com a esfera, porém neste
caso o plano ndo contém o centro da esfera.

7.1 Sistemas principais

Existem quatro sistemas principais para especificar as posi¢cdes de corpos celestes na
esfera celeste.

7.1.1 Sistema horizontal (topocéntrico)

Referindo-se a Figura 7.1, s&p um observador na superficie da Terrd, ® zénite,

que é definido por um ponto na esfera celeste verticalmente em cima do observador.
Isto €,0'Z € a continuacdo da reta que liga o centro da Terra ao @an@ plano
perpendicular @’Z, e que corta a esfera celeste no circulo maior NOS, é chamado
horizonte celeste ou simplesmente horizonte.

SejaX a posicdo de um corpo celeste. O circulo maior passando atraves doZpxntos
e X’ é chamado um circulo vertical.

No plano dezXX’, o anguloXO’X’ ou o arcaX’X é denominadelevacao (ou altitude),
h, de X

Agora,

IX=7ZX- X" X ,

_o0-h (7.1)

é chamada distancia do zénite.

SejaKXM um circulo menor paralelo ao horizonte. Entdo, todos os corpos celestes,
cujas posic¢des ficam no circulo me#oftM num certo instante tém a mesma elevagéo e

a mesma distancia do zénite. Portanto, para definir a posicdo do corpo em questao
completamente, precisa-se especificar o circulo vertical sobre o qual ele esta situado.
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SejaO’P paralelo ao eixo da rotacdo da Terra. Quando a latitude do observador € norte,
a posicadP é chamada pélo celestial norte ou simplesmente polo norte. A posicao de
Polaris, a estrela do polo norte, é aproximadamente dada pela dir€g®o de

/ Horizonte local
E

Figura 7.1 - Sistema horizontal

O circulo vertical através dos pontdsP e N é definido como circulo vertical principal

e 0 pontoN como ponto norte do horizonte. O por8p exatamente opostoNy é o

ponto sul, e o pont®, o ponto oeste. Consequentemente, pode-se definir a segunda
coordenada para especificar a posicdo do corpo cefesigm dado momento em
relacdo ao circulo vertical principal.

O anguloNO'X' ou o arcaNX' € chamad@zimute A, do X. SeX estiver na parte oeste
da esfera celeste, como mostrado na Figura 7.1, o azimute € denominado &)raute (
se nao, azimutee].

Assim, num dado instante, a posicdo de um corpo celeste na esfera celeste é
completamente especificada em relacdo ao horizonte e ao ponto norte do horizonte em
termos de elevacéo e azimu&du B), ou distancia de zénite e azimute.

s

Uma outra maneira de medir o azimute € no sistBiB80 (Norte-Este-Sul-Oeste),
onde o azimute varia entre 0° e 360° e é medido a partir do pordalikecao leste.

Resumindo, as caracteristicas do sistema horizontal séo apresentadas na Tabela 7.1.

Devido ao movimento de rotacdo da Terra, a elevacédo e o azimute de um corpo celeste
(uma estrela, por exemplo) variam com o tempo.
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Tabela 7.1 — Definicdo do sistema de coordenadas horizontal.

Plano fundamental - Horizonte

Origem das abscissas - Ponto norte

Sentido - Retrogrado

Abscissa - Azimute, A (0 a 360 NESO,
ou 0°a480° E ou O)

Ordenada - Elevacao, h (Da+90°)

7.1.2 Sistema horario (topocéntrico ou geocéntrico)

Com referéncia a Figura 7.2, s€pa a posicdo de um observador na latitydeZ o

zénite eP o polo norte. O circulo MmaidrROT cujo plano é perpendicular @P é
denominado equador celeste, cujo plano é paralelo ao equador terrestre. Neste caso, 0
sistema é chamado topocéntrico. Se a origem deste sistema coincidir com o centro de
massa da Terra, o plano do equador celeste seria simplesmente a projecao do equador
terrestre na esfera celeste e o sistema € denominado geocéntrico. Observa-se que o
equador celeste e o horizonte se interceptam em dois porgds, O

equador celest®

Figura 7.2 - Sistema horario

Devido a rotacdo da Terra, um corpo celestdescreve um circulo mentXK na
esfera celeste. SeRXDQ o semi-circulo maior através dée dos polos da esfera
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celeste. Entdo o ardX é denominadadeclinacdo,o, deX. Se o corpo celeste estiver
entre o equador celeste e o polo norte, como mostrado na Figura 7.2, @DXaéco
denominado declinacdo norte. Assim, a declinagédo é analoga a latitude terrestre.

Aqui, PX é denominaddlistancia polar norteA declinacdo para norte € positiva e para
sul é negativa. Assim, em geral,

PX=90"-0 (7.2)
€ valida para todos os corpos celestes.
Para fixar a posicdo d¥ completamente na esfera celeste, precisa-se de mais um
circulo maior de referéncia. Este € o semi-circulo mBiRSQ que é denominado
meridiano do observador. A quantidade que define a posicad o paralelo da
declinacddMXK é o angulo en® entre o meridiano do observador e o meridiBX®

gue passa através dono momento. Este angulo é chamaagulo horario, e é dado
por:

H =MPX

= ZPXx (7.3)
=arcoRD

O angulo horario € medido a partir do meridiano de observador para oeste, 8@00°
ou de Oh a 24h.

Como mostrado na Figura 7.2, quando o corpo celeste esta no lado oeste do meridiano
do observador, ou seja, quando o azimute € oeste, o angulo horario fica entre 0° e 180°
ou Oh e 12h. Da mesma maneira, se o corpo celeste esta no lado leste do meridiano, o
angulo horario fica entre 12h e 24h.

Resumindo, as caracteristicas do sistema sdo apresentadas na Tabela 7.2.

Tabela 7.2 — Definigdo do sistema de coordenadas horério

Plano fundamental - Equador celeste
Origem das abscissas - Ponto de intersecdo do meridiano do
observador com o Equador celeste
Sentido - Retrogrado
Abscissa - Angulo horério, H (Oh a 24h
ou Oh A2h O ou E)
Ordenada - Declinagao,0 (0° a#90° N ou S)

Neste sistema, a declinagcdo de um corpo celeste permanece constante com 0 movimento
de rotacéo diaria da Terra, mas o angulo horério varia durante o dia.
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7.1.3 Sistema equatorial (geocéntrico)

Nos sistemas de coordenadas anteriores (no sistema horizontal e no sistema horario), a
posicdo do observador foi tomada como o centro da esfera celeste.

Considera-se, agor&, o centro da Terra como o centro da esfera celeste. Para os
corpos celestes muito distantes, como no caso das estrelas, observa-se que esta mudanca
no centro ndo tem efeito nas definicbes dadas até agora.

No sistema de angulo horario e declinagcdo, em um dia, somente a declinacdo fica
constante enquanto o angulo horério fica variando de Oh a 24h. Mas, as posi¢cbes de
corpos celestes na esfera celeste sao similares as posi¢cdes de pontos fixos na superficie
da Terra e portanto podem ser especificadas em relagdo a um ponto no equador.

Assim, referindo-se a Figura 7.3, sejaum ponto no equador, fixo no espaco. Entao,
guando o corpo celesk¥se move no espago, 0 ponto também se move e a distancia

yD, que é chamadascensdo reta, mantém um valor constante. Aqui, 0 pgnto
escolhido como o ponto de referéncia, € chamado equinécio vernal

equador celest®

Figura 7.3 - Sistema equatorial

Portanto, no sistema equatorial, a posicaX deespecificada pela declinacab, ou o
arcoDX, e a ascenséo reta,, ou 0 arcoy D. A ascensao reta é medida na direcdo
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leste de Oh a 24h. Note-se que esta direcdo é oposta a direcdo de medida do angulo
horario.

Resumindo, as caracteristicas do sistema sdo dadas na Tabela 7.3.

Tabela 7.3 — Caracteristicas do sistema de coordenadas equatorial

Plano fundamental - Equador celeste

Origem das abscissas - Equindcio vernal
Sentido - Direto

Abscissa - Ascensao retag (0Oh a 24h)
Ordenada - Declinacdo geocéntrica),

(0° a #90° N ou S)

Este sistema apresenta o angulo horario do pprtriando no tempo, mas ambos, a
ascensao reta e a declinacdo de um corpo celeste permanecem fixos.

7.1.4 Sistema ecliptico

O plano orbital do movimento aparente do Sol € chamado plano da ecliptica. O angulo
entre o plano da ecliptica e o plano do equador celeste € chamado de obliqlidade da
ecliptica e é igual a 23 5aproximadamente. A posicdo de um corpo celeste pode ser
referida também a ecliptica como circulo maior fundamental e ao equindcio vernal
como ponto principal de referéncia.

Com referéncia a Figura 7.4, o argd, medido dey aB ao longo da ecliptica na
direcdo de movimento anual do Sol, i.e. na direcdo leste, é chaomaitode celeste
A, e € medido de 0° a 3680 longo da ecliptica.

O arco BXé chamado latitude celestg .

Na Figura 7.4, observa-se quyeD (=a) € a ascensdo reta doe XD (=J) é a

declinacdo dX. Também pode-se ver que a partir dos valores conhecidogalegulo
de obliquidade da eclipticay, e o podem-se achar os valores glee 5 .

Resumindo, as caracteristicas do sistema ecliptico sdo mostradas na Tabela 7.4.

Tabela 7.4 — Definicdo do sistema de coordenadas ecliptico

Plano fundamental - Ecliptica

Origem das abscissas - Ponto (Equinécio) vernal
Sentido - Direto

Abscissa - Longitude celestej
Ordenada - Latitude celestes

(0°a 90° N ou S)
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A latitude e a longitude celestes néo sao afetadas pela rotacao diurna da Terra.

equador |
celeste

ecliptica

Figura 7.4 - Sistema ecliptico

7.2 Coordenadas cartesianas geocéntricas

Estes sistemas sdo apropriados para referir-se a pontos ligados a Terra. Aqui, existem
dois tipos de sistemas: (i) sistema cartesiano terrestre, sujeito ao movimento de rotacao
da Terra e (ii) sistema cartesiano celeste, independente da rotacéo terrestre.

7.2.1 Sistema cartesiano terrestre

Como mostrado na Figura 7.5, a origem do sistema cartesiano terrestre € o centro de
gravidade da Terra e o eixbesta apontado para o pélo norte. O efxdeste sistema

esta direcionado ao ponto de intersecdo entre o meridiano de Greenwich e o equador e 0
eixoY esta a 90° do eix¥ no sentido direto.

As coordenadas cartesianas de um ponto no espagco podem também ser representadas
por meio dos angulos: longitude terresiree latitude geocéntricg. Se este ponto
estiver fixo com relacdo a Terra, entdo estes angulos nédo variam com o tempo.

7.2.2 Sistema cartesiano celeste

Como mostrado na Figura 7.6, a origem do sistema cartesiano celeste € o centro de
gravidade da Terra e o eixbesta apontado para o poélo norte celeste. O Xigeste
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sistema esta direcionado ao ponto vernal e o0 ¥iesta a 90° do eixX no sentido
direto.

G equador

Figura 7.5 - Sistema cartesiano terrestre

7.3 Coordenadas cartesianas topocéntricas

Aqui existem dois sistemas, um relacionado ao gedide e outro relacionado ao elipsoide.
Gedide é definido como a superficie dos oceanos que é uma superficie equipotencial do
campo de gravidade terrestre verdadeiro. Elipsoide é definido como um elipsoide de

revolucdo que € uma superficie equipotencial do campo normal de gravidade. Ambos

possuem a aparéncia de uma esfera achatada nos padlos.

7.3.1 Sistema topocéntrico astronémico

Como mostrado na Figura 7.7, a origem do sistema topocéntrico astronémico € a
estacdo de observacdo. O eX¥& esta direcionado a vertical, que € perpendicular ao
gedide. O eixdC'S € tangente ao meridiano da estacao, orientado para o sul e 0 eixo
C'S esta a 90° do eixo G'Sara definir um sistema inverso.

7.3.2 Sistema topocéntrico geodésico

Como mostrado na Figura 7.7, a origem do sistema topocéntrico geodésico é a estacdo
de observacéo. O eiX0'S; esta direcionado a normal, que € perpendicular ao elipsoéide.

O eixoC'S é tangente ao meridiano da estacao, orientado para o sul e@igsta a

90° do eixo C'g para definir um sistema inverso.
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equador
celeste

ecliptica

Figura 7.6 - Sistema cartesiano celeste

Figura 7.7 - Sistema topocéntrico
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7.4 Movimento aparente do Sol

A Figura 7.8 mostra 0 movimento aparente do Sol ao redor da Terra. Este plano de
movimento aparente do Sol, que € chamada ecliptica, esta inclinada em 23,5° em
relacdo ao plano equatorial da Terra. Esta inclinagdo causa as mudancas na atmosfera
terrestre, que sdo definidas em termos das estagcfes. O comecgo das estacbes no
hemisfério norte e no hemisfério sul sdo apresentadas na Tabela 7.5.

A

F————

P ———
-~

equador celeste

primavera

ecliptica

Figura 7.8 - Movimento aparente do Sol

Tabela 7.5 — Datas aproximadas do inicio das estacfes

Inicio Hemisfério Norte Hemisfério Sul
=21/03 Primavera Outono

=22/06 Verao Inverno

=23/09 Outono Primavera
=22/12 Inverno Verao

7.5 Exercicios

1. Referindo-se a figura do sistema horizontal, provar que a elevacao do pélo € igual a
latitude do observador.

54



2. A figura do sistema horario se refere a um observador no hemisfério norte. Desenhar
a figura correspondente para um observador do hemisfério sul.

3. Considerando o sistema equatorial, achar a relacdo entre o angulo horario do ponto
vernal e a ascensao reta do corpo celeste.

4. Num triangulo esférico ABGabe-se que:

« cosa= cod cos+ seb sen céd (Formula de co-seno)

senA serB se@ _,
= = (Férmula de seno)
sena  seib sen

e semacoB= cob semr sdn cos ¢4,

ondeA, B eC sado os angulos & b e c sdo os lados do triangulo. Considerando o
triangulo esféricoXPY da figura do sistema ecliptico, achar formulas para latitude
celeste e longitude celeste em termos da ascensao reta e declindcdo do

5. Considerando a figura do sistema equatorial para um observador numa latitude

norte, achar a relacéo entre a distancia de zénite, a latitude, a declinacdo e o angulo
horario. (sugestdo: usar a férmula de co-seno).
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8 TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

Em geral, para especificar a posicdo de um corpo celeste numa maneira melhor e
conveniente, as coordenadas de um corpo celeste conhecidas num sistema precisam ser
transformadas para coordenadas num outro sistema. Por exemplo, um corpo celeste
observado de uma estacao teria como coordenadas o azimute e a elevacdo num sistema
horizontal, e para se saber a posi¢cdo dele num sistema inercial, uma transformagéo de
coordenadas sera necessaria.

8.1 Transformacéo no plano

Supbe-se que as coordenagasy de uma massa pontudlsdo conhecidas no sistema
retangularXOY e precisa-se conhecer as coordenatiay' deP no sistem&X'OY’, que
é formado por uma rotagdo do sistema XOl¥um anguldg.

Da Figura 8.1, tem-se:

X'=0B= OE+ EE. (8.1)
Do trianguloOAE, tem-se:

OE = OAcost
(8.2)
= X Cosd.
Do triangulo FAP, tem-se:
FP =PAcos(90-6) (8.3)
=ysend EEB)
v
Yl
C P
F
D e x!
B
0 X
Figura 8.1 - Transformacg&o no plano
Entéo,
X'= Xcosd+ vy serd. (8.4)
Agora,
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y'=0OD= EF= AF- AE. (8.5)

Do trianguloOAE, tem-se:

AE = OAsend (8.6)
= xsend . '
Do triangulo AFP,
AF = APsen(90-6 ) (8.7)
= ycosd.
Entéo,
y'=-xsend+y co¥. (8.8)

Assim, a equacao de transformacéo € dada por:

X' cosfd sem || X
= : (8.9)
y' -send co¥ ||y
8.2 Transformacéo no espaco

A transformacdo dada na Secdo 8.2 é chamada transformacdo de coordenadas em
sistemas de coordenadas de duas dimensdes. A extensdo desta transformacdo para
sistemas de trés dimensdes € facil e automatica. As matrizes de rotagdo ortogonais

convencionais de dimenséo 3xR;(6), R,(8),R,(f), sdo usadas para girar todo o

sistema de um angul® ao redor dos eixos ¥ e zrespectivamente e sao dadas por:

1 0 0

R,(6)=|0 co¥ sed|, (8.10)
0 -send co¥g
[cos® 0 - sed]

R,(0)=| O 1 0 (8.11)
_sené? 0 co¥g |
[ cos® serd

R,(0) =|-send co¥ 0. (8.12)
0 0 1

8.3 Propriedades das matrizes de transformacéao

As matrizes de transformacdo sao consistentes com um sistema de coordenadas
dextrogiro e os sinais sdo positivos para rotacdes anti-horario quando vistas do lado
positivo do eixo de rotacdo em direcédo a origem.
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Observa-se que a inversa de uma matriz de rotacdo € a propria matriz transposta e o
determinante dela é igual a um. Isto é:

R™*(6)=R"(0) =R(-0),
) (0)=R(-9) (8.13)
| R|=1.
8.4 Exemplos de transformagdes
A Figura 8.2 descreve a transformacdo do sistema de coordenadas terrestre para o

sistema de coordenadas celeste. Matematicamente, a transformacdo é dada pela
equagao:

X =R,(-6)X". (8.14)

Figura 8.2 - Um exemplo de transformacéo

A Figura 8.3 descreve a transformacao de um sistema no plano orbital em um sistema
no plano equatorial. Matematicamente, a transformacéo é dada pela equacéao:

X =R(Qi,w)X,,

(8.15)
R B R

R(Qi,w)=|1Q Q, Q, (8.16)
R R R

59



onde

P, =cosw co) - sew cos s&Y, (8.17)
P, =-senw cof) - co® cos sA, (8.18)
P, =sen sef, (8.19)
Q =cosw seM) + sew cos cOx, (8.20)
Q, =-senw se)+ ca® COS CLx, (8.21)
Q, =-seni cof?, (8.22)
R =senw sem, (8.23)
R, = cosvsen, (8.24)
R, = cosi. (8.25)

Zo

orbita
Figura 8.3 - Um exemplo de transformacéo

8.5 Exercicios

1. Qual é a matriz de transformacgéo do sistema de coordenadas terrestre médio para o
celeste verdadeiro?

2. Deduzir a matriz de transformacao de um sistema no plano orbital para um sistema
no plano equatorial (obs: ver a Figura 8.3)
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9 SISTEMAS DE TEMPO

A medida de tempo € baseada na rotagcdo da Terra. O tempo € determinado pela posicéo
no céu, em relacdo ao meridiano local, de um objeto de referéncia na esfera celeste.
Existem varias medidas de tempo, dependendo dos objetos escolhidos.

9.1 Tempo universal

O corpo celeste escolhido neste caso é o Sol. O dia solar € o periodo da rotacdo da Terra
em relacdo ao Sol. @mpo solar aparentpara um observador num dado meridiano é
definido como o angulo horario do Sol mais 12 horas. A adi¢cdo de 12 horas é devida a
conveniéncia de comecar o dia a meia-noite, em vez de ao meio-dia. Os astrénomos
fazem ao contrario para evitar mudanca do dia na mesma noite de observacao. Assim, o
tempo solar transcorrido desde o comeco de um dia é o angulo horario do Sol mais 12
horas.

Na primeira metade do dia, o Sol ainda ndo alcanca o meridiano do observador.
Portanto, a hora neste periodo € a.m. (ante meridiem). Ao meio-dia, o Sol esta no
meridiano e a hora depois deste cruzamento é p.m. (post-meridiem).

Mas, a duracdo exata de um dia solar aparente ndo € constante devido a variagcdo na
velocidade orbital da Terra e devido a inclinacdo da ecliptica de 23,5° em relacdo ao
plano equatorial. Por isso, foi definido um outro tempo chartexrdpo solar médio que

€ de 12 horas mais o angulo horéario (medido para oeste do meridiano do observador) de
um Sol ficticio cujo periodo é igual ao periodo do Sol verdadeiro mas que se move com
uma velocidade constante ao longo do plano equatorial. Em outras palavras, o tempo
solar médio é simplesmente o tempo solar aparente, tomada a média uniformemente.

Embora o tempo solar médio progrida uniformemente, este ainda € inconveniente para
uso pratico porque este tempo € definido como angulo horario do Sol médio, mas o
angulo horario se refere ao meridiano celeste local, que é diferente para cada longitude
terrestre. Para evitar a confusdo de se ter horarios diferentes para cada regido do globo
terrestre, este é dividido em 24 fusos horarios (ver Figura 9.1).

O tempo medido em cada fuso horario € o mesmo do meridiano que passa no meio
daquele fuso. O tempo médio solar assim padronizado € chamado hora padrao.

Para ter uma hora padrdo em todo o globo, os fusos sdo numerados a partir do
meridiano de Greenwich, positivo para oeste e negativo para leste. Como cada fuso
corresponde a uma horatampo universatie um observador cujo meridiana &usos
horarios a oeste de Greenwich, e cuja hora solar médiam@as, é definido por:

TU= x+z. (9.1)
9.2 Tempo sideral

Sejam a Terra e a esfera celeste (centrad@)edesenhadas como mostrado na Figura
9.2. SejaG a posicao de GreenwicB,a posicao de um local qualquer na superficie da
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Terra representados na esfera celeste. Entdo, o angulo entre os meA8iaRis € a
longitude Ado local.

Figura 9.1 - Divisdo do globo em fusos horarios

Sey é a posi¢do do ponto vernal, ent@®y € o angulo horaridy de y para um
observador no meridiano de GreenwicBRy € o angulo horari@ para um observador
no meridiano de S. Ent&o:

SPy = GR/+ SP(C (9.2)
0=6, +A (9.3)

i.e. 0 angulo horari® de S € dado pela soma do angulo hor&jode Greenwich e a
longitudeA do observador el®

Definindo o tempo sideral como o angulo horarioydeem-se que o tempo sideral em
Greenwich € igual a diferenca entre o tempo sidergb esra longitude d&, sendo que

a longitude é positiva para longitudes a leste de Greenwich e negativa para longitudes a
oeste. O tempo sideral ég€ chamado tempo sideral local.

Define-sedia solarcomo o periodo da rotacdo da Terra em relacdo ao@alsideral

como o tempo requerido pela Terra para completar uma rotacdo em relacdo ao ponto
vernaly. Devido ao sentido do movimento de translacéo orbital da Terra, o dia sideral é
um pouco mais curto do que o dia solar. Referindo-se a Figura 9.3, se se supuser que um
dia comeca quando a Terra estd na posig&@mm o Sol sobre o meridiano de um
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observador no pont® e o pontoy na extensdo da linh&S, quando a Terra faz uma
rotacdo completa, o pontgy estara novamente sobre o meridiano local para o

observador no pont®. Mas, neste periodo, a Terra se deslocol g@raB na sua
oOrbita e 0 Sol ndo estara sobre o meridiano local para o observador em O

Figura 9.2 - Definicdo do tempo sideral

oy
\

Figura 9.3 - Relacédo entre dia solar e dia
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Um ano tem 365 dias e um circulo de 360°; portanto 0 movimento diario do Sol na sua
Orbita é aproximadamente 1°. Assim, a Terra tem que girar um grau a mais para ter o
Sol no meridiano local. Como a Terra leva 4 minutos para girar um grau, um dia solar é
aproximadamente 4 minutos mais longo do que um dia sideral.

9.3 Data Juliana

A data Juliana é simplesmente uma contagem continua de cada dia transcorrido desde
uma época particular. Esta época foi escolhida como 4713 A.C. A data Juliana é medida
de meio-dia para meio-dia e portanto € um namero inteiro doze horas depois da meia-
noite. Esta contagem continua de dias a partir de uma certa época evita a confusao
gerada pela mudanca de datas do calendario ao longo do tempo. Por exemplo, em 1582,
o Papa Gregoério Xlll declarou a data 05 de outubro como sendo 15 de outubro,
eliminando 10 dias. Em 1752, os ingleses eliminaram 11 dias, e assim por diante. A
definicio da data Juliana elimina todas estas discrepancias. Existem tabelas de
conversao de uma data qualquer de calendario para data Juliana. Para conversao de um
tempo qualquer (a hora, minuto, segundo do dia em questéo), basta achar a fracdo do
dia, ja que a data Juliana muda cada 24 horas.

9.4 Calculo do tempo sideral de Greenwich

O calculo pratico de tempo sideral de Greenw#f, a meia-noite ou a ORU é dado
pela equacao:

B,, = 99,6909833+ 36000,7683 + 0,000387@°, (9.4)
onde o tempo 2 medido em séculos como:
S, = (D, - 2415020.0)/3652, (9.5)

com 6, em graus, e ondg, € o Dia Juliano. Em outras palavras, o tempo sideral de

Greenwich a zero horddJ, i.e. g, , € obtido diretamente como funcao da data juliana a
Oh TU,

Agora, o tempo sideral de Greenwich em temgoalquer é dado por:

6, =6, +(t-t)6, (9.6)
onde
6 =0,25068447 /min. = 360,985647 /. 9.7)

é a taxa de rotacgao sideral.
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9.5 Exercicios

1. Numa elevacdo de 308m Monte Roraima (latitude = +6foi observada uma
estrela XIZ cujas coordenadas equatoriais eram 10° (ascensdo reta) e 15° N
(declinac&o). Achar:

a) o0 azimute da estrela e
b) a hora sideral da observacao

2. Considere um observador num local de longitude @9° $e o angulo horéario do
Sol médio local coincide com o do ponto vernal e é igual a 9h, quais sdo o tempo
universal do observador e o tempo sideral em Greenwich?

3. O ponto extremo norte do Brasil € Oiapoque no Territério do Amapéa com latitude e
longitude dadas por +48 —52°, respectivamente. Neste local, no tempo sideral de
60°, foi observado um corpo celeste cujas coordenadas horizontais $Aaififte
NESO) e 45° (Elevacao). Achar as coordenadas equatoriais do corpo celeste.

4. Para um observador num local de 38}, Ge o tempo sideral no local for 8h e se o
angulo horario do Sol médio local for 9h, achar o tempo sideral em Greenwich e o
tempo universal do observador.

5. Quantos dias siderais a mais por ano existem do que dias solares?
6. Em que dia, aproximadamente, a hora solar coincide com a hora sideral?

7. Se o tempo médio local é 15:30h e o tempo universal € 11:30h, qual é a longitude do
local?

8. A longitude de Los Angeles é, aproximadamente, 1Z0)° Determinar o fuso
horario correspondente.

9. Se a taxa precessional € aproximadamente 50" por ano, provar que o ciclo completo
€ aproximadamente 26000 anos.

10. A cidade de Sé&o José dos Campos esta situada na longitude @¥.4Bal¢ular o
tempo sideral neste local hoje neste instante.

11.Qual é a data juliana que corresponde a 0 horas TU de 23 de dezembro de 19757

12.Qual é a data juliana que corresponde a 24 de agosto de 1978 as 05 horas 30
minutos e 22,3 segundd$)?

65






REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BATE, R. R.; MUELLER, D. D.; WHITE, J. Fundamentals of Astrodynamicslew
York: Dover Publications, 1971. (ISBN-0-486-600061-0)

BROUWER, D.;: CLEMENCE, G.M. Methods of celestial mechanid$éew York:
Academic, 1961.

CHOBOTOV, V. A. Orbital Mechanics— Second Edition. Reston: American Institute
of Aeronautics and Astronautics, 1996. (ISBN-1-56347-179-5)

DEUTSCH, R. Orbital dynamics.of space vehicleEnglewood C1liffs: Prentice-
Hall, 1963.

ESCOBAL, P.R. Methods of orbit determinationNew York: John Wiley, 1965.

MONTENBRUCK, O.; GILL, E. Satellite Orbits— Models, Methods, Applications.
Berlin Heildelberg: Springer-Verlag, 2000. (ISBN-3-540-67280-X)

MOULTON, F. R. An Introduction to Celestial Mechanics- Second Revised Edition.
New York: Dover Publications, 1970. (ISBN-0-486-64687-4)

67



	CAPA
	VERSO
	FOLHA DE ROSTO
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	1 INTRODUÇÃO
	2 CAMPO CENTRAL
	2.1 Leis de Newton
	2.2 Lei da gravitação universal
	2.3 Força central
	2.4 Integral do momento angular
	2.5 Velocidade areolar
	2.6 Trajetórias devido à força central
	2.7 Integral da energia
	2.8 Equação de Binet
	2.9 Exercícios

	3 LEIS DE KEPLER
	3.1 As 3 leis de Kepler
	3.2 Propriedades da elipse
	3.3 Interpretação das leis de Kepler
	3.3.1 1ª lei
	3.3.2 2ª lei
	3.3.3 3ª lei

	3.4 Exercícios

	4 PROBLEMA DOS DOIS CORPOS
	4.1 Redução do problema dos dois corpos
	4.2 Solução do problema dos dois corpos
	4.2.1 Integral das áreas
	4.2.2 Integral da energia
	4.2.3 Solução
	4.2.4 Energia da órbita elíptica
	4.2.5 Equação da “vis-viva”

	4.3 Movimento elíptico
	4.3.1 Coordenadas cartesianas de posição
	4.3.2 Relação entre f e u
	4.3.3 Equação de Kepler
	4.3.4 Coordenadas cartesianas de velocidade

	4.4 Órbita circular
	4.5 Exercícios

	5 POSICIONAMENTO DE SATÉLITES - PROBLEMA DIRETO
	5.1 Elementos keplerianos
	5.2 Transformação de coordenadas
	5.3 Resumo da transformação
	5.4 Exercícios

	6 POSICIONAMENTO DE SATÉLITES-PROBLEMA INVERSO
	6.1 Semi-eixo maior a
	6.2 Excentricidade e
	6.3 Anomalia média M
	6.4 Inclinação i
	6.5 Ascensão reta do nodo ascendente W
	6.6 Argumento do perigeu w
	6.7 Exercícios

	7 SISTEMAS DE COORDENADAS CELESTES
	7.1 Sistemas principais
	7.1.1 Sistema horizontal (topocêntrico)
	7.1.2 Sistema horário (topocêntrico ou geocêntrico)
	7.1.3 Sistema equatorial (geocêntrico)
	7.1.4 Sistema eclíptico

	7.2 Coordenadas cartesianas geocêntricas
	7.2.1 Sistema cartesiano terrestre
	7.2.2 Sistema cartesiano celeste

	7.3 Coordenadas cartesianas topocêntricas
	7.3.1 Sistema topocêntrico astronômico
	7.3.2 Sistema topocêntrico geodésico

	7.4 Movimento aparente do Sol
	7.5 Exercícios

	8 TRANSFORMAÇÕES DE COORDENADAS
	8.1 Transformação no plano
	8.2 Transformação no espaço
	8.3 Propriedades das matrizes de transformação
	8.4 Exemplos de transformações
	8.5 Exercícios

	9 SISTEMAS DE TEMPO
	9.1 Tempo universal
	9.2 Tempo sideral
	9.3 Data Juliana
	9.4 Cálculo do tempo sideral de Greenwich
	9.5 Exercícios

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

